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VII. Regresni po éet

Ukolem regresni analyzy je sestavit vztah (model) zavislosti mezi
zavisle a nezavisle proménnou.

Regresni analyza fesi :
« odhady neznamych parametrt regresni funkce
« testovani hypotéz o téchto parametrech

« ovéfovani predpokladd regresniho modelu

Ur€eni line&rni regresni zavislosti

Nejjednodussim pripadem regresni zavislosti je pfipad, kdy regresni
funkce je pfimkou. Rovnice regresni pfimky ma tvar:

y'=a+bx

Symbol y’ se pouziva pro oznaceni nejpravd épodobn &jSi teoretické
hodnoty y odpovidajici danému x, ktera leZi na regresni pfimce a
ktera se odliSuje od konkrétnich hodnot y, které se nachazeji mimo ni.

Metoda nejmensich ¢&tverc U

Prabéh regresni pfimky je uréen tzv.

metodou nejmensich  étverc U, kdy

musi byt spinéna podminka takového
pribéhu primky, pfi kterém je soucet

Stvercu vzdalenosti vSech bodu pole

od primky minimalni, tedy plati:

N2
(Y, —y;)? =min
Vypocet vertikalni vzdalenosti bodu korelaéniho pole od regresni pfimky

se provadi podle uvedeného obrazku. Z ného je zfejmé, Ze pro vzdalenost
konkrétni hodnoty zavisle proménné y; od bodu regresni pfimky y; musi

latit: t_ —
P Y~y =¥ —(a+bx) =y, -a-bx
Soucet Etvercd svislych vzdalenosti y, od regresni pfimky je potom:
S -y =2 (y-a-bx)’=A

Pro MNC musi platit

A=3"(y-a-bx)*=min

koeficient b (tg dhlu)

Vypo €et koeficient G regresni smemicg primy
pFimky y'=a+bx = ar
koeficient a o
Hranice (EXCEL)
abs. ¢len (Statistica) / X

Z vyse uvedenych vztah( Ize naslednymi Gpravami obdrzet vyrazy pro vypocet
koeficienttl regresni primky a,b

b= 2 XY~ Y

Sy
Z)QZ—FRZ 2

pfipadné b=

kovariance s, lomeno druha
mocnina smérodatné
odchylky s,

Koeficientb (angl. slope) se oznacuije jako koeficient regrese a je smérnici
regresni pfimky (tangentou Ghlu, ktery pfimka a svird s osou x). Je-li b>0,
mluvime o regresi pozitivni, je-li b<0 o regresi negativni.

Koeficienta (angl. intercept) pfedstavuje y-ovou soufadnici prusediku
regresni piimky s osou y (tedy pfi x=0).

Intervaly a pasy spolehlivosti linearni
regresni zavislosti

Koeficienty (parametry) regresni piimky jsou
bodovymi odhady !

« Konstrukci regresni pfimky provadime na zakladé vyb érovych
soubor G.

« Proto se jeji rovnice mize u rdznych vybéru ze stejnych
zé&kladnich soubor( lisit.

« Z tohoto diivodu je vhodné doplnit priibéh regresni pfimky také
tzv. intervaly spolehlivosti.

« VVypoctem intervalt spolehlivosti uréujeme pro vybrana x interval,
v némz se mohou s urcitou pravdépodobnosti vyskytovat hodnoty y
s tim, Ze jejich nejreprezentativnéjsi hodnota je y'.




Intervaly a pasy spolehlivosti

Nejprve je zapotiebi zvolit hladinu spolehlivosti — tedy pravdépodobnost,
s niz ocekavame vyskyt hodnot y v uréenych mezich 1-p (p=0,05 ¢i 0,01).

Polovi¢ni Sitka intervalu spolehlivosti | je dana vyrazem:
/A
I=t_, B X=X
Jn-2 n (n-Js

Hodnota t, je kriticka hodnota rozdéleni pro n-2 stupfit volnosti a hladinu
vyznamnosti p. Meze intervall spolehlivosti uréime pomoci hodnot y’ z
rovnice y-—7y=h(x—X)

1, (x=®?

E
horni mez: y +1

dolni mez: y -1

Pasy spolehlivosti vzniknou spojenim
krajnich bodu intervalt spolehlivosti. 4

Testovani vhodnosti regresni zavislosti
« Nejcastéji se k testovani pouziva analyzy rozptylu (ANOVA).

« Princip: Zjistime celkovou proménlivost hodnot y a nasledné
vypocteme, z jaké Casti je tato celkova variabilita objasnéna proménlivosti
v hodnotach x.

Celkova variabilita : celkova suma ¢tverct: od kazdé hodnoty y odecteme
primér, vysledek povysime na druhou a secteme pro vSechna y.

Testovani vyznamnosti regresni zavislosti
Celkovou variabilitu Ize rozdélit na dvé ¢asti:

« variabilitu vysv étlenou regresni ¢arou

« variabilita nevysv étlena regresnim modelem (zbytkovou, reziduélni)

jhamm e ma =

variabilita
vétlena ¢
¥y ‘?elzresm’m celkova variabilita
modelem (U}

K variabilta
nevysvétlena
(rezidualni)

X
« testovani je zaloZeno na porovnani mnozstvi vysvétlené a nevysvétlené variability
« je tedy obdobou F-testu : testujeme, zda variabilita vysvétlena modelem se
vyznamné liSi od variability rezidudlni, tedy: HO: nelisi se
* Vypocte se testovaci kritérium (F) a pokud jemu pfisluSejici p-hodnota je mensi nez
alfa (0,05) potom zamitdme nulovou hypotézu a konstatujeme, Ze regresni model
je vhodny

Priklad regresni analyzy v EXCELu

Néstroje — Analyza dat - Regrese|
.. »

e hladina_blukuj - Zjistéte, jak souvisi hladina hluku se a
0 0 vzdalenosti od komunikace.
60 86 a5
80 a1
100 a2
120 75 3 90
140 74 3
WVYSLEDEK ":I 8
g
Regiean statiatiea g0
Masobné R 0869074891 =
Hadnota spalehlivasti R 053910614 75

Mastavena hodnota spolehlivosti R 0956977374

Chyba st hodnaty 7547 70 4 : T i
7

Pozorovani

a 50 100 150

ANOWA, model je vhodny  ~__ vzdélenost

Rozdi 55 WS F__ VpznampostF 95%int. odhad
Regress T 2401420571 2401425 77110080, 000317685> hladiiny hiuku ve 95% int. odhad
Rezidua 5 1557142657 3114766 vzdélenosti 0 metr  poklesu hl. hiuku
Celkem 6 2057142857 na kazdy metr

Foelicienly _Chybe sl hodnaly 1 stal _Hoduola P Dol 05% ¥ _Fomi 95% Dol Q0% _Homi 96,0%
Franice 94,2657 14915 632165 504518961197 %.1157
vaddlenost /01454 0167 __-87812¢_ 00003 0,106

—_—

Existuje signifikantni pokles hladiny hluku  se
vzdalenosti od komunikace. Linearni regresni model
vysveétluje 93,9 % variability hodnot hladiny hluku.

y' = 94,2857 - 0,1464x

pokles hl._hluku na kazdy metr

Reseni v programu Statistica

1) Statistika — Viceroz#ma regrese

(zvoleni zavisle a nezavisle proménné)

7
Vyslediy- vicerozm. regrese /

Zév.prom. :hladine hlukw  vicends. R = 96507485 F = 77.11009
—> R= s3sl06ls s

Pot. pipadat: 7 uprave 2632737 p

pravend 5
SuSrodatnd chyba adhadgT 764735607
Bbs.ilen: 94.286714286 S chybal TTESTIT £ 5

-&.217 » - .oo0a Model je vhodny

15
oooaLe

waddlencst bevas-.97
(vienannd beva Isow =viraznin)

A sz ks[5 (3

Zéladri visledky | Deteini vislecky | Resicua/pfedaoklacy/piedpovidi

Vipotst: Visledky regrese

(zména vzdalenosti
vysvétluje témér 94 %
variability hladiny|
hluku)

Shoma.

| ]

jiky regrese se 2 u proménnou : hladina
oo [Visledky regrese se zavislou proménnou :  hladina hluku (Tabulkal)
N,S‘fd R= 96907489 R2= 93910615 Upravens R2= 82692737 Pokles hladiny
et F(1,5)=77.110 p<.00032 Smérod. chyba odhadu - 1.7647 _ hiuku s rostouci
Jodky Beta | Smchyba B |Smchyba | 1) |Uroven p dal i
Parametry =7 beta B vzdalenosti je
regresnl’ Abs.clen 1} 94.28571 \ 1.491472| 63 21653, Slﬁl\S[ICky
S vzdélenost | -0.959075 0.1103%7 -0.14643 J0.016675 -8.7512€ 0.000318 V\]znamny
pFimky

fbs, Eien 94295714285 Sm, chyba’ 1491472 1 §)= 63217 p< 0000

Regeni v programu Statistica
2) OK —Bodové grafy — Korelace 2 prénmych

Ziv.prow. ;hladina hlu vicends. B = 04307488 ¥ = 77.11008
BAZ: SI0LOELE  sw w18
Pot. piipadh: 7 azesr77 p = _oboms

‘Smbronstn cryba ot 1

U regresniho modelu se ¢asto testuje, zda se smérnice p Fimky vyznamn & lisi od nuly ..
Pouzivéa se t-testu , kterym Ize prokazat statisticky vyznamny r st ¢i pokles hodnot
zAavisle proménné pfi zméné hodnot nezavisle proménné.

‘Z81ad | Distaly | Rezidua | Predpavi@ Bodowd oraty | Pyvdée: oaly | Ddiehdé | Wiosk: |
G pieoridve mata | (7] Poroovmé vs iescka2 | /
Plegpowtdve oo | [ Reeidin vi odst resug T
Pregpovedi vs parcrovans | [ ( forelace 2 promirch hading M= 94,266 1483 * vzdilenost
Korlace - 19601
Poswsavaniva.reain | [ Farcld e 0 -
% N e
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i <
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=
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"
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7
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Vypo éet neznamé hodnoty - p Fedpov édi

3) Statistika — Viceroz#ma regrese

Odhady

« bodové

[

e
{adibnou s

« intervalové

ais)
EE]
s | hadiea b abtenen

it | 8103 Biukos » 94,288 - 1964 = vad§lanost

Korataee : 1=-9001
a0t hoinory nessvitjepromenny T E § !
= g ’
saiioros [ >
= s
PRV [NPURI [N
i s
FE:- ™ ]
3 hes
2w
n
'
n <
CIN
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”
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Spikichn, BN VTSP

DalSi typy regresnich funkci

Regresni vztah dvou proménnych ¢asto nelze vhodné vyjadfit pfimkou —
jiné typy funkci.

MuZze mit tvar napf. logaritmickych ¢i exponencialnich funkci a nebo je
vztah vyjadren rovnici polynomu m-tého stupné.

¥ ¥ y ¥
0 00 £l )

e yearton? yearion'? L

(yartm) fymast) [
© 200 n » yedeionnt

(ymasbitexd)
20 100 10 10
o 2 4 1] x
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y| y y ¥
yedriliogx yE3+10 10 x log yu3a 10 In yRBe10x
10 (EE g% gof (EEEE K o] fogy=aton 22} Onyswotn)
5 10| 4 18
- . 14
x 0 2 4x 0o 0% x
fogatioks TogertItks

o 602 004x D
ro— IogeHTIER ogaitmick
{ioy. JERAEIKS) {16 phrozeny) {fog. deedicky) {iog. pFirozeny)

Regresni zavislost neni p Ffimka  Priklad (viz. Brazdil a kol., 1995,

Sarice x|y XGrat porovnani hoanot str. 139, cvic. 8.5)

o m— ”

Sen. Mign 65 2299 h d , d |
| Jakub. 92 327 an .

Sanarly 125 %9 . nevhodny model vhodny model
Zastidea 177, 37 *

Wratochlka 190 377 a >
pibram 23 38| 5
P

¥=-0,0003¢ +0,141x + 21,332
= 0,9836

~Rogreon! sististha_ & ° |
Nasobné R 0956724 5 =
Hodnota spc 0915321 <= Koeficient determinace
Mastavena h 0305912

Chyba st h 1921132 <@== smérodatna

Buiin 226 02 »
s 27 w03 %
ICetkavice 2% 4 " 40
[Vys Popavice 271 41 5) 0 100 200 300
X Graf s rezidul 3
; s =
VVSLEDEK g .. =
£, g B
g
E

g
0 im0 2° A D

0 100 x 200 30|

Pozorovani 1 chyba odhadu EXCEL:

ANOVA pravym tlagitkem mysi
Rozdii 5] Ms F Vyznamnost F na graf

Regrese 1 3590703 3590703 9728322 4 D1237E06 grat—

Rezidua 9 3321881 3690979 A inici

Salkam 10 383 2801 pfidat spojnici trendu

Kosficientyba st hod, _tstat _Hodnots P Doini 95% __ Hormi 95% Joini 95, 0%torni 35, 0%
Hranice 2443416 131762 1854135 177608 2145303879 2741527 2145304 2741527
b 0069872 0007084 9863225 401E-06 0053346464 0085897 0053845 0085897

Hledani vhodného regresniho modelu

Lze postupovat dvéma zpusoby:

1. Volba vhodného modelu na zékladé praktické zkuSenosti Ci
teoretickych predpokladt

2. Posouzenim bodového grafu a interpretaci nastroju regresni
analyzy

Zpusoby hodnoceni vhodnosti regresniho modelu
« analyza rezidualnich hodnot
« vypocet smérodatné chyby odhadu (s,)

* vypocet koeficientu determinace (r%).

Hledani vhodného regresniho modelu
Analyza reziduélnich hodnot

Rezidua jsou vzdalenosti skute¢nych hodnot y; od modelem odhadnutych
hodnot y;”

Zvoleny regresni model povazujeme za vhodny, pokud rezidudlni
hodnoty splfiuji vSechny nasledujici podminky:
« rezidua jsou ndhodna a nezavisla

* maji normalni rozd éleni s nulovym
primérem a konstantnim rozptylem R Lt aee s

« rozptyl rezidui je konstantni . .ot

Hledani vhodného regresniho modelu

Smérodatna chyba odhadu - je vyjadfenim smérodatné odchylky resp.
rozptylu reziduélnich hodnot a vhodnou mirou pro posouzeni vhodnosti
pouzité regresni zavislosti

Cim je hodnota reziduélniho rozptylu niz$i, tim je model vhodngjsi.

Koeficient determinace  (r%,) — viz. Korelaéni pocet

r2= SSegres
Ssmal

Cim je hodnota koeficientu determinace vétsi, tim je model vhodnéjsi.




Hledani vhodného regresniho modelu Vicerozm érné regrese
Grafy — Bodové grafy

5 Data: nelin® (3s kedt 118} 21|
7 7 T Zadnastavent Detaiy | iatled | Kategarizovany | Moznosii1 | Moznosti 2| POpISLlJe zawslo_st vice .
Stanice x et O proménnych z nichz vice je
1|vanci o 207 = . vov. H - e ~ z
2l5en Min s 29 Elv v de pricinami (vysveétiujici promenné) .
Slommorad e s ajen jedna je disledek rovina
5|Zastavk: 177 376 Typ grahu: deni > Z ~ 4z
45 oascmiia 6 77 | [ : (vysvétlovana proménna).
7|Pfibram 213 388 L Lineami & Vypruto
8|Butin 26 M2 £ Nomini Fgeiciznt " « o e o
5Hina 27 a9 L o B H Jsou-li dvé vysvétlujici
10|Ketkovice 252 il L Logimicke L "
T[Vys Popovice 271 415y | Exponenciaini e proménné regresni model
Bodory ratnelin 3w 110) [ MNC v vadslenosti e H :
y=21:331840, «v:«v-xnunmw 085 Intspol. [ MNC v neg. expon. & Si:\e:\wvast Hiadina: Je rovina
- L2 sove s 51
- L -~ Odhad parametri se provadi
© Oam avdlend sk [V
> - MNG Xt
a Vystupy a interpretace jsou
» Eaa T »obdobné" jako u modeld
z jednorozmérné regrese At box 4 b+
= volba modelu y =a+ DX, ¥ 0+ ...
2
= Napf:
®
i Uhrn_srazek = 345,6 + 0,45*zem_délka + 1,23*nadm_vyska
[v: 1=02887. = 0.000004; = 24,4342 + 00609 | — — -
Vicerozm érna regrese (data viz. Brazdil a kol., 1995, str. e . o .
Statistika — viceroz@rna regrese 129, cvic. 8.3) Méfeni zavislosti kvalitativnich znak @
B Dot nuonoll [Tl B v5sicdky - vicerozméma rearese: monohonas.vea 5 #[x
7 S=ert|  vyeieo- vicsom. ragrass « Kvalitativni znaky maji slovni charakter a ziskavame je
s (e EY l .. T T S— v sociologickych prazkumech, pfi terénnim Setfeni apod.
| | m A2 &ﬂ!ﬁ. v = 2,8
LR RS R Wiky, WE = SIS p - 800000 « K charakterizovani zavislosti kvalitativnich znaki slouzi tzv.
| 1 34 3 463 Subrodatnd hrba m. - ot
| 0992 1243 1799 | ses. Bem: i 0RSRiisN0 sa chybas TR o 8 - a6 p - 756 kontingen ¢€ni tabulky e T —
Il 13 1069 1258| et T Caonn o + : =
v 218 1480 1718 | bt dnling: i it T !
EIAREZIRT T ]| 2 s 1 - Korelace (monohonas reg) | s :
1 - FED ] F [} 4 10
oo e et Farelace (momohonas_req e EREEE :
Vil 158 765 foe||| ofCroménnd Fox1 % r :
| x | B4 188 271 x1 00010,707573 0783184 _— 0 —— T :
X | 75 1 3 0707573 1,000000 0,990370 x| ECH I ) s Y
1| il & 0,763184 0,990370 1,000000 ) L " ) . - - i
« Z kontingenéni tabulky Ize ur¢it intenzitu zavislosti ve dvaojici slovnich
2 ; znakl
ke Vysledky regrese se zawislou proménnou -y (monohonas_req) N
B Vipotet B R= 99721494 R2= 99443763 Upravené R2= 99320155
F(2.9)=5804.51 p<,00000 Smérod. chyba odhadu : 49,782 , . L, o .
Beta |Smchybsa| B [Sm chyba| 1©) |Uroveri p * Mame-li dva alternativni znaky dostaneme tzv. étyfpolni tabulku .
= JN=12 | beta B
. (Abs.ion 1102091 30,21982] 0.3%4% 0723579 pravici levaci celkem
Punkva — pod Sk. Mlynem (y) E 1 0,26614| 459193 000113 muzi 43 9 |82
1 6

model odtoku: seny |44 4 48

\regresnikoeﬂclenty lkem|87 13 100
celkem

y =11,0289 + 1,2487x, + 1,0497x,

standardizované regresni koeficienty

Méreni zavislosti kvalitativnich znak V] Kontlngen éni tabulka typu rxs

Obecné muze mit kazdy kvalitativni znak A r tfid a znak B s tfid.

Vysledky Setfeni potom sestavujeme do kontingenéni tabulky r x s. TralE

Pozorované ¢etnosti v jednotlivych burikach oznacujeme dvéma HHASIY A & by & b, S
indexy — obecné n;. a "y 1y ", A
Také marginalni ¢etnosti maji dva indexy. @y Ay Hgx
Ten, pres ktery je scitano je ozna¢en hvézditkou — tedy n,. znaci <

soucet Cetnosti v druhé Fadce, n., zna¢i soucet etnosti v prvnim s =
sloupci. & % i L
Tabulka byvéa doplnéna hodnotami procentuélnich (relativnich)

&etnosti. Castym pozadavkem je konstantni délka intervald tvoficich a, . M, My
tFidy. Soucet iy T, Py Py P =1

Stejné jako v pfipadé kvantitativnich znak ovéfujeme i zde existenci
vztahu testy vyznamnosti a hodnotime ho vhodnou mirou zavislosti.




Posuzovani zavislosti v kontingen  €nich tabulkach

Podminéné cetnosti uvnitf kontingencni tabulky maji podobny vyznam
jako body korela¢niho diagramu — jejich rozmisténi umoZriuje usuzovat
na charakter zavislosti tfidénych znakd.

Pro posouzeni nezavislosti obou znakt mizeme vedle pozorovanych
Cetnosti stanovit pro jednotliva pole také ocekavané (teoretické) cetnosti :

. _nn,
L

tedy jako soucin okrajovych Cetnosti prislusného rfadku a sloupce déleny
rozsahem souboru.

Pro kazdé pole kontingen¢ni tabulky existuje dvojice ¢etnosti - cetnost
pozorovanéa a Cetnost vypoctena.

Hypotéza nezavislosti
Ukazatel, ktery pro tabulku jako celek méfi rozdilnost pozorovanych a
vypoctenych ¢etnosti v jednotlivych polich tabulky se nazyva ¢tvercova
kontingence x?
12
XY= ii (ny _'nij )

i=1j=1 0]

Je to bezrozmérna hodnota a plati: XZ 20

Hodnoty nula nabyva pouze v pfipadé, Ze znaky v kontingenéni tabulce
jsou nezavislé.

Vypodtena hodnota x? se porovnava na zvolené hlading vyznamnosti
a's kritickou hodnotou x? rozdéleni pro (r-1)(s-1) stupfiti volnosti.

Hypotézu (HO) o nezavislosti dvou studovanych znakd zamitame, jestlize
vypodtena hodnota x“je vétsi nez tabulkova; pfipadné, kdyz ji pislusejici
p-hodnota je mensi nez zvolena hladina vyznamnosti.

Priklad analyzy zavislosti v tabulce r x s

Pro vybér 234 studentd zjiStujeme, zda existuje vztah mezi sportem, ktery
provozuji a sportovnimi pofady, které sleduiji v televizi.

Sestavime tabulku typu 4 x 4:

Oblibenost pri Oblibenost pfi sportovani Radkové
sledovani televize | hry [ atletika | gymnastika plavani soutty
hry 133 6 2 4 145
atletika 15 10 4 3 32
gymnastika 4 1 25 0 30
plavani 9 0 1 17 27
Sloupcové souéty | 161 17 32 24 234

Hypotéza nezavislosti Hy: Neexistuje vztah mezi provozovanym sportem a

sportem sledovanym v TV. 5

Vypoétena hodnota testovaciho kritéria X~ = 2733

Kriticka hodnota z tabulek pro p=0,05 a (4-1)x(4-1)=9 stupfit volnosti:
x?=169

Zavér: H, zamitame, existuje vyznamny vztah.

Testovani nezavislosti v tabulce 2 x 2

Zajem o statistiku Fadkové soucty
ano ne
chlapci a b ath
divky < d c+d
sloupcové souity a+c b+d n

2
Pro vypocet testovaciho kritéria X~ v tabulce 2 x 2 mizeme vyuzit
zjednodu$eny vzorec:

n(ad -bc)?
(ar B(cr d(a+ g(b+d)

X=

ProtoZe v 2x2 tabulce mizZeme uvazovat i smér poruchy nulové
hypotézy — proto musime rozhodnout, zda pouzijeme test jednostranny
¢i dvoustranny.

Kritické hodnoty jsou uvedeny v tabulce X'- rozdéleni o jednom stupni
volnosti.

Pfiklad analyzy zavislosti v tabulce 2 x 2

Zajem o statistiku Fadkové soucty
ano ne
chlapci 30 36 66
divky 11 63 74
sloupcové souity 41 99 140

Hypotéza nezavislosti Hy: Relativni ¢etnost studentd se zajmem o
statistiku Jle nezavisla na poh!aw. o L 14030c 63- 11x36)° _
Vypoétena hodnota testovaciho kritéria: X~ = T 41x99x66x74 1

Kriticka hodnota y%rozdéleni z tabulek pro a=0,05: 3,84

Zavér: H, zamitame, existuje vyznamny rozdil.

Z&jem u chlapcu: 30/66 = 0,45

Z&ajem u divek: 11/74 = 0,14

Chlapci maji zhruba 3x v étSi zajem o statistiku nez divky.
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