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VZORKOVANI
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DEFINICE

Vzorkovani je postup vybéru jednotlivych pozorovani, na jehoz
zakladé ziskavame informaci o vlastnostech sledované
skutecnosti ¢i jevu. Kazdé pozorovani muze obecné zahrnovat
vice vlastnosti (veék, diagndza onemocnéni, velikost napéti,
...), které mohou byt pouzity k identifikaci daneho jevu cCi jeho
casti.

Vzorkovanim rozumime postup vybéru urcité podmnoziny
(vzorku) dané mnoziny (veliCiny, populace, dat, materialu)
tak, aby vlastnosti vybraného vzorku (dostatecné) presne
reprezentovaly vlastnosti celé mnoziny (signalu, populace,
dat, materialu).

Vzorkovani je postup selekce jednotlivych pozorovani s cilem
ziskat urcitou znalost o dané populaci, zejména pro ucely
statistickeé inference.




o —

PRIKLADY

v volba frekvence a mista odbéru pro
r 7 \V/ VeV, V 7 7 (o)
hodnoceni urovne znecisteni vodnich toku;

v volba parametru digitalizace obrazu pro
jeho prenos ci archivaci;

v volba tématu a mnoziny respondentu pr
(o) (V. 7 YAAY ’
pruzkumu verejneho mineni;

v vybér vyrobku pFi vystupni kontrole kvality
vyroby;

v vybér pacientu pro odhad vyvoje daného
onemocneéni.




DEFINICE

Vzorkovanim dané veliciny (signalu) rozumime
¢innost, pri které z prub&hu urdité veli¢iny, ktera je
definovana na spojitém definicnim oboru, vybirame
hodnoty pouze v urcitych casovych okamzicich,
resp. pro urcité hodnoty prostorovych souradnic.

Hodnoty casovych Ci prostorovych souradnic mohou byt
rozmistény v definicnim prostoru obecné nerovnomeérneg,
z hlediska prace s daty je ale vyhodnéjsi, pokud jsou
soufadnice vzorku rozmistény rovhomérné (a v tom pripadé
Ize i teoreticky dovodit pravidlo pro maximalni vzdalenost
mezi kazdymi dvéma vzorky).

)




DISKRETNI SIGNAL - VZORKOVANI

x (t) = signal ve spojitém Case X ~ x(kT) = signal v diskrétnim &ase
>
spina¢ spina kratce
kazdych T sekund
s(t)
-t T Tt -
1 il
’f/ ‘-_' _h-‘.--"_-‘-“n
s(nT)

0 T 2T 3T 4T 5T 6T ... nT — -t




IDEALNI VZORKOVANI

Aby bylo mozné zjednodusit
W | analyzu vlivu vzorkovani na

" /\ vlastnosti vzorkované veliciny,

b)

je navzorkovana verze puvodni

; — f spojité veliciny s(t)
vyjadrovana ve tvaru

| : { s(t).s5(t), kde s5(t) je

" ‘ | periodicky sled jednotkovych

”’E

impulsu definovany jako

T 0 s T 1 2

ss(t)= > d(t-nT)

=—00

Z toho pro navzorkovanou
e H @ veli¢inu plati

s, (t) = s(t)5,(t) = s(t). 3.t -nT) =Y s(nT) 3t —nT)




VZORKOVACI TEOREM

s(t) — s(T,), s(T,), s(T3), ..., s(T,), --.
s(t) — s(T), s(2T), s(3T), ..., s(nT), ...

s(t)
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VZORKOVACI TEOREM

intuitivni (?) zddvodnéni minimalni vzorkovaci

frekvence

x(t) A —-
T \ T/2 /
0 ' :




VZORKOVACI TEOREM

£ F (o) Vzorkovaci frekvence:
P fs >2B = 1:N’

\/ =5t —=-  kde B je maximalni kmito&et
(@ (b) ve vzorkovaneé velic¢iné

N
o Nyquistlv, (Shannonuy,

" 2
A_’ﬂ\,:;he O

, |
P }.E e
s

’L Kotelnikovuv) kmitoCet
AT
{[ . T = 1/, = 1/2B
m— ~ Nyquistav interval (perioda),
\l l S “: vzorkovaci interval (perioda)
@ } o




VZORKOVACI TEOREM




VZORKOVACI TEOREM

SLOZKY SPEXTRA DISKRETIZOVAMEWD SIGNALL

NP

prekryvani spekter - aliasing

-y




HARMONICKA POSLOUPNOST

x(nT, )= A.cos(2Tf nT,, +d,) = A.cos| Z’I:lfvz +,)= A.cos(zl’:l—” +,),

vZ

kdyz T = NT,, a tedy f = 1/NT,, nebo

2T n

x(nT. )=A.ex
(nT,,) p( N

+0o).

Komplexni exponenciala samozrejme rovnez reprezentuje
periodickou velicinu, protoze plati

2n(k+N) _ ]2TK

X[(k + N)TVZ] = exp N =exp N .exp(j21),

kdy exp(21j) = cos(2m) + j.sin(2m) =1+ j0 =1

I Wy



HARMONICKA FUNKCE A VZORKOVANI

%ﬁ%ﬁ% ..M----m||muxﬁufﬁﬁmmum;
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REKONSTRUKCE $POJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI

Pfedpokladejme, Ze puvodni spojitd funkce x,(t) méla frekvené-

ne omezené spektrum X,(f), tj. plati pro ni

% ()= (XD f<f,/2
N0 >, 12

kde je X(f) frekvencni spektrum dané posloupnosti. Protoze
vime, ze spektrum navzorkovanée posloupnosti je periodické
s periodou danou vzorkovaci frekvenci, zajima nas pouze jeji

jedna (prvni) perioda, pro kterou v rozsahu frekvenci |f|< f,,/2

plati . |
X, (f)=X(f)=T, > x(nT,)e™™"




REKONSTRUKCE $POJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI

Potom pro puvodni funkci x,(t) je

f,, /2 f,, /2 o
Xa(t) = jxa (f)_ejznftdf — j {TVZ ZX(nTvz)-e_jznfnTvz }_ejznﬂdf —
—f,, /2 —f,, /2 n=-co
o f,, /2
=T, > x(nT,,). [eF™Tdf =

~,, 12

1
edx =—e¥ +C
a

eI 2MtNT ) A, 12 _ g mi2m(t=nT, ), /2

=L SxnT,) | .
f pr(t-nT,)

= 3 x(nT,, ).Si[n(t —nTVZ)._I_lj

vZ

tj. puvodni funkce je ddna nekonednym soucétem vzorkovacich

funkci, které prochazeji kazdou hodnotou x,(t) z nekonecneho
v (o) Vs .

poctu vzorku navzorkovane posloupnosti.

Ty




REKONSTRUKCE SPOJITE FUNKCE
Z NAVZORKOVANE POSLOUPNOSTI
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ROZKLAD DISKRETNICH POSLOUPNOSTI NA
DILCi HARMONICKE SLOZKY
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HARMONICKA ANALYZA DISKRETNICH
POSLOUPNOSTI

v diskrétni Fourierova rada

v Fourierova transformace s diskrétnim casem

v diskrétni Fourierova transformace
v rychla Fourierova transformace

-y




ROZKLAD DISKRETNIHO PERIODICKEHO
SIGNALU

v spojity signal — opakovani

Fourierova rada (v komplexnim tvaru)

f(ty= > c,e™ Q=2m/T
kde ¢, jsou komplexni Fourierovy koeficienty
o = [ f(t).e gt
T J—T/Z '

() — uhlovy kmitoCet zakladni harmonicke slozky (zakladni
harmonicka);

-y
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FOURIEROVA RADA
PRO DISKRETNI SIGNALY

v necht x(kT,,) je periodicky signal s periodou NT,;
pak x(kT,,) lze rozlozit pomoci komplexni
exponencialni Fourierovy rady

j2T[nk

x(KT,,) = Zc .exp k=0+1+2,...

kde




FOURIEROVA RADA

DUKAZ

v zmenme index sumace ve vztahu pro vypocet koeficientu c,

N-1
c,= % > x(mT,,).exp(=2jtmn/N)
m=0

N-1 N-1 N-1
x(kT,,) =D _c,.exp(2jrnk /N) = ljl( x(mT,,).exp(—
n=0 n=0 m=0
1 N-1 N-1
=N D x(mT,,).>_exp[2jm(k —m)/N
m=0 n=0

2jT[mn/N)j. exp(2jmnk /N) =

]

P 1Y)




DUKAZ

potom

N-1
prok =m je > exp[2jmn(k —m)/N] =N
n=0

1-exp|

FOURIEROVA RADA

N-1
prok #m je > exp[2jm(k —m)/N] =
n=0

N-1

S5

1-exp

(soucet N ¢lend geometrické posloupnosti .

‘ x(KT. ) |: %Nz:ix(mTvz )" expl2jm(k —m)/!

2jiN(k =m)/N] _
2jT(k —m)/N]

1 —qg" )
q

_ ] _
= XKT, )N = |X(KT,,)

c.b.d.




FOURIEROVA RADA
PRIKLAD

X(kT,,) = A.cos(21k/N) je periodicka funkce s periodou N

2K A 2jTK 2jTK
A.cos =—.|exp +exp| ————
N 2 N N
Nyni, protoze

2iTk(N-1) __ 2jTkN (ertkj_ (ertkj_
exp N = exp .eXp| — = exp| — ;

A.cos 2Tk = A. exp 2ITK + exp 2N~ 1K
N 2 N N

_A _A _ . y
a, =—, ay =5 a, =0 pro vsechna jinan

-y




FOURIEROVA RADA
PRIKLAD

Cn
%—— Q Q
% o o o o
BT 17 2 . N-1 — n
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FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

v necht x(kT,,) je casové omezeny signal s
diskrétnim casem s x(kT,,)=0 pro vsechna
cela k>N, a k<-N,, kde N, je celoCiselna
konstanta.

X(KT),

BSURO  111 TR T

-N, 0 Ny —— KT,

-y



FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

dale, necht pro kladné sudé celé cislo N>2N,
oznacime Xy(kT,,) periodicky signal s
periodou NT, ktery je x(kT,,) pro k = -N/2,
-(N/2)+1, .., -1, 0,1, ..., (N/2)-1.

z definice Xy(kT,) mame x(kT ) = Lim Xy (KT, )

X(KT),

SOV 1111 [ [T o

~Ny 0 Ny —— KT,
X(KT,)

Attt bl

—Nj 0 Ny — kT,




FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM

CASEM - DTFT

v protoze X\ (kT,) je periodicka funkce s
periodou NT,,, ma Fourierovu radu

N-1

Xy(KT,,) =D c,.exp
n=0

kde

2iTnk

1 (N72)-1

C,=— > ')?N(kTVZ).exp(—ZJTNd(nj, n=01...,N-1

k=—N/2

Ty




FOURIEROVA TRANSFORMACE S DISKRETNIM
CASEM - DTFT

v Z definice X\ (kT,,) vyplyva, Ze lze posledni
uvedenou rovnici prepsat do tvaru

1 & 2jTknT
c. =— » xX(kT. ).exp| — 21 n=01...,N-1
= ST e - T
a potom

X(w) = > x(kT,,).exp(-jkwT,,), w=2m/NT,,
K=—00

kde w je pro N—w spojita (nediskrétni)
velicina.

Ty
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DISKRETNI FOURIEROVA TRANSFORMACE - DFT

v aby bylo mozné pocitat s frekvencnim spektrem
na pocitaci, je treba spektralni funkci
diskretizovat;

v predpokladejme, ze diskrétni velicina x(nT,,)=0
pron < 0 an = N-1, pak DFT je definovana
vztahem

it | N-1 2 N-1 |
X(kQ) = ZX(nTvz )_e—JanT :Z X(nTvz Tz X ).e—JZlen/N
=0 -0

=0

-

X(K) = Nz_ix(n).e"j“k”’N

n=0

Y




ZPETNA DISKRETNI FT — DFT-1

N . N-1 |
x(nT,,) = %Z X(kQ).e"m=? :%Z X(kQ).e/2*n/N
k=0 k=0

N-1
X(n) — 1 Z X(k).ejZT[kn/N
N

-y




N-—1

n=0

X(n

1

INVERZIBILITA DFT

DFT" {(DTT (X)} = x

1 N1 | N-1 |
)_ X(kQ).eJmTVZkQ : X —JanTVZ _eJmTvsz —
k 0 n=
j(m-n)kQT,, _—
o pro m=n je Z e =N
Jim=n vz —
T.) ) e = N1 war 11 - gllmnar,
= j(m-n) —
pro m#nje > e =2
k=0 n=0 e

= Nx(mTVZ )N =x(mT,,) Q =21/NT,

=0

-y




DFT

w, = 20
= 41UNT,,

| 270wy

1

NTyz ! —=t

RRORAG

N\ N/

J o\J

LT

—=
I f3(t)

IIIIIIII

e

i NTy5

[f,(t) (1) F3(t)] + 1,
Ty Ty

Fi(w)*F(w) :T : NTyz
-(JJ-I (JJ-I —= W

0 wy —= W

e —== (J
Q= 27/NTy2

Fa(w) |

LI

[Fi(w)=F(w)*F(w)]- Fy(w)

-NQ+w, -wy Wy NQ-w; NQ+w,

E]IIIIIILI'II

_:|._m




DFT

w, = 2,5Q
= S1UNT,,

—i-c—:l-—

27w,

AWAWI

R0

\ WA

!\J!_U

oJ |U
1 ()

1

0

—=1

NTyz

A

P () -F,(1)

\WA

—=

Y

LLLLLL

oS

RENY

—=1

_ﬂlqj[

|
%—-I—'-&
T\I"Z

EFORAC

i NTy2

DIIIIIIII

f3(t)

Fi{w) T
—U:J-I D (JJ-I —= W

Fy(w)

{j NTy=
e — W
Fiw)<Fy(w) | Q= 27/ NTy2

—= W

Fy(w) 1
-NGC2 0 N2
—= W

Fi{w)* F(w)*F(w) 1

—NQ—NQ'F(JJ-] -0y 0 Wy NQ—(JJ-INQ

Fa(w) |
E]IIIIIII%I'II

LT
[Fy(e)* Fy(@)* Fy(e)]- Fu(w) |

| fl\_/‘\ f‘\u/‘\ -

-NQ NQ
— W




RYCHLA FOURIEROVA TRANSFORMACE - FFT

N—1 | N—1
X(kQ) =" x(nT,,).e ™™= =" x(nT,, )(cos(kQnT,,) - jsin(kQnT,,))
n=0

0

-]
1

X(k) = 3 x(n).e 2N = Ex(n).(cos(ann/N)— jsin(2Tkn/N))

S5
o

v hodnoty funkci cos a sin se ~
bouzivaji z tabulek pro Ctvrtinu ]foo—— ——Ogo
. . | O—— ——OFy
periody; (o N op
= zrychleni vypocetniho algoritmt P o ° E
se dosdhne vyuZitim dfive_ ho— N=8 L _oF
vypocitanych mezivysledku, fg O—— *ﬂgs
resp. vynechanim zbytecnych 7€ o

i, vypoctu - napr. nasobeni nulou;



RYCHLA FOURIEROVA TRANSFORMACE - FFT

FFT - (Cooley, Tukey - 1965, ale pred nimi
jiz i mnozi dalsi od 1903)

rozklad v casove oblasti;
rozklad ve frekvencni oblasti

jednotka pracnosti P - jedno komplexni
nasobeni a secitani

pracnost vypoctu jednoho vzorku spektra -
N.P

pracnost celé transformace — N.N.P = N2.P




FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

¥ vstupni posloupnost o sudem poctu vzorku
rozdélime na dve dilCi posloupnosti

{g.} = {X5;} - sudé prvky puvodni posloupnosti,

{h;} = {X5i,1} - liché prvky puvodni
posloupnosti,

i=0,1,..., N/2-1

predpoklddédme, Ze kazda z posloupnosti (puvodni
i obé dilci), maji svou DFT

X
5

Xo X, ., X4

X1 X3

X15
|| ,‘l l||‘||

gg ho g1 h1 gz hz Jd, I I g, h,

S e
(e

1BA W



FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

N/2-1 _J2mk  N/2-1 jamik
Gk)= > g.e V2 =% ge N
=0 =0 _
N/2-1 j2nk  N/2-1 _j4mk K D<O’N/2 1>

k)‘ZheN’Z-Zhe N

-y




FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

| j21ik
N-1 _JeTiK _j2_T[0k —j2—n1k —j2—n2k —J'Z—T[(N‘ﬂk

X(k)=> xe N =x,e N +xe N +x,e N+ +xy e N =

N/2-1 _j2m2ik _j2m2i+1)k
= ge N +h.e N =

N/2-1 _J2m2ik _j2m2ik 21K _j2mk
= Z[gi.e N +he N e N J=G(k‘)+e N H(K'") k'=kmod(N/2)




FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

j27k

X(k)=G(k')+e N H(K') k'=kmod(N/2)

v vysledna pracnost bude souctem pracnosti

vypoctu spekter obou posloupnosti
2.(N/2)2.P+N.P
tzn. usporeni pracnosti témer na polovinu;

7 je-li N/2 opét sudé, muze se v déleni
pokracovat - celkove je vyhodng, je-li N =
2m

Ty



FFT

ROZKLAD V CASOVE OBLASTI
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FFT

ROZKLAD V CASOVE OBLASTI
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FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

v kazdy uzel v grafu predstavuje jedno
Komplexni nasobeni a soucet

v N uzlt ve vrstvé; celkem m vrstev m=log,N
v celkova pracnost:
P.N.m = P.N.log,N

to predstavuje pri N=8 usporu 60%, pri
N=1024 ji? témé&F 99% a pii N=131072=217
dokonce 99,99%

)




FFT
ROZKLAD V CASOVE OBLASTI

v vystup je usporadan prirozene; vstup je v
bitove inverznim poradi;

v opakujici se struktury , motylku™
obsahujicich 4 uzly a 4 hrany

)




