
1 Extrémy funkcí dvou prom¥nných

Na²e znalosti získané p°i hledání extrém· funkcí jedné prom¥nné roz²í°íme o dal²í dimenzi na
funkce dvou prom¥nných. Lokální extrémy funkcí více prom¥nných jsou de�novány analogicky
extrém·m funkcí jedné prom¥nné. Tak jako jsme p°i hledání podez°elých bod· u funkcí jedné
prom¥nné uºívali první derivaci funkce, budeme v tomto p°ípad¥ uºívat analogické parciální deri-
vace podle jednotlivých prom¥nných. A stejn¥ jako d°íve, vyuºijeme pravidla, ºe ve stacionárních
(podez°elých) bodech jsou parciální derivace funkce rovny 0. Pro rozhodování je-li funkce ve svém
maximu, nebo minimu, vyuºijeme vlastností druhých derivací funkce. Pro funkci dvou prom¥nných
existují 4 parciální derivace druhého °ádu, z toho dv¥ jsou identické. Uspo°ádáním t¥chto derivací
do matice získáme tzv. Hessovu matici funkce a její determinant nazýváme Hessiánem. Je-li
Hessián v podez°elém bod¥ kladný, má vy²et°ovaná funkce extrém. Je-li záporný v podez°elém
bod¥ daná funkce extrém nemá. V p°ípad¥, ºe je v podez°elém bod¥ Hessián rovný 0, neumíme
rozhodnout nachází-li se v bod¥ lokální extrém nebo ne. O tom, je-li extrém maximum nebo mi-
nimum rozhoduje znaménko druhé derivace funkce podle prom¥nné x v podez°elém bod¥. Je-li
kladná, má zde funkce minimum, je-li záporná jedná se o maximum.

Hessova matice má pro funkci dvou prom¥nných má tvar:

�
� zxx zxy

zyx zyy

�


Determinant p°íslu²né Hessovy matice - Hessián - má tvar:

zxx � zyy � zxy � zyx � zxx � zyy � pzxyq
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Nyní si ukáºeme postup p°i hledání extrém· funkce dvou prom¥nných v praxi.

1.1 �e²ené p°íklady

P°íklad 1. Vy²et°ete lokální extrémy funkce z � x3 � 3xy2 � 15x� 12y � 5.

�e²ení. Vy²et°ovaná funkce je de�novaná na celém R2. Nejprve ur£íme první derivace funkce podle
jednotlivých prom¥nných. P°i derivování hledíme na druhou prom¥nnou jako na konstantu.

zx �
dz

dx
� 3x2 � 3y2 � 15� 0� 0 � 3x2 � 3y2 � 15

zy �
dz

dy
� 0� 6xy � 0� 12� 0 � 6xy � 12

Ob¥ parciální derivace poloºíme rovny 0 a vy°e²íme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých.

3x2 � 3y2 � 15 � 0

6xy � 12 � 0

Z druhé rovnice vyplývá, ºe y � 2
x a dosazením do první rovnice dostaneme rovnici:

x4 � 5x2 � 4 � px2 � 1qpx2 � 4q � 0

Tato rovnice má £ty°i ko°eny x1 � �1, x2 � 1, x3 � �2, x4 � 2. Dosazením do druhé rovnice
vypo£ítáme odpovídající hodnoty prom¥nné y. Tedy y1 � �2, y2 � 2, y3 � �1 a y4 � 1. Máme
zde tedy £ty°i podez°elé body se sou°adnicemi: A[-1;-2], B[1;2], C[-2;-1] a D[2;1].
Nyní ur£íme druhé parciální derivace:

zxx �
d2z

dx2
� 6x
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zyy �
d2z

dy2
� 6x

zxy �
d2z

dxdy
� 6y

zyx �
d2z

dydx
� 6y

Parciální derivace zxy a zyx jsou vºdy stejné, tento fakt nám m·ºe slouºit jako kontrola správnosti
výpo£t· derivací.

Hessova matice má tedy tvar: �
� 6x 6y

6y 6x

�


Determinant Hessovy matice - Hessián má tvar 36x2 � 36y2. Dosazením sou°adnic podez°elých
bod· do Hasiánu ov¥°íme, jedná-li se o lokální extrémy. Pro bod A[-1;-2] je Hessián roven -108.
Zde tedy podle de�nice nemá vy²et°ovaná funkce extrém.
Pro bod B[1;2] je Hessián roven op¥t -108. Ani zde nemá vy²et°ovaná funkce extrém.
Dosazením sou°adnic bodu C[-2;-1] získáme hodnotu Hessiánu rovnu 108. V tomto bod¥ se tedy
nachází extrém zxx � �12 jedná se tedy o maximum. Dosazením sou°adnic bodu D[2;1] získáme
hodnotu Hessiánu rovnu 108. V tomto bod¥ se tedy nachází extrém zxx � 12 jedná se tedy o
minimum.

Graf funkce je znázorn¥n na následujícím obrázku.

Obrázek 1: Graf funkce z � x3 � 3xy2 � 15x� 12y � 5 s vyzna£eným minimem v bod¥ Dr2; 1s a
maximem v bod¥ Cr�2;�1s

P°íklad 2. Nalezn¥te lokální extrémy funkce z � x3 � y3 � 3xy � 6

�e²ení. První parciální derivace:
zx � 3x2 � 3y
zy � 3y2 � 3x
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Ob¥ derivace poloºíme rovny 0 a vypo£ítáme sou°adnice podez°elých bod·:

3x2 � 3y � 0

3y2 � 3x � 0

x2 � y

y2 � x

y4 � y

ypy3 � 1q � 0

y1 � 0 , y2 � 1

x1 � 0 , x2 � 1

Nyní ur£íme druhé derivace:
zxx � 6x
zxy � �3
zyx � �3
zyy � 6y
Hessián má tedy tvar: 6x � 6y � p�3q2

Po dosazení sou°adnic bod· A[0;0] a B[1;1] získáme hodnotu Hessiánu -9 pro bod A a 25 pro bod
B. Je tedy z°ejmé, ºe v bod¥ A není extrém, ale v bod¥ B ano. Podle hodnoty zxx, v bod¥ B je
rovna 6, je zde minimum.

Graf funkce je znázorn¥n na následujícím obrázku.

Obrázek 2: Graf funkce z � x3 � y3 � 3xy � 6 s vyzna£eným minimem v bod¥ Br1; 1s

P°íklad 3. Ur£ete lokální extrémy funkce z � x3 � 3x2 � 4xy � y2

�e²ení. První parciální derivace:
zx � 3x2 � 6x� 4y
zy � 4x� 2y
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3x2 � 6x� 4y � 0

4x� 2y � 0

3x2 � 6x� 4y � 0

2x� y � 0

y � �2x

3x2 � 6x� 8x � 0

3x2 � 2x � 0

xp3x� 2q � 0

x1 � 0 , x2 �
2

3

y1 � 0 , y2 � �
4

3

Druhé derivace jsou:
zxx � 6x� 6
zxy � 4
zyx � 4
zyy � 2
Hessián má tedy tvar 12x � 12 � 16 � 12x � 4. Dosazením sou°adnic dostáváme pro bod Ar0; 0s
hodnotu -4 a pro bod Br 23 ;�

4
3 s hodnotu 4. V bod¥ A tedy nemá zadaná funkce extrém. V bod¥

B se extrém nachází a jedná se o minimum (hodnota zxx je rovna 10).
Graf funkce je znázorn¥n na následujícím obrázku.

Obrázek 3: Graf funkce z � x3 � 3x2 � 4xy � y2 s vyzna£eným minimem v bod¥ Br 2
3
;� 4

3
s

P°íklad 4. Ur£ete lokální extrémy funkce z � 2x3 � xy2 � 5x2 � y2

�e²ení. První derivace:
zx � 6x2 � y2 � 10x
zy � 2xy � 2y
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6x2 � y2 � 10x � 0

2xy � 2y � 0

2ypx� 1q � 0

y � 0 , x � �1

Pro y � 0:

6x2 � 10x � 0

3x2 � 5x � 0

xp3x� 5q � 0

x1 � 0 , x2 � �
5

3

Pro x � �1:

6� y2 � 10 � 0

y2 � 4

y1 � 2 , y2 � �2

Získali jsme tedy 4 body se sou°adnicemi: Ar0; 0s, Br� 5
3 ; 0s, Cr�1; 2s a Dr�1;�2s.

Druhé derivace funkce jsou:
zxx � 12x� 10
zxy � 2y
zyx � 2y
zyy � 2x� 2
Hessián má tedy tvar: p12x�10qp2x�2q�4y2. Dosazením sou°adnic podez°elých bod· dostáváme
následující hodnoty: pro A je Hessián 20, pro B 40

3 , pro C a pro D je -16. V bodech C a D tedy
není extrém. V bod¥ A je minimum, protoºe zde je hodnota zxx 10, v bod¥ B je maximum, protoºe
zde je hodnota zxx -10.

Graf funkce je znázorn¥n na následujícím obrázku.

1.2 P°íklady na procvi£ení

Ur£ete lokální extrémy funkce:

1. z � x2 � y2 � 2x� 4y � 12

2. z � x2y2 � x2 � y2

3. z � p3x� x3qpy2 � 1q

4. z � xyp4� x� yq

Výsledky:

1. z � x2 � y2 � 2x� 4y � 12

(a) zx � 2x� 2
zy � 2y � 4
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Obrázek 4: Graf funkce z � 2x3�xy2�5x2�y2s vyzna£eným minimem v bod¥ Ar0; 0s a maximem

v bod¥ Br� 5
3
; 0

(b) Podez°elý bod je A[1;2]

(c) zxx � 2
zxy � 0
zyx � 0
zyy � 2

(d) Hessián má tvar: 2 � 2� 0.

(e) bod A[1;2] je lokální minimum.

2. z � x2y2 � x2 � y2

(a) zx � 2xy2 � 2x
zy � 2yx2 � 2y

(b) Podez°elé body: A[0;0], B[1;1], C[1;-1], D[-1;1], E[-1;-1]

(c) zxx � 2y2 � 2
zxy � 4xy
zyx � 4xy
zyy � 2x2 � 2

(d) Hessián má tvar: p2y2 � 2qp2x2 � 2q � 16x2y2.

(e) Lokální maximum v bod¥ A[0;0].

3. z � p3x� x3qpy2 � 1q

(a) zx � p3� 3x2qpy2 � 1q
zy � 2yp3x� x3q

(b) Podez°elé body: A[1;0], B[-1;0]

(c) zxx � �6xpy2 � 1q
zxy � 2yp3� 3x2q
zyx � 2yp3� 3x2q
zyy � 2p3x� x3q

(d) Hessián: p6xpy2 � 1qqp2p3x� x3qq � p2p3x� x3qq2

(e) Extrém není v ºádném bod¥.

4. z � xyp4� x� yq
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(a) zx � yp4� x� yq � xy
zy � xp4� x� yq � xy

(b) Podez°elé body: Ar0; 4s, Br4; 0s, Cr0; 0s, Dr 43 ;
4
3 s.

(c) zxx � �2y
zxy � 4� 2y � 2x
zyx � 4� 2y � 2x
zyy � �2x

(d) Hessián: 4xy � p4� 2y � 2xq2

(e) Lokální minimum v bod¥ Dr 43 ;
4
3 s.
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