
Diferenciální rovnice se separovanými prom¥nnými
Doposud jsme jsme °e²ili rovnice typu fpxq � 0, kde fpxq je n¥jaká funkce jedné prom¥nné.

�e²ením této rovnice bylo reálné £íslo α, p°ípadn¥ mnoºina £ísel, které danou funkci spl¬ují.
Nyní se podíváme na trochu jiný typ rovnic. Tyto rovnice jsem potkávali uº d°íve, hlavn¥ ve

fyzice, ale v¥t²inou jsme vid¥li aº jejich konkrétní °e²ení. �e²ením diferenciální rovnice není £íslo,
ale funkce. Problém si m·ºeme demonstrovat na následovn¥: Pokusme se najít takovou funkci,
aby její derivace byla rovna dvojnásobku její funk£ní hodnoty v kaºdém bod¥, kde je de�novaná.
Tento problém si nejd°íve zapí²eme matematicky.

y1pxq � 2ypxq

nebo zkrácen¥:
y1 � 2y

M·ºeme tedy °íci, ºe diferenciální rovnice je vztah mezi hledanou funkcí a jejími

derivacemi.
Jak tedy budeme danou rovnici °e²it? V tomto kurzu se nau£íme °e²it ty nejjednodu²²í typy

diferenciálních rovnic a to rovnice se separovanými prom¥nnými. Jak uº vyplývá z názvu, budeme
p°i °e²ení odd¥lovat jednotlivé prom¥nné a po té budeme ob¥ strany rovnice integrovat. Vyuºijeme
tedy p°edchozích znalostí z integrování funkce jedné prom¥nné. Jak uº víme z integrálního po£tu
funkce jedné prom¥nné existuje nekone£n¥ mnoho °e²ení p°i hledání primitivní funkce, která se li²í
o tzv. integra£ní konstantu. Tento jev se projeví i p°i °e²ení diferenciálních rovnic. Pokud existuje
n¥jaké °e²ení diferenciální rovnice, existují i dal²í °e²ení, která se li²í o n¥jakou konstantu. Zde tedy
hovo°íme o obecném °e²ení diferenciální rovnice. Pokud ale máme na po£átku zadané n¥jaké
omezující podmínky, v¥t²inou nalezneme pouze jedno °e²ení, které je spl¬uje a v tomto p°ípad¥
mluvíme o partikulárním °e²ení diferenciální rovnice, které spl¬uje zadané podmínky. Zde
nalezneme konkrétní hodnotu konstanty kterou se li²í obecná °e²ení.

Podívejme se tedy na na²i diferenciální rovnici. Je²t¥ si uv¥domme, ºe derivaci funkce y1 lze
zapsat pomocí diferenciálu závislé a nezávislé prom¥nné y a x, tedy dy

dx . Tento zápis budeme
pouºívat p°i °e²ení diferenciálních rovnic.

�e²ení.
y1 � 2y

dy

dx
� 2y

dy

y
� 2dx

Ob¥ strany rovnice integrujeme: »
dy

y
�

»
2dx

ln y � 2x� c

Ve výsledku máme ln y, který p°evedeme odlogaritmováním na:

y � e2x�c

y � ec � e2x

kde konstantu ec lze zapsat jako K.
Obecným °e²ením zadané diferenciální rovnice je tedy:

y � K � e2x

kde K je libovolné reálné £íslo. Rovnice má tedy nekone£n¥ mnoho °e²ení.
�e²ení diferenciální rovnice lze znázornit gra�cky:
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Obrázek 1: Gra�cké °e²ení diferenciální rovnice y1
� 2y.

0.1 �e²ené p°íklady

P°íklad 1. Nalezn¥te obecné °e²ení diferenciální rovnice y1 � 2x a partikulární °e²ení spl¬ující
podmínku pro x � 2 je y � 1.

�e²ení.

y1 � 2x

dy

dx
� 2x

dy � 2xdx»
dy �

»
2xdx

y � 2 �
x2

2
� c

Obecné °e²ení je tedy zadané rovnice je: y � 2 � x2

2 � c.
Nyní nalezneme partikulární °e²ení dosazením za prom¥nné x � 2 a y � 1 a vypo£ítáme konstantu
c.

1 � 4� c

tedy c � �3. Partikulární °e²ení má tvar: y � x2 � 3.

P°íklad 2. Nalezn¥te obecné °e²ení diferenciální rovnice yy1 � 1�2x
y a partikulární °e²ení pro

yp0q � 1. (Tedy pro x � 0 je y � 1).
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�e²ení.

y
dy

dx
�

1� 2x

y

y2dy � 1� 2xdx»
y2dy �

»
p1� 2xqdx

y3

3
� x� 2

x2

2
� c

y3

3
� x� x2 � c

y3 � 3x� 3x2 � 3c

konstantu 3c lze zapsat jako konstantu k, pro kterou platí k � 3c

y3 � 3x� 3x2 � k

Obecné °e²ení zadané diferenciální rovnice y3 � 3x� 3x2 � k.
Partikulární °e²ení rovnice nalezneme dosazením za x a y a vypo£tením konstanty k. Tedy:

1 � 3 � 0� 3 � 02 � k

1 � k

Partikulární °e²ení má tedy tvar: y3 � 3x� 32 � 1.

P°íklad 3. Nalezn¥te obecné °e²ení diferenciální rovnice xyy1 � 1� x2 a její partikulární °e²ení
yp1q � 2.

�e²ení.

xy
dy

dx
� 1� x2

ydy �
1� x2

x
dx

ydy � p
1

x
� xqdx»

ydy �

»
p
1

x
� xqdx

y2

2
� ln |x| �

x2

2
� c

y2 � 2 ln |x| � x2 � 2c

Zde m·ºeme zavést novou konstantu k � 2c.
Obecné °e²ení má tedy tvar: y2 � 2 ln |x| � x2 � k.
Partikulární °e²ení je následující:

22 � 2 ln |1| � 12 � k

4 � 2 ln 1� 1� k

4 � 2 � 0� 1� k

5 � k

Partikulární °e²ení má tedy tvar: y2 � 2 ln |x| � x2 � 5.
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P°íklad 4. Nalezn¥te obecné °e²ení diferenciální rovnice x
1�y�

y
1�xy

1 � 0 a její partikulární °e²ení
yp0q � 1.

�e²ení.
x

1� y
�

y

1� x
y1 � 0

x

1� y
�

y

1� x
y1

xp1� xqdx � yp1� yqdy»
px� x2qdx �

»
py � y2qdy

x2

2
�
x3

3
�

y2

2
�
y3

3
� c

3x2 � 2x3 � 3y2 � 2y3 � 6c

3x2 � 2x3 � 3y2 � 2y3 � k

kde k � 6c. Obecné °e²ení zadané diferenciální rovnice je tedy: 3x2 � 2x3 � 3y2 � 2y3 � k.
Partikulární °e²ení získáme dosazením za x a y a vypo£ítáním konstanty k.

3x2 � 2x3 � 3y2 � 2y3 � k

3 � 02 � 2 � 03 � 3 � 12 � 2 � 13 � k

0 � 3� 2� k

�5 � k

Partikulární °e²ení rovnice má tvar: 3x2 � 2x3 � 3y2 � 2y3 � 5.

0.1.1 P°íklady na procvi£ení:

Nalezn¥te obecné °e²ení diferenciálních rovnic:

1. y1 � 2x
y�x2y

2. y1 � px� 1qpy � 1q

3. y1 � x�1
y�1 a partikulární °e²ení spl¬ující podmínku yp1q � 4.

4. y1 � 1� x� y2 � xy2 a partikulární °e²ení spl¬ující podmínku yp1q � 2.

5. y1 � �x
y

6. xy1 � y2 a partikulární °e²ení spl¬ující podmínku ypeq � 2.

Výsledky:

1. y2 � 2 lnp1� x2q � c

2. y � kexpx�1q � 1

3. Obecné °e²ení: ypy � 2q � xpx� 2q � c, partikulární °e²ení: ypy � 2q � xpx� 2q � 8

4. Obecné °e²ení: arctan y � x2 � 2x� c, partikulární °e²ení: arctan y � x2 � 2x� 1� arctan 2.

5. x2 � y2 � c2

6. 1
y � � ln |x| � c, partikulární °e²ení: 1

y � � ln |x| � 3
2 .
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