1 Limita a spojitost funkce

1.1 Limita funkce

Limita funkce je lokalni vlastnost funkce, ktera popisuje chovani (hodnoty) funkce v ryzim okoli
boduﬂ v némz limitu zkoumame. Je tedy jasné, ze limita sice muze, ale rovnéz nemusi nabyvat
funkéni hodnoty funkce v bodé, ve kterém limitu vySetfujeme. MuZe nastat dokonce piipad, Ze
funkce mé limitu v bodé ve kterém neni definovana.

Intuitivni zavedeni limity ve vlastnim bodé zo (tedy takovém zp € R) ukazuje Obrazek
Podobné lze intuitivné porozumét limité funkce v nevlastnim bodé zy = +o0, jak je znazornéno
na Obrazku

o X0 — ) ’\30 X0 + §

0 ,\‘()'—8 /\"0 X()+5

OBRAZEK 1: Grafické znazornéni limit ve vlastnim bodé zg. Vlevo mé limita ve vlatnim bodé x(
hodnotu L € R, jedné se tedy o tzv. vlastni limitu. Vpravo je znézornéna limita ve vlastnim bodé
funkce, kde mé v8ak hodnotu 00, jedna se o tzv. nevlastni limitu.

OBRAZEK 2: Grafické zndzornéni limit v nevlastnim bod& zg. Vlevo m4 limita v nevlatnim bodé
hodnotu L € R, jedna se tedy o tzv. vlastni limitu. Vpravo je znézornéna limita v nevlastnim bodé
funkce, kde mé hodnotu 00, jedna se o tzv. nevlastni limitu.

iRyzi okoli bodu je takové okoli bodu, které nezahrnuje piimo tento bod.



Pokud mé funkce f(z) v okoli bodu z( limitu rovnu L, zapisujeme:

lim f(z) =1L (1)
T T
Z definice limity vSak vyplyvéa, Ze funkce se musi nabyvat v celém okoli bodu ¢ hodnot okolo
L a to jak v okoli levém (takovém, kde je & < x¢) i pravém (tj. pro hodnoty x > zg). Pro takova
okoli bodi se pak definuji jednostranné limity zprava a zleva .

lim f(x) = L (2)
lim f(@)= L (3)

Limita v bodé zg pak existuje pouze tehdy, je-li v bodé xg limita zprava a zleva stejné.

1.2 Spojitost funkce

S pojmem limity se pomérné tzce poji i pojem spojitosti funkce. Spojitost funkce je moZné
samoziejmé chapat zcela intuitivné. Matematicky se vSak definice spojitosti opird o tvrzeni, Ze
funkee f(x) je spojita v bodé xo tehdy, pokud je

lim f(z) = f(o) (4)

T—To

Podobné jako u limity je moZné definovat funkci spojitou zprava a zleva.

Rovnéz je pomérné ziejmé, ze funkce je spojitd na daném intervalu, pokud je spojita v kazdém
bodé tohoto intervalu podle kritéria .
1.3 Vypocty limit funkci

Pro vypocty limit budeme vyuzivat jednoduché pocetni operace, které plati pro limity. Jsou jimi
zejména pravidla pro séitani, odecitani, ndsobeni a déleni limit a limita absolutni hodnoty funkce.
Oznacme si pro jednoduchost limg_,4, f(z) = F alim,_,,, g(x) = G, pak plati nasledujici vztahy:

T (/) £ 9() = F £ ®)
Jim (f(z)-g(z)) = F-G (6)

fla) _F
ILIIIlog(x)_G pokud G # 0 (7)
Jim 15| = |F ®)

P1i vypoctech limit miZzeme narazit na nékolik typi pfipadi. Dle toho, o jaky piipad limity se
jedné pak vyuzijeme dany postup. Nasleduje piehled téchto pripadi s komentovanym feSenim.



Nejjednodussim piipadem je limita funkce ve vlastnim bodé&, ve kterém je dana spojita
funkce definovana. V takovém piipadé je vypocet limity omezen na vypocet funkéni hodnoty
funkce v tomto bodé.

Piiklad 1. Vypocitejme limitu
oa?—322 -1
lim ——————
r—2 1— 11,‘2

Reseni. Funkce flx) = % je v bodé x = 2 definovana a je v tomto bodé spojita. Proto

sta¢i dosadit do funkéniho predpisu a vypocitat limitu funkce:

ot =322 -1 23 -3.22_1 =5 5
lim = = — ==
T2 1— 22 1—22 -3 3

V pripadé, ze pocitame limitu funkce ve vlastnim bodé&, ve kterém vSak neni funkce
definovana (tzn. v bodé nespojitosti), mizZe nastat nékolik situaci:

1. Funkci lze postupné upravit tak, aby byl bod nespojitosti touto tpravou odstranén. Toho
lze vyuzit zejméné u racionédlnich lomenych funkei, ale i u jinych piipadi. Limitu funkce pak
vypocitame prostym dosazenim do predpisu upravené funkce.

2. V piipadé, ze nelze bod nespojitosti odstranit, miZe se jednat bud o nevlastni limitu ve
vlastnim bodé& jako na Obréazku 1| (v pfipadé, Ze jsou si limity zprava a zleva rovny) nebo
funkce v daném bodé nema limitu (pokud jsou jednostranné limity riizné).

3. V pripadé, Ze se jedna o funkci, ve které vystupuji goniometrické funkce, pokusime se ji
upravit tak, abychom mohli vyuzit vlastnosti limity

. sinx
lim
x>0 X

. 1 3
lim -
a->1\1—2 1—23

Resend. Vidime, Ze ani jedna ¢ast sou¢tu neni v bodé z = 1 definovina. Proto nelze uzit pii-
mocarého vypoc¢tu limity. Pokusime se ale funkci upravit tak, aby byl bod nespojitosti x = 1
odstranén. Odeétenim obou zlomku a tpravou dostaneme:

=1 (9)

Priklad 2. Vypocitejme limitu

lim

r—1

( 1 3 )_. 1+z+2%) -3 . 2?2 +x—2

S S —1
11—z 1-—28 ml—>ml(1—x)(1+x+x2) zl—>ml(1—x)(1+1:+9:2)

Kvadraticky trojélen v ¢itateli se da snadno rozlozit jako 22 + 2 — 2 = (x — 1)(x + 2):
2?2 +x—2 . (x—=1)(z+2) ) (I—-2z)(x+2) lim x+2

i = =_1 - _ _-rs
i (I—a)1+z+a2) el (I-z)l+a+a2) el (l—z)(l+a+a2)  aoll+az+a?

Tato upravena limita je jiz v bodé x = 1 spojitd a mizeme vypocitat jeji hodnotu:

. T+ 2 1+2
— lim =— =—
e—1 14+ x4 22 1+1+412 =

Priklad 3. Vypocitejme limitu
2
. Tt —z
lim

x—>1\/5—1




Reseni. Je ziejmé, Ze limita neni v bodé 2 = 1 definovéna, protoZe jmenovatel zlomku by byl v
takovém pfipadé roven nule. Pokusime se tedy odstranit bod nespojitosti z = 1 dpravou funkce.
Jako mirnou nepifjemnost mizeme vnimat odmocninu ve jmenovateli. Upravu zlomku proto zaha-
jime jeho usmérnénim. Cely zlomek proto rozsifime vyrazem (1/z + 1), abychom se zbavili zlomku
ve jmenovateli. Zaroveh upravime ¢itatel zlomku do souc¢inového tvaru vytknutim.

-z (Vr+l) ow(@-1)-(Vr+l) (-1 -(Vz+1)

lim . = lim = lim

P E 1 (Vo) et (roD(Wrtl) el r—1

Po kraceni je jiz odstranén bod nespojitosti a limitu vypocéteme dosazenim:

z-(r—-1)-(Vr+1)

limy : =limlx-(\/§+1)=1-(\ﬁ+1)=2
z—> Tr — T =
Priklad 4. Vypocitejme limitu
T —2
lim
V2 T — \/§

Resend. Funkce, jejiz limitu mame vypodcitat neni v bodé z = /2 definovana. Navic neexistuje
moznost, jak tuto funkci racionalné upravit tak, aby byl tento bod nespojitosti odstranén. Uréime
proto jednostranné limity v bodé x = /2. Myslenkovym dosazenim &isla jen nepatrné vétiiho,
nez je \/2 (pro vypoéet limity zprava) obdrzime v itateli zlomku zaporné &slo a ve jmenovateli
velmi malé kladné &islo (oznacime si jej 0. Zaporné ¢islo délené velmi malym kladnym ¢&islem se
intuitivné bliz{ —oo:

z—2 e

lim ——=-—=-w
eovat T =2 04

Podobné u¢inime i pro vypocet limity zleva:

. x—2 ©
lim = — =40
x—)x/ﬁix_\/i 0-

PETI . . o PSR TV PR . z—2 . .
Jednostranné limity nejsou shodné a proto muZzeme Fici, Ze limita lim_, 5 P neexistuje.

Piiklad 5. Vypocitejme limitu
o 4x? 422 4 2f
lim ——
x—0 6

Resend. Uveden4 funkce neni v bods z = 0 definovana. Pokusime se ji upravit a tuto nespojitost
odstranit. VyuZzijeme vytknuti z mnohoc¢lenu v ¢itateli:

o dx? 422t 425 2?4+ 2024+ 2Y) . 44202 42t
lim —————— = lim = lim ——————
z—0 6 z—0 6 z—0 x4

Je ziejmé, Ze bod nespojistosti v bodé x = 0 neni odstranitelny tpravami. Pfistoupime proto k
vypoc¢tu jednostrannych limit podobné, jako tomu bylo v pfedchozim piikladu. Dosazenim ¢isla
jen o méalo vétdiho nez je nula (0, ) obdrzime limitu zprava:

2 4 i 2 4
lim 44227 +28  4+2-(04)° +(04) =i=+oo
z—0t .’L'4 (O+)4 0+

Podobné pro limitu zlev

. A+22% 42t 442-(00)2+(00)r 4
lim = = =4
20~ at (0_)4 0,

4z%422* 25

Jednostranné limity jsou totoZené a proto muZeme Fici, Ze funkce f(z) = o méa v bods

2 4,6
4x +2zg +x” +00.

x = 0 nevlastni limitu rovnou +00 a psat lim,_,q =

"Uvédomme si, Ze i velmi malé ¢islo umocnéné na sudou mocninu je sice stale velmi malé, ale stane se kladnym.



Priiklad 6. Vypocitejme limitu

sin bz
im
z—0 2x

sin x
T

Resent. Vyraz napovidé, Zze se bude dat vyuzit znalost limity lim,_,o = 1. Musime vSak

zlomek nejdiive do takového tvaru upravit:
sin bz . sindzx 5 sinbzx

im = lim 5 = lim — -
0 21 z—0 = 5% z—0 2 5%4

Nyni vyuzijeme metodu substituce Polozime t = 5x. Vzhledem k tomu, ze x - 0 at = bz =
5-0=0, pak it — 0 a mizeme psat dale:

flpo1 e

[

Priklad 7. Vypocitejme limitu
rsinx —sinx
im ———
>0 12+ 2

Reseni. Zadana funkce neni v bodé z = 0 definovana. Je viak pomérné dobfe upravitelné — apravu
provedeme vytknutim sinz v ¢itateli a  ve jmenovateli. Obdrzime tak:
xsinz —sinx . sinz-(z—1)

lim ——— = lim

250 12+ 2% z>0 - (x +2)
Nyni je jasné, Ze se bude dat vyuzit pravidlo o limité lim,_,q Sigw = 1, nicméné, funkce obsahuje i
dalsi ¢leny. Vyuzijeme tedy piijemné vlastnosti limity souc¢inu — limta soucinu dvou funkci je totiz
rovna soudinu limit jednotlivych €initeld, proto mizeme jednoduSe vypocitat, zZe:

i . —1 i —1 1
i S (@—1) . sinz oz 1.( >=

x—0 SC(J'J+2) z—0 X =01 + 2

Vypoéty limit v nevlastnich bodech (Obrézek probihaji mirné odlisné. Muzeme de facto
rozlisit nékolik typt téchto limit:

1. Limity podilu racionéalnich lomenych funkci vy¢islime nejcastéji tak, Ze funkce upravime na
podil dvou polynomii a néasledné cely zlomek rozsifime vyrazem %m kde n je stupen nejvyssi
pfitomné mocniny v rameci celého zlomku. VyuZzijeme tak vlastnosti limity:

1
lim — =0 (10)
o+ ph
2. V pripadé rozdilu odmocnin lze s limitou nakladat jako se zlomkem a odmocnin se v Citateli
prisludnym rozsifenim rozdilu.

Obecné lze Tici, Ze pro vypocet limit v nevlastnich bodech funkci v podilovém tvaru je mozné
vyuzit i my§lenkovych tvah. Pokud totiz funkce v itateli roste pomaleji, nez funkce ve jmenovateli
(za pfedpokladu, Ze obé funkce jsou monoténni a diverguji) je jasné, Ze v limité © — oo bude
vyraz v Citateli nepredstavitelné nizsi, nez ve jmenovateli a naopak. V&e osvétlime na nasledujicich
piikladech.

Priiklad 8. Vypocitejme limitu
223 + 22 — 1
im ———
-1 423 + 422 +5

sinx
T

liiNeni nezbytn& nutné vyuzit metodu substituce, intuitivné je jasné, Ze pokud plati limg,_,o = 1, pak plati
SINBT _ 1 NMotnda ciihctitiien an meg1Siod oeimanae e ol sitsiss
T

ilimg_s0 5



Regeni. Jedna se limitu funkcee, které je podilem dvou polynomi. Nejvyssi mocnina v celé funkei
je mocnina fadu 3. Cely vyraz v limité tedy rozsifime %

203 + 2z — 1

2+——%
im ——m —— - —z
z——ow 43 + 422 + 5

%,‘»—A‘%"W‘H

Nyni vyuzijeme vlastnosti limity limg_, 4., — =+ = 0, tim vesker¢ zlomky tvaru 5 v Citateli i jme-

novateli mizeme prohlasit za nulové a psat tak vyslednou limitu funkce:

5 24040 1
ao—m 4+ 34+ 5 T 44040 2

Priklad 9. Vypocitejme limitu

lim \/362—396—\/962—5

T

Resend. Jedna se o rozdil odmocnin. Upravime limitu rozsifenim tak, aby byla v podilovém tvaru
— roz&ifime vyrazem \/x2 — 3z + /22 — 5 tak, aby v ¢itateli byly odstranény odmocniny:

- -5 2_3z)— (22 -5
lim (V22 — 3z — /22 — Sz + Ve = lim (2 v =@ )
GEHV‘ \/x2—3x+\/362—5 e>% \/22 — 3z + /22 — 5

Tento podilovy tvar upravime a z mocnin ve jmenovateli vytkneme x:

2 _ - _
lim (z* —3z) — (z* = 5) — lim 3z +5

x—W\/xQ 3r+z2—5 wow N-34z.4/1-5

Vyraz jiz jen rozsitime i a vypocitame hodnotu limity za uziti 1)

_ —3z+5 -3+3 -3 3
hm\ . = lim = ——
%%x.¢1_%+m.¢1_%, x~w¢1 3+¢1 141 2

Pomeérné ¢asto se pii vypoctech limit setkdme s tzv. neuréitymi vyrazy. Jedna se o vyrazy typu
= nebo % . Pokud se jedna o pripady, které umime upravit vySe popsanymi zptisoby, vyuzijeme je.
V Jakemkollv pripadé neurcitého vyrazu lze ale pouzit i L*Hospitalovo pravidlo, které vyuziva
derivaci.

8 \H\:»e =

Na zaveér této kapitoly uvedeme jesté nékolik feSenych prikladi.

Piiklad 10. Vypocitejme limitu
tanx

lim
x—0 X

Resend. Limita je neurcitého typu, nicméné funkci tangens lze prepsat tak, aby se dalo vyuzit
vlastnosti limity @D Vypocet je pak pfimocary:
tanz . sinx . sinx 1

lim = lim ——— = lim
z—0 I z—0 2 - COST z—0 X COS ™

Il
—_
—
Il
l—=

Priklad 11. Vypocitejme limitu

1 1+ 2x)(1 —
lirr%) (1+ )1+ 22)(1 + 3z)
xr— X



Resend. Je evidentni, Ze funkce, jejiz limitu chceme poéitat neni v bodé z = O definovana. Poku-
sime se ale upravit ¢itatel zlomku v limité roznasobenim.

. (I+z)(1+22) 14+ 32)—1 . 6P+ 1122 +62+1—1 . x- (622 + 11z +6)
hn}) = hr% = hn})
Tr—> €T Tr—> €T Tr—> €T

Po kraceni & obdrzime funkci, ktera jiz nema bod = = 0 jako bod nespojitosti a limitu lze vypocitat
dosazenim do predpisu:

. x- (622 + 11z + 6)
lim
z—0 €T

= limo(6x2 + 11z +6) =6

Priiklad 12. Vypocitejme limitu
4/
lim Vo =2
r—16 f —4

Resend. Jmenovatel zlomku v limite je roven nule a proto funkce neni v bodé = = 16 definovana.
Je t¥eba ji proto p¥islugné upravit. Vyuzijeme notoricky znamého vztahu (a? — b%) = (a +b)(a —b)
na jmenovatel zlomku. Obdrzime tak:

I Hx—2 . Y —2 _ 1 1 1

1m

1
=1 — i - _ _!
w16 T — 4 aols (Yo +2)(V—2) ol Yz +2  z+2 2+2 4

Priklad 13. Vypociteyme limitu

AT +H13-2- -1
lim 5
r—3 X —9

Resent. Funkce, jejiz limitu chceme pocitat neni v bodé x = 3 definovana. Bude tfeba provést
upravy tak, aby ze jmenovatele pokud mozno zmizel ¢initel (x — 3), ktery nespojitost zpisobuje.
Dosahneme toho standardni tipravou, kdy odstranime odmocniny:

lim Ve+13-2-\o+1 Vo+13+2-Vo+1 lim r+13—4-(x+1)
23 z2—9 Ve+134+2-Vo+1 53 (x+3)-(z—3)- (Vo +13+2 -z +1)

Upravime vyraz v Citateli a vykratime jej s problematickou ¢asti jmenovatele:
r+13—4-(x+1) -3z +9

O T8 (=3 Vet B12vatD) + 318 -3 VetBr2 varl)

z—3 1
=—3- lim = —3- lim
=3 (x+3) - (2—3) - (Wer+13+2 -z +1) =3 (r+3) - (Vr+13+2 -z +1)
Tento vyraz, jakkoliv vypada nepfijemné, je jiz v bodé x = 3 definovan a limitu vypocteme
dosazenim:
1 1 1
—3- lim =-3- =——

a3 (z+3)- (W +13+2- Vo +1) B+3)-(V3+13+2-/3+1) _16

Priiklad 14. Vypocitejme limitu
cosx —sinx

% cos 2x



Regeni. Ve jmenovateli funkcee, jejfz limitu mame vypoditat je hodnota cos(2 - ) = 0. To je bod
ve kterém funkce neni definovina a proto musime provést tpravu. Vyuzijeme znalosti vztaht pro
dvojnasobné argumenty goniometrickych funkei, konkrétné cos 2z = cos? z—sin? z. Potom miZeme
pokracovat elementidrnimi apravami:

. cosx —sinz . cosT —sinx . cosxr —sinx . 1
lim ————— = lim —————— = lim - - = lim ——
z—T  cos2z e—T cos?2x —sin“x -2 (cosz +sinz) - (cosx —sinz) - cosz +sinz

Takova funkce je jiz v bodé z = 7 definovana a feSfme prostym dosazenim:

, 1 1 1 2 V2
1im = = = =
e—% cosw +sinx  cos § +sin @4.% 22 2
Priklad 15. Vypocitejme limitu
. dx?—dx+ 7T
lim —————
T Jj4 —1

Reseni. Jedné se o limitu v nevlastnim bodé z podilu dvou funkei. Takové limity se daji Fesit
rozsifenim celého zlomku vyrazem w%, kde n je stupei nejvyssi mocniny ve vyrazu a nésledné
vyuzijeme vlastnosti limity . Pohlédneme-li na ¢itatel zlomku, je nejvyssi mocnina fadu 2.
Podobné je tomu (po drobné tpravé) ve jmenovateli (vyraz /2* — 1 je de facto mocnina x stupné
2). Z odmocniny ve jmenovateli proto vytkneme x? a nésledné zlomek rozsfiime vyrazem ?12

. 4x?—dx 47 4x?—dx47 L 4-24+ T 4
lim ——m— = lim ———rr - % = lim ——% = - =4
T—oD | THL o 1 == oL 1 1 =
x 1 oot x 1 oot

Priiklad 16. Vypocitejme limitu

lim (W —+x—1)

T—>C

Resend. Jedn4 se o limitu v nevlastnim bodé z rozdilu odmocnin. Vyuzijeme proto rozsifeni a
zbaveni se odmocnin:
. T+ —1 . z—(r—1 . 1

lim (f—\/x—l)-\fiz lim ¥= lim ———

T N+ —1 2 Jr+Jr—1 a>x Jr+r—1
Takovou limitu lze jiz feSit tak, Ze dosadime do jmenovatele myslené velké ¢islo (c0). V takovém
pripadé obdrzime vyraz s jednickou v Citateli a velkym ¢&islem ve jmenovateli, coz konverguje k
nule:

1 1
lim =

a>% JT+NT 1 AJO+ o1

8|+~
Il
IS

1.3.1 Cvicéeni

1. Vypoctete néasledujici limity:

(a)

3}%(\/2@2 +2—+22-2)  [o0]

(b)

lim

23 — 222 —4x + 8 1
-2 % —8x2 416

4
z—6

Iy s

VJr+3-—-3



(m)

2. Vypocitejte nasledujici limity:

(a)

(b)

lim

. T
lim

tanx —sinx

S

lim

x—0 sin

z -\

=0 Y1+ —Yl—x [

lim ——— [limita neexistuje]

/2 2 —2

. cosx
lim

z—m— SINT

sin 3x — tan 2z
im ——
x—0 51‘

3xr +6
im ——
z>—2 33 + 8

i N2z -2
x—0 xT

[—oc]

(0]

Srt —dx? + 222 —x —1

-0 8zt — 1223 — 22 —x — 10

lim (v/322 + 20 — 4 — /322 — 2 + 2)

T

I r—1
mL)H; «311; —1

[o0]

|

5

8

—
[\)

B

S



limJ(\/l—f-:vz—\/l—x—i-x?) [—\/I]

T—>—L

. sinz
lim
oL T

[0]

0

lim (32 — v/922 — 10z + 1) [5]

2 Derivace funkce

2.1 Pojem derivace funkce

Derivace funkce f(x) v bodé xg (znacime f'(xg)) je dileZity pojem, ktery je obecné zaveden
definici:

f(zo) =limz — xo%ﬁéxo) (11)

Pokud ozna¢ime x — zg = Ax, muzeme definici prepsat jako:

f(zo + Az) — f(z0)

Ax
Geometricky vyznam derivace v bodé je ten, Ze se de facto jedna o smérnici te¢ny funkce v daném
bodé xg. Lepsi ilustraci prinese Obrazek (3| ktery se vztahuje k definici . Derivace je tedy
napf. mocnym nastrojem pii vySetfovani pribéhu funkce. V této kapitole se vSak nadale budeme
zabyvat metodami vypocta derivaci.

f(zg) =limAx — 0

(12)

Y

o

OBRAZEK 3: Geometricky vyznam derivace funkce v bodé. Ve chvili, kdy se x — xzo, pak dostava
puvodni sefna vyznam te¢ny funkce v bodé.

10



Vétsinou nechceme znat derivaci funkce pouze v jednom bodé, ale radi bychom znali pribéh
derivace na celém definiénim oboru ptvodni funkce. Proto je vhodné nejdiivé vypocitat obecnou
derivaci f’(x) n&jaké ptivodni funkce f(z) a nasledné do ni napf. dosazovat bod, ve kterém chceme
derivaci pocitat. Derivace funkce f/(z) je obecné rovnéz n&jaka funkce. Jak tuto funkei zjistit si
ukdzeme nyni.

2.2 Vypocty derivaci

Vypocty derivaci elementérnich funkci, které plynou z definice nejsou nutné, staci si je osvojit
z néasledujici tabulky:

TABULKA 1: Prehled derivaci elementarnich funkci. Tyto vztahy plati samoziejmé pouze tam, kde
jsou funkce f(z) definovany.

!
f(x) f'(z)
konst. 0
" n - xn—l
e” e”
a® a®-Ina
Inx 1
xT
1
lOga €T zlna
sinx CoS &
cosT —sinzx
tanx 12
COs“ T

Ne kazda funkce je ale funkci elementarni a velmi ¢asto se setkime s funkcemi, které jsou
souctem /rozdilem, souc¢inem nebo podilem vice funkci. Ozna¢ime-li f(z) a g(x) funkce a f'(z) a
¢'(x) jejich derivace a ¢ je libovolna konstanta pak plati:

(c- f(x)) =c- f(x) (13)
(f(2) £ g(z)) = f'(z) £ ¢'(2) (14)
(f(2) - 9(x))" = f'(x) - g(x) + f(2) - g'(x) (15)

(f(@)' _ f(w) -g(x) = f(2) - g'(x) (16)

Nékdy miizeme narazit na tzv. sloZenou funkci. Obecné se jedna o funkci, jejiz argumentem je
dalsi funkce, tedy obecné f(g(z)). Funkei f nazyvame vnéjsi funkei a funkcei g jako funkei vnitini.
Piikladem takové slozené funkce miZe byt napt. sin(z? — 1). V tomto p¥ipadé je vnitini funkei
22 — 1 a vné&jsi funkei funkce sinus. Derivace slozené funkce se pak vypo&ité jako:

(flg(2))) = f(g(x)) - ¢'(2) (17)

Slovné feceno, nejdiive derivujeme vné&jsi funkcei f, které ponechame jeji argument g(x), jaky je v
zadani a poté teprve derivujeme funkci vnitini (tedy argument vnéjsi funkce) g(z).
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Vypocty derivaci podle uvedenych vzorci jsou pomérné mechanickou zalézitosti, nicméné, jedna
se o delsi vypocty (zejména pak upravy derivovanych vyrazi) a proto je tfeba po&itat pomalu a
davat pozor na elementarni chyby.

Priklad 17. Derivujme a upravme:

Regend. Funkce f(z) je rozdilem dvou funkei — z*

a %C budeme ji tedy derivovat jako rozdil. Prvni
funkce je mocninné a jedné se tedy o tabulkovou derivaci. Zlomek vSak muZzeme jako mocninu

prepsat, nebot % = 22 a derivovat rovnéz jako tabulkovou derivaci.

1 1 3 1
"(x) = 427! (— '.’L‘_2_1> =423 + =272 =42® +
f) 2 2
Priklad 18. Derivujme a upravme:
2
x
f(z) = 22 _9

Regeni. Funkce f(z) je evidentnd podil dvou funkef a to 22 a 2 — 2. Proto ji budeme derivovat
jako podil:

oy @) (@2 —2) —a? (2 — 2)
f (SC) - (1'2 _ 2)2

Derivace funkce 22 je 2z (jedné se o tabulkovou derivaci). Derivace funkce 2% — 2 je rovnéz 2z
nebot je to derivace rozdilu a derivace dvojky (konstanty) je nula. MtZeme tedy psat:

(22) - (2 —2) —a? (2 —2) 2z (2> —2)—2? 22 2% —dr—223 4

fo= EEp TT@er  @ep  _@oap

Priklad 19. Derivujme a upravme:
Va3 — z2
25

Reseni. Priklad se mize zdét ponékud slozity, vzhledem k pomérné ohyzdnému citateli zlomku.
Vze se vsak zjednodusi, pokud odmocninu pfepiSeme jako mocninu a zlomek rozdélime na soucet
dvou mocnin:

x5 2 b
Tuto funkci jiz zderivujeme jako rozdil tabulkovych derivaci:

37 a7 37 _as 37 3
roy 920 8T 1 g 3.1y _ _9of 4 -4 _ _
fl(x) = 3 T8 (356 ) g ¥ s + 3z S-W—{_Qfl

Priiklad 20. Derivujme a upravme:

f(z)=2-sinz-lnx
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Reseni. Jedna se o soudin dvou funkei, a to sinz a Inz. Budeme je proto derivovat jako soucin
dle (15)). Cela funkce je jesté vynasobena konstantou a proto dle pridame dvojku pfed celou
derivaci:

sin x

)

1
f'(z)=2-((sinz) -Inz +sinz-(Inz)’) =2 (cosz-Inz +sinz - o= 2-(cosz-Inz + .

Priklad 21. Derivujme a upravme:
f(x) = sin(a?)

Resend. Funkce f(z) je sloZenou funkei, pficemz vngjsi funkci je funkce sinus a vnitini funkce
(argument vn&jsi funkce) je funkce 2. Derivujeme proto nejdiive funkci sinus (derivaci je kosinus),
které ponechame jeji argument 22, takto vzniknou funkci nasobime derivaci vnitini funkce, coZ je
(2?) = 2

f'(x) = sin’(2?) - (2?)’ = cos(z?) - 2z = 2z - cos(z?)

Priiklad 22. Derivujme a upravme:

- (£72)

vvvvvv

Reseni. Zde se jedna o mirné slozitejsi pitklad. Uveédomme si, ze funkce f (z) je funkce sloZena,
pricem?z vnéjsi funkei je funkce logaritmus a vnitini funkei (argumentem vnégjsi funkce) je podil,
ktery musime derivovat dle pravidla . Nejdiive tedy derivujeme logaritmus, kterému pone-
chame argument “"z;i a nasledné derivujeme tento argument (vnitini funkci) dle pravidel pro

podil: ’

f,(:c)zln,(:ﬁ—l)'(a?—l)'_ 1 @ =1)-@+1) =2 =1)- (@2 +1)

a2 +1 a?+1) gl (22 +1)2

Tuto konstrukci dale derivujeme a upravujeme. Uvédomime si znovu, Ze derivace vyrazu x? — 1
je 2z, nebot se jednéa o derivaci rozdilu tabulkové derivace z? a derivace konstanty, coz je nula.
Podobné je tomu pro derivaci vyrazu z2 + 1. Piseme tedy:

22+1 2z-(22+1)—(22-1)-22
21 @2 +1)?

f'@) =
Takovy vyraz upravime kracenim z? + 1 a vytykanim 2x v ¢itateli druhého zlomku:

) = 1 ‘250-(1’2+1—z2+1): 1 4z 4z

2 —1 22 + 1 221 2241 241

f(x)f/% C g

Regeni. V tomto piipadé je f(x) opé&t slozena funkce, pridemz tfeti odmocnina je funkce vngjsi a
funkce vnitini (argument funkce vnéjsi) je rozdil L — Inz. Funkei si vSak nejdiive upravime tak,
aby byla ve tvaru mocnin. Pak derivujeme jako slozenou funkci:

fla) = \/ﬁ =2 —lne=("" ~lna)t

Priklad 23. Derivujme a upravme:
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f(x) = %(x_l — lnx)%_l- (—1 cpT Tl 1) = %(m‘l — lnx)_% . <—x_2 — 1)
N ENN _

derivace odmocniny

g
derivace vnitfni funkce

Upravime do ¢itelného tvaru:

f/(x) = %(x—l _lnx)*% . (—(E2 _ 1) — ; . (_12 _ 1> _ —1—-z
2 g G w7 g )

T

Priiklad 24. Derivujme a upravme:
f(x) = VIn(a? = 1)

Reseni. Funkce f (z) je v tomto pripadé nékolikandsobné sloZend, coz vSak principidlné nevede
k vazngjsim komplikacim. Identifikujme nejdiive strukturu této slozené funkce: Vnégjsi funkci je
odmocnina. Ta ma v argumentu In(z? — 1), oviem logaritmus je navic vnéj§i funkce vzhledem k
funkci 22 — 1. Proto nejdifve derivujeme odmocninu (po tipravé na mocninu) se zachovanim jejtho
argumentu In(z? — 1), nasledné tento logaritmus se zachovanim jeho argumentu 22 — 1 a nakonec

vyraz 22 — 1:

f(z) = 4/In(22 — 1) = (In(2* — 1))%

I _1' . 1 ' B 1 _ 2z
e AR SN s Mt v/ ey R

derivace (od)mociny derivace logaritmu

[

derivace 2 — 1

Priklad 25. Derivujme a upravme:

x-y/x 1—cosz
2 x?

fz) =

Reseni. Jedna se o derivaci funkce, ktera je rozdilem dvou funkci, pfi¢emz jedna z nich je souéin a
druha podﬂ Funkci si vSak nejdfive chytie upravime tak, abychom si nekomplikovali derivovani.
Slou¢ime odmocninu s mocninou v prvni ¢asti a druhou cast rozdélime na dva zlomky a upravime:

z-yJr 1l—cosz 1 1 1 cosz 1 _9  COST
xTr) = — :*'$'$2—7+7=7-1’2—.’[ _|_
f(@) 2 2 2 x? x? 2 x?
Takto upravena funkce je jiz vhodné pro derivovani, nebot obsahuje dvé mocninné funkce, které
se daji derivovat jednoduSe a podil. Derivujeme proto takto:

13 —sinz - 22 —cosz - 2z 3 —x - (xsinx + 2cosx
@) =5 et o (207 )+ - =3 at gy TN )

Tento vyraz jiz jen upravime do racionédlni podoby a mame vysledek:

—x - (rsinx + 2cosx 3 2 rsinx + 2cosx
( ) :7\/5_}_?_—

i 4

3 1
/ _ 5 -3
f(x)—z-x2+2x + 3

Priklad 26. Derivujme a upravme:
el‘

f(z) = ln< ;”f)

VNa funkci z;ﬁ muZeme pohliZzet jako na soucin z - 4/z vynasobeny %
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e’ —x

Reseni. Funkce f(z) je funkef sloZenou, pFi¢em# logaritmus je funkce vngjsf a vyraz funkef
vnitini (je argumentem vnéjsi funkce). Argument logaritmu si nejdfive prepiSeme jako soudin
konstanty % a e® — x, aby se funkce dobie derivovala.

fz)=In (emﬂ_ x) —In (i (e — 17))

Nyni jiz miZeme pfistoupit k derivaci. Nejd¥ive derivujeme logaritmus, pfi¢emZ mu ponechame
jeho argument a ten pak derivujeme zvlast jako soudin konstanty a rozdilu funkei

1 1 - ™ e’ —1 e’ —1
f/(x): T 2 —-(e"=1) = - . = —
;-(e — ) T et —x T et —x
—_— v

. . derivace argumentu
derivace logaritmu

V praxi je mozné setkat se s derivacemi vyssich fadd — druhou (f”(z)), t¥eti (f”(z)) aZ obecné
n-tou derivaci (f(™ (z)). Jejich vypocet neni slozity ale spiSe pracny. Druhou derivaci vypoéitame

derivovanim derivace prvni. Treti derivaci vypocteme derivovanim druhé derivace atd.

Piiklad 27. Vypocteme f"(x) pro funkci:

Resend. Jedna se o podil dvou funkei, proto vyuzijeme pravidla . Vypocteme nejdiive prvni
derivaci:

oy -(l—x)—2-(=1) l—-xz+x 1
Jw) = (1—2)? T -2 (1-a2

Vysledek prvni derivace znovu derivujeme. Nezapometime na to, Zze (1 — z)? je sloZena funkce (s
vnéjsi funkei druhé mocniny a vnitfni funkei 1 — x) a proto jeji derivace bude 2 - (1 —z) - (=1):

() 1 01— -1-20—2)-(-1) 2-(1-2x) 2
) = = = =
(1-a)? (1—ax)* (1—a2)t  (1-2)
Tteti derivaci obdrzime derivovanim druhé derivace. Opét nutno podotknout, Ze jmenovatel je
slozena funkce a je tfeba s ni tak nakladat.

” 2 " 0-(1-2)P-2-3-(1-2)2-(-1) 6-(1—x)? 6
/ (x)=<<1—x>3> - =) A-zF ~ 1-ot

Priiklad 28. Vypocteme druhou derivaci funkce:
f(x) = sin(cos(x))

Reseni. Vypotteme nejdifve prvni derivaci funkce f(z). Tato funkce je funkei sloZzenou, pFi¢emz
vnéjsi ¢ast je funkce sinus a vnitini funkce kosinus. Proto piSeme:

f/(x) = sin’(cos(z)) - cos’(z) = cos(cos z) - (—sinz) = —sinx - cos(cos z)
Druhou derivaci vypo¢teme derivovanim f/(z). Je t¥eba si ale uvédomit, Ze se jedna o soucin

funkei, pricemz funkce cos(cosx) je sloZena:

J"(z) = —((sinz)’ - (cos(cosx)) + sinz - (cos’(cosx)) - (cosz)') =

2

1"(z) = —(cos z-cos(cos z)+sin z-(— sin(cos x))-(— sinz)) = —(cos x - cos(cos z) + sin” x - sin(cos z))
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2.2.1 Cvic¢eni

1. Derivujte a upravte:

f(z) = 22* — 323 + 52% — x + 100

f(z) = 2sinx + sin 2z + sin® x + sin x

f(z) =In(z® + 1)

Bl

[82% — 92 + 10z — 1]

g

4-(x—1)
—4)'(532—4)]

2 [2cosz + 2 cos 2z + 2sinx cosz + 22 cos 27|

23— Yr+ T [1 2 ]
fle) = x N Y
x- et [, -2+ +1
R eI
1—e” [ 1+e” e”
T@)=\i7ra _\/1—ew'(er+1)2]

[(z® = 1) - cos(z® — z)]

o

flz) =

3 — 222 —1 203 — 11?2 + 122 + 1
x—3 (x —3)2

_ T+24+2¢x+1 z—1
f@)=2vz+1+1n o [x\/m]

1
cos T

f(z) =In+/1—sinzl + cosx [—
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fo =2 [ -2

3 x4
) 100 1 In )%
@) = - mayer [ DEm o]
(a) ) ;
f(:v)=5:v4—%+\8/5+cosx2 [8.W+£+20x3—2xsinw2]
(r)
fx)=(z=3)-(In(z-3)-3)  [In(z —3) —2]
(s) .
flz) = P [—2sinz cos z]
v 1 2 2. (1—2z)
+r—z (1 =22
f(z)zl—x+x2 [(1—x+x2)2]

2. Vypocitejte derivace vyssich fadu:

(a)
" r= 3 6
frlay=1 fl2)=—— [(33—2)4]
(b)
A 1,2 ne —
f'x) = f(x) = (Inz—2) (nz+2) [_2 : Zl 1)]
(c)
f@) =7 f@) =" [@*=n)-a"?
(d) " 3 —1 12 (IOIG — 1627 + 1)
" (x) = f():x3+l [ (23 + 1)* ]
(e) 6
f(4)(£C) =7 fl@) =In(1—2x) [—(1_%)4]
(f)
f(x) =7 f(z) =In(e” +/1+e2®) lM}
(8) 2%
f”(l’) =9 f(x) = tan(z) I:C(;:Qn;:l
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2.3 Vyuziti derivaci pro vypocet limit - L’Hospitalovo pravidlo

V kapitole o limitach jsme se zminili o limitach typu % a % Nékdy tyto limity nelze Tesit

upravou ani dalsimi postupy. V takovém pfipadé je nutné (a mnohdy dokonce vyhodné) vyuzit
tzv. I’ Hospitalovo pravidlo. To zni:
!
f@) _ . f@)

lim =0 =
w0 g(z)  eowo g'(x)

(18)

Jinymi slovy, limita podilu dvou funkeci f(x) a g(x), kterad je typu % nebo £ je totozna s limitou
podilu derivaci f/(x) a ¢'(x) t&chto funkci. L’Hospitalovo pravidlo je mozné vyuzivat v pribéhu
vypoctu jedné limity i opakované, pokud je limita stéle typu % nebo Z. V&e dikladné rozebereme

na piikladech. ”

Priiklad 29. Vypocitejme limitu:

. Inzx
hm T
o0 T
Resend. Uvedena limita je typu 2, nebot po dosazeni obdrzime tento neurcity vyraz:
Inz Ilnoo
lim —o = —o = —
oL X o0 o0

Uprava funkce v limité neni mozna a proto vyuzijeme 'Hospitalovo pravidlo. To fika, ze uvedenou

limitu s podilu funkei f(x) = Inx a g(z) = 22 se d4 vypocist jako podil derivaci téchto funkei
(@) =1 ag(e) = 2

| 1 1

2 2y on = Am oo = 27 o

T I z—o0 (x2) z—w 2 z—ox 2x 2-00 o0

o

Priiklad 30. Vypocitejme limitu:
23 — 62 + 6sinx

lim 5

x—0 xX
Reseni. Zadana limita je typu %, nebot po dosazeni bodu z = 0 obdrzime:

. 23 — 6z + 6sinz _03—6-0+68in0_0
250 22 - 02 0

Vzhledem k tomu, Ze limita je typu %, muzeme vyuzit I’Hospitalovo pravidlo. Derivujeme zv1ast
Gitatel a jmenovatel limity:
3 —6r +6sinz . (23— 62+ 6sinz) 322 =6+ 6cosx

lim — 5 = lim 5 = lim
z—0 x z—0 (J,‘ )/ z—0 2x

Tato limita je vSak rovnéz typu %, protoZe po dosazeni:

. 322 — 6+ 6cosx 3.02—-6+6cos0 —-64+6 0
im = = - 2

Vzhledem k tomu, Ze nova limita je typu g, muzeme znovu vyuzit I’Hospitalovo pravidlo. Derivu-
jeme zvlast ¢itatel a jmenovatel limity:

. 322 —6+6cosz . (322 —6+6cosz) . 6x—6sinx . )
lim = lim = lim = lim 3z — 3sinz
z—0 2x z—0 (Qx)' z—0 2 z—0

Tato limia se jiz d4 feSit pouhym dosazenim:

11H})3x—3sinx=3-0—3-sin0=g
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Priiklad 31. Vypocitejme limitu:
. xcosr —sinx
lim ———
z—0 3

Regeni. Limita je typu %, nebot po dosazeni bodu x = 0 obdrZime:

. xcosr—sinz 0-cos0O—sin0 0O
lim = -2
z—0 3 03 0

S pfihlédnutim k tomu, Ze limita je typu %, miizeme vyuzit I’'Hospitalovo pravidlo. To fika, Ze limitu
mizeme vypocitat pomoci podilu derivaci ¢itatele a jmenovatele pavodni limity. P#i derivovani je
tfeba davat pozor, protoZe ¢itatel x cos x —sin x je rozdil dvou funkci, ale jedna z nich je sou¢inem
a proto je tfeba x cosx derivovat jako soucin dle .

. xcosx —sinx . (vcosx —sinz) . l-cosx+x-(—sinx)—cosz
lim = lim = lim =
x—0 3 z—0 (1’3)' z—0 32

. —zsinx . —sinz . 1 sinx 1
= lim == lim =lim({—=)- =——
z—0 xr2 z—0 3x z—0 3 T 3

Zde jsme vyuzili vlastnosti limity @, tedy ze lim,_, % =1.
Priiklad 32. Vypocitejme limitu:
. tanzx —2z
lim ———
r—0 r —smx

Resent. Uvedena limita je typu %, jak se snadno mizeme presvédcit dosazenim x = 0:

. tanx —=z tan0 —0 0
lim - = - = —
z—0 ¥ —sinx 0—sin0 0

Vzhledem k typu limity muazeme vyuzit ’'Hospitalovo pravidlo. Derivujme tedy Citatele a jmeno-
vatele zlomku a upravme je:

/ 1 _ 1—cos®z
lim ftanz = o _ lim (tanz —2)" _ lim cos®e L lim —cos”2

2—0 ¢ —sinz 250 (z —sinz)’ 250 1—cosx 2-01—cosx

Tento vyraz upravime a po zjisténi, Ze je jiz v bodé 0 definovan muzeme x = 0 dosadit a vypocist
hodnotu limity:

y 1;;;;? . (1 + cosz)(1 —cosx) i 1+cosz 14cosO 141 5
im —5L = Jim = lim = = =
101 —cosz 2-0 cos?x-(1—cosx) a0 cos?x (cos0)? 12 =

Priiklad 33. Vypocitejme limitu:

. In(e"+x+1nzx)
llm ——mMm =
z—x e +x+Inx

Resend. Jedna se o limitu typu %7 jak se mizeme presvédcit dosazenim:

. In(e*+xz+1Inz) In(e”+o0w+Inw) ©
lim = = —

zoxw e 4+x+Inx e* + 00+ Ino 0

Vyuzijeme-li ’Hospitalovo pravidlo, miZeme psat:

. In(e”+z+1Inx) . (In(e" +z+Inx))
lim e TET L) _ iy YRE
z>w e +x+lnx z>x (e +x + Inx)
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V citateli je pfitomna derivace slozené funkce, pfi¢emz vnéjsi funkei je funkce logaritmus a vnitini
funkei je funkce €* + z + Inz. Derivujeme proto dle (17) a nadéale upravime kracenim:

1 1
N G e 0 N v (" +1+37) _ i 1
o (ew +x+ ]na’;)’ T et + 1+ % zor e +x+Inx

To uz je limita, ktera se da Fesit pouhym dosazenim x — oo:

1 1
1m = — :Q
zowe’+r+Inr e*+ow+Ilnw T

2.3.1 Cvic¢eni

Vypoctéte limity:

1.
Vi+zrz—A/1—2x
1 (1]
x—0 x
2.
i 272 sin? 2
2% 1lcos?x 11
3.
o oxd—dr+2 1
lim —————— -
z>x Hrd —1 5
4.
In(m 4+ e™%) [w]
im —————~ -
a—x In(3 + e3%) 3
5. 1 "
lim — [1]
z—ox 1 + e”
6.
. Inx [ 2]
lim ——— —=
z—1 cos (gx) us
" (e +1)—=2-(e"—1) 1
.ore(e+1) =2 (e —
nlcl—rﬂ) a3 [6]
8.
. 22 — 10 1
lim ——— -
zo>—L 10z 10
9. )
T4 —
T —_. ~1
x-ﬁ% sin(z?) 1]
10.

Inz + In 22 3
im ————
s> In(z + 22)
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