C4020 Pokro¢ila fyzikalni chemie — 3. Statistika

Statistika

V tomto smeru jen Lorentzovy rovnice, elektronova teorie,
zakon energie a princip relativity nebyly dotceny,

ale je docela dobre mozné, ze v pritbehu casu mohou dokonce

i zde byt presné zdkony nahrazeny statistickymi pravidelnostmi.

Marian Smoluchowski, 1918

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015
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Kanonicky soubor a

kanonicka particni funkce,
statisticko-termodynamickeé vyjadreni vnitrni energie,
entropie a

Gibbsovy funkce,

rovnovazna konstanta.
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Kanonicky soubor (ansambl)

umoznuje i zahrnuti mezimolekulovych interakci
odpovida popisu uzaviceného systému
4 termodynamické véty + 2 statistické hypotézy:

(1) Casovy pramér veli¢iny popisujici systém je roven priméru pro
kanonicky soubor (pro N — o ¢lentt KS) v daném okamziku
(eliminace Casu jako proménné).

(2) VSechny moznosti rozdéleni energie jsou stejn¢ pravdépodobné
(o pravdépodobnosti rozhoduje jen energie, nikoliv detaily stavu).
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Statistika idealniho plynu (opakovani)
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e Kanonicky soubor (KS) je mysleny soubor velkého mnozstvi duplikatt
skutecného systému.

e Duplikaty systému v KS jsou v tepelném kontaktu, maji stejny objem V
a stejny pocet Castic (N, stejné latkové mnozstvi).

e Duplikaty systému v KS nemaji stejnou energii — energie se mezi nimi
muze prerozdélovat.

e Celkova energie KS E je konstantni, KS je jako celek tepelné izolovan.
e Pocet duplikatd v KS je konstantni a velmi velky, N — o (zaruka platnosti

statistiky; KS je mysleny, neskuteCny objekt, jeho nadmérna velikost
nevadi).

k, Brno, MU, 2015 03/5/28
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KANONICKY SOUBOR (pfilis maly)

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015

tepelna izolace
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KANONICKY SOUBOR

No>w =

U :IimE

N—w N

tepelna izolace

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015 03/7/28
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e Pri statistickém popisu idealniho plynu (molekularni parti¢ni funkce ()
byla energie rozdélena mezi jednotlivé molekuly a celkova energie byla
souctem prispévki vSech molekul (statistika se pocitala na realném
souboru).

e V KS je jeho celkova energie rozd€élena mezi myslené duplikaty
skuteCného systému.

e Protoze kazdy duplikat prispiva k celkové energii svou celkovou energii,

muze v ni byt zahrnuta i energie mezimolekulovych interakci — pomoci KS
muzeme popisovat i realne (neidealni) soustavy.

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015 03/8/28
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POPULACE A KONFIGURACE
Kazdy ¢len KS mize byt v nékterém z ptipustnych stavli i 0 energii E,.

Ve stavu i 0 energil E; je n.¢lent KS (n; Je populace stavu i o energiiE, ).
Vechny populace {n,, n;,n,,n,, ...} tvoii konfiguraci KS.

Kazda konfigurace ma vahu W.

Nejvétsi vahu ma dominantni konfigurace (DK), ktera reprezentuje KS
V rovnovazném stavu:

{no,nl,nz,nB, } e W

Termodynamicka vlastnost realného systemu je
primérnou hodnotou pro KS v DK, pro N — o,

03/9/28

k, Brno, MU, 2015
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Probléem nalezeni dominantni konfigurace KS (o maximalni vaze)
je matematicky stejny jako u idealniho plynu
(Boltzmannovo rozdéleni; molekularni parti¢ni funkce) pri:

e pocet molekul N id(Qg) — pocet ¢lenit KS N
e populace stavu molekuly n. — populace stavu ¢lena KS n.
e energie molekuly ¢ — energie ¢lena KS E,

e molekularni parti¢ni funkce ¢ — kanonicka partic¢ni funkce Q

* * * * * N! - - 7 V4
{no,nl,nz,nB, } e e W= je maximalni

* *

1 I 71 |
no-,nl -,nz.,n3., [ ]

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015 03/10/28
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E a N je konstantni

(Lagrangova metoda neurcitych cinitelu) —

Kanonicka distribuce &  kanonicka parti¢ni funkce:

i:I\}_ZeﬁEi_ Q

p n, e /5 B exp(_ﬂEi ) Q= Ze—ﬁEi

esumace probiha pres v§echny pfipustné stavy realného systemu
(Jednoho Clena KS), soucasné je to sumace pies KS
¢ Q neni omezena na neinteragujici ¢astice (jako molekularni parti¢ni funkce q)

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015 03/11/28



Lagrangova metoda neurcitych cinitelii

celkova energie KS a pocet ¢lenti KS jsou konstantni: > n,E, =E, > n, =N
' j

J

W= f(ny,n,n,,n,, ..) .. hleddne maximum ... dW=0 .. W =W’

{nz,nz,n;,n;, } . W =W = - al . .. DK

*1 I 1 | |
n,,n Ln,,ng! ..

W — InW; n; —>nj+dnj e INW > InW+d(InW)

d(InW):&Z[aInW

vazné podminky: > nE;=E = > Edn, =0 & > n,;=N =) dn, =0
j j j j

jdnj maximum ... d(InW)=0 n; jsou zavislé (vazané)

(Lagrange: omezujici podminky se vynasobi konstantou a pri¢tou k podmince extrému)

d (InW):Z(a(’I}ZWJdnj +aZdnj —,BZ:EJ.dnj =Z{(ag:lw]+a—ﬂEj}dnj

J J

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015 03/12/28



d(InW)=Z{[6|nW)+a—ﬂEj}dnJ =

J

(aan
—

on .

j+ o — fFE; =0 podminka maxima pro kazdé n; (nyni nezavisle)
J

|
Stirling: — InW =In{ Ak }

n,!,n !,n,!,n,!, ..
INW=InN!->"Inn ! ~{NINN-N}->"{n;Inn; —n, | =
j i

:InW=NInN—ZnJ. Inn,

aan _NIX . 0(n;Inn;)  fon; dlnn,
/&n Z,: on —Zj:{a _ Inn. +n. .

Olnn. 1 On, 8n an
i L. .. —==1proi=j, —-=0 proi# ]
on, n, on, on, on,
8|an_(|nni Jrl)z—lnni «— [Inni >>1]

on,

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015 03/13/28



oln'Ww

~—Inn,
on,
{aénWJqLa—ﬂEj =0 podminka maxima — -—Inn, +a—pBE =0 pro n, =n;
n.
J
= n =e“ /%) = exp(a)exp(—BE;) ... nejpravdépodobn&jii populace stavu i
uréeni @: Y n; =N=> exp(a)exp(-BE;)=exp(a Zexp -pE) =
= exp(a)= N =
2.exp(-BE;)
_ ~pE,
N exp( IBE) . e _ﬁe_/ﬂzi; Q:Ze—ﬂEi; ,B:i

D exp(-fE) Ze 5 Q

. Boltzmannovo rOZdelem (Q je kanonicka parti¢ni funkce)
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Q je univerzalnim prostredkem popisu uzavieného systému
— pomoci Q mizeme spocitat libovolnou métitelnou veli¢inu
popisujici realny (uzavieny) systém.

Napriklad vnitini energie systému U (vztazena k nule pii T = 0):

E 1 -
= S'5E ==Y PNE - E
N N&O ZP'N' Niz Qg -

1 _BE 1(20Q olnQ
=S Eem |5 —U-U(0)=—
g LEe Q(@ﬂjv () [ op j

U-U(0)=

k, Brno, MU, 2015 03/15/28
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KANONICKA PARTICNI FUNKCE NEINTERAGUJICICH MOLEKUL

(pohled z vyssi urovne)

celkova energie E; vsech molekul (prvni az N-t€) j-teho ¢lena KS:
P NI ()
| =& TE et

kanonicka parti¢ni funkce:

Q= ZeXp(—ﬂEj): Zexp{—ﬂ(ggl) +g§2) +g§3) +...+52N))} =
J J

— {Zexp(—ﬂgi )} x {Zexp(—ﬁgi )} x {Zexp(—,&?i )} X o =0
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priklad k objasnent vyjadreni sumace pres stavy KS jako soucinu sumaci pres stavy molekuly:

3 Castice, kazda ma dva stavy (napf. slozka spinu +% v mag. poli); energie vySi ¢, =v a nizsi ¢, =n

nnn nnv nwv VWV
. e ia nvn vny
vsechny moznosti (2° = 8):
vnn vvn

energie: n+n+n n+n+v N+v+Vv V+V+YV

8 2 2 2
Q= +e/m™) = qe e et =N e = (Z e/ j x (Z g/ j X (Z e/ j
j i=1 i=1 i=1

g Almn) +e g g
g Almven) +e g e
g Alvemn) +e e g A
+gAlmv) +e e P
+g~ Al +e e e
+e—ﬂ(v+v+n) +e—/)’vefﬂvefﬂn
g Alrvy) LY
8 ¢lenli 8 ¢lenti

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015
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oprava na nerozlisitelnost :
molekuly jsou identické a volné se pohybuji = jsou nerozliSitelné

Priklad . Castice stav energie stejnd E :

1 a g, b c a b c

2 b & a b c c a

3 C &, c a b a b
E=¢, te +te. =6+, +6, =...=¢6,+&, +&,

6 = 3! nerozliSitelnych ¢lent KS obsahujicich 3 molekuly

pro N molekul je N! nerozlisitelnych ¢lenti KS

Q=q" .. rozlisitelné ¢astice (napt. v krystalu)
qN
Q= m ... nerozliSitelné castice (napf. v plynu)

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015 03/18/28



C4020 Pokrocila fyzikalni chemie — 3. Statistika

TEPLO, PRACE & ENTROPIE

Jak se méeni U pri prestupu tepla a kondni prdce?

U—u(o)zéz_:n’;lzj . N> o
J
energie hladin  E; — E; +dE,
/
zména U :  modifikace
N
populaci n, >n;+dn]

dU =dU (o)+§2n’;dEj +§Z E,dn’ =dw,, +dg,, =dw,, +TdS
j j

h'd

dWrev J \ dQrev\; TdS
PRACE: méni se energetické hladiny (ne populace)
se zménou Velikosti a tvaru systéemu
TEPLOQ: pfi konstantnim objemu se méni populace hladin

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015
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e statisticka termodynamika muZe spocitat absolutni entropii

e S musime zvolit tak, aby se shodovala statisticka a
fenomenologicka entropie (definice /)

k, Brno, MU, 2015 03/20/28
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LYDWIG
BUALTEMANN
.
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:iZEjdn’;
NT 5

DEF : S:%InW* .. N>

vratny ohiev — zménaS ... zmé&na W (zmé&na dominantni konfigurace KS)

K | are k o koW
S=x W :dSzgd(an):NZ dn,

olnw’

5nj

dS:éZ( ~a+ BE; Jdn; =——aZdn +—,BZEd k’BZE dn’

J

+a— BE; =0 pro DK (podminka extréemu z Lagrangovy metody)

1 kg 1

TN T a

——ZE dn’ —kﬂZE dn’
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T—>0, W=1=InW=0= S—0 (jedinakonfigurace pro E, =0)

S &Q

|
S:LInW*z K In—— N*' _ _K INN!-> Inn}!~
N N 1 N : j

| | |
no-,nl-,nz-’n3- LI ]

zh NInN—N—Zn}Inn]+ i =£ NInN—Zln]Inn*j =
N j N j

N

:%<[anjlnN—anlnnz} Z{ JInN—lenn]}:
] j
n. n, n,
=—k) —In—-=S=-k) P, InP, & P, =—
;N N Z N

k, Brno, MU, 2015 03/23/28
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n’ e_ﬁEJ’

P =—= 0 = InP, =—pE, -InQ

" N

S=-kD P;InP, =k P,{-fE;~InQ}=—kD {-SPE,~P, InQ|=

:—k{—ﬂZPjEj -> P, InQ}:

S=kp{U-U(0)}+kInQ|

nebot: » P.E,=U-U(0), > P, =1
J J

S pomoci W, P, Q

1
ary
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Parti¢ni funkce je ,,most*
mezi termodynamikou, spektroskopii, kvantovou mechanikou a kinetikou

id(g) - nerozliitelné neinteragujici ¢astice s vnitini strukturou:

b rot vib el
& =& t& t&, t&, —

0= exp(~Pe — P& — Pen’ — Pey ) =

= {Zk:exp(—ﬂgf )} X {Zexp(—ﬂg{"t )} X {;exp(—ﬂg;‘b )} X {Zﬂ:exp(—ﬁgﬁ' )}

g=0"xq™" xq" xg®  (vlastnost exponencialy)

Pavel Kubacek, Brno, MU, 2015 03/25/28
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TERMODYNAMICKE FUNKCE

op

U —u(o):—[a'”Qj s =2 _;J 9, king

OA

A=U-TS, dA=-SdT-pdV = p:(—

oV

jT A(0)

olnQ

A=U(O)—( o j ~U+U(0)-kTInQ=|A=A(0)-KkT InQ

0

G=A+pV = G—G(O):—kTInQ+kTV( >

oInQ

v

plati i pro interagujici ¢astice

U (0)

p=kT(

oInQ
oV

)
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IDEALNI PLYN

A—A(0)=—kT InQ =—kT {N Inq—InN!}zE—T{N Ing—NInN +Nj}=

A Sti?ﬁng

=-nRT {lIng—InN+1} = G-G(0)=-nRT In%

molarni parti¢ni funkce: q,, = 4 — G-G(0)=-nRT |n|(\1|_m
N A

03/27/28
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ROVNOVAZNA KONSTANTA pro id(g)

=S =)
jedna slozka: Gf’m —Gfm (o) — _RTlIn Ui m N Gfm — Gfm (o)_ RT In Qo
A A
o
reakce: AG®=>v,GS => v,G5 (0)-RT> v, ?\i’m ; ZVJ (0)=A
J \‘] ) J A )
A\éo AEO
AE, ... rozdil energii nulovych bodii
o " o "
AG® = AE,~RTINTI| 2n | o |k, =25 Qim
J{ N, RT h .
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