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) V kaldá'm konkrétním merení je tteba zvládnouttadu problémO.,veteinou i

specifických pro danou úlohu. Správnost zjietemltch hodnot záleU pfedeveímI

na potlacení sys~ematických c~~!zpl1sobentch 1\1eticímip.tístrojinebo ne-
vhodným postupem. Jádro t~hoto problámu vystihuje jednoduchý príklad:

, ,

krateím metrem nameríme nesprávné {prílie velké) délky. Précespojená 8
, ,

odstranením'mofných systematických chyb predstavuje obvykle znacnou cást

námahy vynaložené na celé merení.
, '

Pres obrovskou.r1lznorodostmají metení výrazný spolécný rys. Je jím

fakt, že opakování za stejných podmínek nedává presne stejné výsledky.

Jednak se. uplatnujÍ náhodné chyby merení, n~bo Be také samotné studované

objekty projevují v náh odných jevech, které Be rídí pouze pravdepodobnoat+

nimi zákony (merení v mikrosvete). Pottebné informace ze souboru namefe-
, ,

ných dat, ve kterém jsou patrné náhodné vlivy, získáváme vhodným statis-

tickým zpracováním. '

1'opisem,~áhodný~h jew se zabývá teorie pravdepodobnosti,'zpracováním

pozorovaný~hnáhodných výsled~,daleímatematická disciplína - B\ati~tika.

Statistika pou!!ívápojunl a výsledkl1 teorie pravdepodobnosti; v kapi,tole'I

tohoto skripta. jsou potrebné. základy vylo!eny. K pochopení statistických
, - ,

metod 'je treba P?rozumet.pravdepodobnostnímu popisu náhodných jevo. a zvlád~

nout použití n~odný~h promenDtch. Užitecné je i podrobnejeí seznámení s

nekolika typy casto poufívaných ~ozdelení, které je rovnež sousttedeno do

kapitoly!.' '

, ', , '

~ákla4n:f ,'statistickou ú1;ohou je zjie{ováníhodnotparametr1lzkoumané-
" ' . -,. ,

ho obj~ktu~nam~rených dat. Metodysta~istického odhadu parametr1ljsou
obsahemkapit.ol,yII. Velká pozornost, je venována príklado'm; je možné, že

.pro r~dU:cteIi~f.tl, by mohly být práve tyto príklady vhodnými "vstupnímibo-
dy"do 'studované problematiky. Výklad Bta:tistic~,~h testl1 hypotéz v kapi-

'tole III je s1rucný,mofnost POS~Udl.t'rozaelení'dat'pomocí testo' dobré sho~

dy'byveá~mela.~ýtpovažovánazado'ležitou. '

, , ,
,.. ' '

K dal~!mu,:studiu je k dispózici rozsáhlá literatura, z dostupných
pramenl1 jsem vybral jen malou 'cást.Zacházeni 8 výsledky metení muže bý~

jpobidkou:k premýA1ení'o základech matematiky náhody. Myslím, že by bylo
'chibo~ pOdcenovat elementární úvahy o.pravdepodobnosti, které najdeme v

nekqlika dObrých populárnichknihách. .

~~o, cerven 1983 JOBe~ lI1imlícek

"
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I. Zékladni pojmy teorie pravdepodobnosti

Il~ Pravdepodobnost je~ I

V soucasné dobe je známo nekolik rOzných zpu8ob~, jak definovat

kvantitativne pravdepodobnost. Uvedeme tri možnosti, z nichž každá je

svým zpusobem výhodná a jejich srovnání je užitecné pro pochopení probJ

mU stojících v ceste zav:dení univerzálnf definice.
Klasická definice

Pravdepodobnost p(X) urcitého jevu X urcujeme pomocí souboru tzv.

elementárních událostí; oznacíme je El,...,En. To jsou navzáJ~m se vylt

cu;j:ící jevy (nasta~e-li jeden z nich, nemuže nastat žádný jiný) '. o kte-
rých predpokládáme, že jsou "stejne'pravdepodobné", nebo "étejn~ možné"

Pojem stejné pravdepodobnosti pokládáme za základní a nesnažíme se ho c

finovat. Jestliže se událost X dá vyjádrit jako sjednocení nekteré m-ti

~zných elementárních událostí (t.j. jako jev, pri kterém nastane Ek r.
. 1

bo ~ nebo... nebo ~ se všemi kl"'. ,km navzájem ruznými),položíme2 . m .'.'

P(X)';m/n. Pro pravdepodobnost elementárních události máme tedy P(E.)=l/
. . 1

pro vŠechn~ i=l,~..,n. POdstatná cást klasické 'definice se dá vyjádrit
, .'

následující formulací: .-

pocet príznivýchprípadu , ~

pravdepodobnost = po.cet všech možných prípadu. \.. (1)
Ihned je ovšem treba doplnit, že všechny možné pr:ípady'mus! být stejne

pravdepodobné.Vyhledání množiny elemen~árních událostí je obvykle' zalo-

,ženo na symetrii objektu, které se daného jevu úcastní (házení ideální

kostkou, ruleta apod.). Není,li pocet všech možných prípadu konecny~ ai

zustává možnost zduvodnit stejnou pravdepodobnost nekterých podmnožin

všech'jevu, lze-";definici (1) v podstate zachovat. Namísto poctu prípadu

je nutné použít vhodnou míru velikosti oblasti, reprezentujících p~ízni

vé a všechny možné prípady (délky, plochy atd). V ucebnicích teorie pra

depodobnosti se v techto okolnostech použí!á termínu geometrické pravd~

podobnosti.

Statistická definice

Oznacme pocet pokusu, ve kterých je sledován náhodný jev X, symbo-

lem N. Jestliže vM prípadech jev X nastal (ve zbylých N~M nenastal), m

žeme definovat pravdepodobnost X jako limitu relativní cetnosti MIN pri. '

N jdoucím k 'nekonecnu:

P(X) = lim : .N-tOO

Pravdepodobnosti nemožného a jistého jevu jsou tedy po rade O a 1; je-f:

X sjednocením konecného poctu vzájemne se vylucujíc~ch jevu Al'...'~'
je zrejme P(Xl=P(Al )+.. .+P(Ak). Tato definice vyjadruje i~tuitivne zre'j.
mou souvislost mezi pravdepodobností. jevu a jeho cetností pri opakova-

ných pokus.ech. Ackoliv nekonecnou :hidu pokusu nelze realizovat._predpo-

(2)
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kládáme, že s rostoucim poctem N se ~elativni cetnost plíží k limitní

-t""id"kdyžtreba neznámé)hodnote (2).

Mode~f definice,

Pravdepodobnost je definována jako ciselná míra na množine F v~ech

možných je~ (ke každému jevu z Fje prirazeno císlo p), splnujícíná-

sledující axiomy: .;t"

(a) p(X)~O pro v~echny jevy" X6F.;

(b) p(u) = i pro jistý jevU(t..j. pro,takový jev U, který nastává

V~dycky); ,

(c}P(Al nebo A2 pebo ...) = P(Al)+P(A2)'+... pro libovolné

ne sé'vylucujíci jevy Al,A2'."

Vlastnosti pravdepodobnosti z klasickéa'statiatické definice jsou zacho-

<vány, chybi jen predpis pro konkrétni prirazení numerických hodnot prav-

depodobnostijednotlivým jevum. 'To:"C.jeprirozený dusledek požadavku, aby

aparát teoriep~aVdepQdobno,~ti mohl popisovat stejné množiny náhodných

jevu, které se liší hodnotámi pravdepQc!ob,nosti.N~,
príklad pri házení

" ,," . ,'<" ,,',"'\,," ".",..,,' ,,', '" ,,-~.

-ideální kostkoú'je P(~)=.. .~P(§j:=:l/6"(1; :.';,6 znazftené.výsl~dek hodu);
"'," ", """""" ','" .f!-,,,", i", d , "" '

odchylka od ideélrtíhostavuvede k tomu, že se p~~~epodobnosti li~íod

1/6 a jejich hOdnoty j~,t.re1:>azji~t~t..~etody t~orie"pravdepódobnosti,,"

však :fungujístej'ne,:~JbOU;ri~ad~f~;.:j/'.~' . '\..
Pokusme se ,zf'ormuloyat,hodnocepí"úvedenýchtrech zpusob~ definice

"" """,', . -. --, " ,,',' ",' . '

pravdepodobnosti. Prav4epqgobnostll~ }I~í~zavedená v ,moderní definici (3)

reprezentuje podsta~noustrénku ~pplecnoú náho~ jevum; je vhodná pro

logickou výstaybu mateI1latické,teo~ie... Klasický pristup(l) -prokáže mnoh-

dy ce11nés~užby: pz;pto, ,.~E!;"yyplnuj~c~~ostl:"p;.obecnýchpožadavkuhodnotami

pravdepodobno~t~.. I kpyž "ye,}.mi<:;,asto,i potrebnou mnqžinu stejnepravdepo-

dobných eleme~téFních u~~lo~tí nenajd~me, ~emá_cenuklasickoudefinici

odmitnout; "tfm bychom s~ :OócpudilL;o ,1D1,1oho. podstatnýchvýsledku. Statis-
tickou de:fini~,i(2) považují nekteri,autoriza ,jedine správnou., V sou-

vislosti se dvema druhými alternativami se však priklonime k chápáni

vztahu (2) jako prostredku k urceni numerických hodnotpravdepodobnostní

míry z' moderní definice. . '

<3)
vzájem-

~odmí~ehá pravdepodobnost~

Pravdepodobnost,náhpdnáho jevu 'A,-za predpokladu, že. nas~ává jev S,
se nazývá podminenou pravdepodobnosti..Znací se symbolem p(A1S) a je de-
finována pomocí pravdepodobnosti jevu AaS (td. jak A tak B soucasne)

~ásledujicím vztahem:-
-- P(AaS) = p(S)p(AI BL

p(AIB) je definována jen tehdy, je-li P(B»O.
(4)

Nezávislost náhodných jevu

Dva náhodná jevy Al,A2 se nazývaji nezávislé, jestlize
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P(AlaA2) = P(Al)P(A2)' neboli,p(Al!A2) = P(Al)' P(A2!Al) = P(A2L. ,

, ,

Pojem nezávislosti náhodných jevdje velmi ddležitý a budeme se s ním

casto setkávat. Horejší definice se 'však prakticky ke zjištení nezávis-

losti nepoužívá. Obvykle využijeme empirických poznatkd k tomu, abychom'

rozhodli o správnosti ~vrzení, že dva jevy spolu "ni~ak nesouvisí", a t1
to nezávislost vyjádríme formálne vztahe~ (5).

Jednoduchá pravidla

Pro pravdepodobnost, že jev A nenastane (neboli nastane j'ev:, který
oznacíme bua ne A, nebo A), vychází

P{A) = i-P(A). (6
Pravdepodobnost, že nastane alesport jeden ze dvou jevd,A,B Je

P(A nebo'B) : P(A)+P(B)-P(AaB). (1
, ,

Pokud jev A musí nastat spolecne s práve ,jedním ,z k navzájem se vylucují,

cfch' jevo. B:I.' .. ., l1c,to jest A je jev (AaB:I.)nebo(AaB2.)nebo.. .nebo (AaBJc),
dostaneme s pomocí (3) a (4) tzv. vzorec pro úplnou pravdepodobnost,

P(A) = I:p(AaBi)= . tP(Bi)P(A'Bi)o '

, i=1' " ~ i=1 '

Bl:iYes-o.v teorém -

(a1

Z definice podmínené ppevdepodobnosti (4) plyne rovnóB~~
, " . P(A( B)P(B)'

P(AaB) =P(B)P(AIB) =P(A)P(BIA) ~neb9li p(B1A) =, pÚ) '(9)
. ' " ,

!ro je tzv. aSyeso.v' teórém~ Je-li jev - B~ je~ín.':_~~_y'~_á'jE3_~~..~:_uVylucují-.

cích jevd Bi ze vztahu .~a), vyc}lé~í ogtud Bayesdv vzorec ve tvaru

, " P(AIBi)P(Bi)

P(Bi IA),..: t' ,,' !'.' P(Bi )P(A IBi->
1=1 ' ,

Smysl posledního vztahu je násled~jící~ p~edpoklád~jme, že umíme najít:
pravdepodobnosti P(B:t-) ,...,p(~).a P(AIB:t),... ,P(AIE\:)pro náhodný jev. .

A, který nastává spolu s práve jedním jevem ~,...,~. Budeme-li zevš~cb
'Q-ýsledkd pokusu vybírat jen ty, ve kterých ud~lost A nastala, dáv~Bay~-

edv teorém (10) hodnoty pravdepodobností P(BiIA), které ~e obecne liší

'od výchozích 'pravdepodobností P(Bi)' náHodných jero Bi sledovaných bez'
doplnující podmínkic. " ," , '

(:I.q)

'J ~.' Náhodné promenné I. ,

Studiumnáhodných,jevd lze prevést beze zbytku do reci ,~ís~l pro-

- strednictvím náhodné promenné. To ~e p.romenná velicina, jejížhodnoty
reprezentují všechny možné výsledky pokuE.u s náhodnýmijevy.;>pravdepo-
dobnosti jednotlivých výsledk-o.jsou tak prii"aze~ odpovídajfcim hodnot~

náhodné promenná.. lfejroznejš=!. náho~á jevy, jejichž struktura je z ~le-
diska upl~tnení pravdepodobnostnícll zákon-o..stejn.á,.jsou popisovány
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jedinou náhodnou promennou. Pro zk9umáni náhodných promenných máme k dis-

poz1ci rozvinutý aparát matematické analýzy.
- je .

Je-~i množina hodnot náhodné promenné ~ spocetná (lze indexovat pri-

rozenými císly, napríklad Yl' Y2'.")" nazýváme ~ diskrétní náhodnou pro-

mennou a' soubor pravdepodobnosti Pi2.(Yl)' Prz(Y2)'.". diskrétní funkci roz-
delení. Výhodné je použiti spojitých náhodných promenných, které mohou

nabývat libovolných reálných hodn'Otze spojitých intervalu. Potom není

možné priradit dané hodnote nenulov~u pravdepodobnost, protože pravdepo-

dobnost spojená s intervalem hodnot by byla nekonecná. Prirozenýmrešemm

tohoto problému. je zavedeni hustoty pravdepodobnosti; zadané hodndt~ x

spojité náhodné promenné f priradíme hustotu

f' ..bi:> = liEl' P(x~ f <. x + Ax) ~.

t AX~O Ax. .

Pravdepodo bnost,. ž.~ :hodnoty í jsou z intervalu < x, :: + A x) je tedy pro

do'stat;cne.m~féA~>ÚÍIl~rná dé1.ce in~erv:alu a koefi?~entem úmernosti je hu-

stota 'f'§~(?C?:;hebo}-i np:avde~odobnost,n~ j;ednotkovó:u ~élku intervalu"..
Protože hustot~ j,e obecn~ ~ci JF, dostaneme pravdep?dobnost pro' konec-

- 'ný inte:M"al (xi, ~2} integraci: ','

'" , " .X,2~L '. '

p( xl~ l'f./f2'} =:5" f'f (~! dx~
, ,,' "'Xl

, ,. ,c' . . /

S použitiÍn"Dira.-co~y S'::' ':funkce mžeme rozširí,t-, za dani' hustotytak, že
'." . '. " " ~ . .' . ". --'i'"

v's()b,{ z~rrnújf!1 Y:J.~stn9st! ,;qisk~é!-~t' i.spojit~ ná,hodné,promenné. Naprikled
'" -'e" '..,', ',. '," ~ ~. ". '. \

f'unkce . , '. ,,\ '

, . .."'. ", ,,' ," . "., vI '.. 2

.. f'i-(Z),.= Fl ~(i-zl)+ P2,b(z-z2) +.(l-Pl~&~d~e7' (--~), :(3)

jehus{{,tou ná~O:dné pr~'m~nné h kteráne.bý~~,~i~ot \ ~~,z2' s pravdepodob-

nostmi Pl; P2 a libovolných reálných hodnot'r[zných od zl' z2 s hustotou

danou tretí,ID, ,cleI'tem,n~,p'~v~ stran~ vzorce (3).' Aby byl splnen požadavek
, , --~", .",

pravdepodobnostijistého jevu (viz (1.3», ,musi platit '

.,'"" 00

f:Ptz(Yi>: 1,-ltt",(X) 'dx = 1 (4)

pro lib?VOl.nOU -náhodnou promennou 2 (diskrétní) a j (spojitou, vne inter-

val'O.mo~nýchhodnot poloŽ-ip1e hu~toturovnounule). Z této normove.d pod-
minky;Yc1iá~ifakt~ru ~xPonenciá1.ní':funkceve, vztah\,1 (3).,

(1)

i.,-' >.
(~)s':'

'2..,
". ..

'...,

Funkce, náhodné promenné, ''" ".,,--

,Je-~~'j náhodná promenná S hustotou :f Í (x) a:h(x) '~adaná :fu.~ce s

hodnotami'y = h(x) t mužeme prenést pravdepodo~mostní miru z ~nt~rvalú

hodnot x do intervalu hodn?t y, kte~é jsou pak hodnotami nové náhodné pro-

menné (oznacme ji ~). Je-~i transformace y = h(x) "vzájemne .le,?-~<::~?ac~~
prechází i-nt~rval(x, x+dx) V (y, y+dy) pro-iniinitez~máizrl dx; pritomje-- . -

,d'l- = }n(x>ldx. Pro 'hustotu g'l. (y) tedy s pomocí definice .(1) dostaneme
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g'l,(Y) dy = f' j (X) dx , a odtud

~, ' (y). f't(~> = f'j[t:::(l)]. (5)
~ lhl (x){ Ihl [h-I'(Yll1

H(~) znací derivaci a h-l{y) fUnkci !nveri~~ ~h-l(y), ~terá podle pred~

pokladu a jednoznacnostitransf'o~ce'y~h(x} existuje.V o~cnám prí~~e

se nekolik interVa:I.o.< r, x+dx);: t~sform\lje do intervalu<,y, Y1-dy) a
pravdepodobnosti je treba secí~t ptes všechny taková interva~t: -

II

g (jy) =L ft (~~ .
'l ,. I 111'(x)1

Vypocteme'j~~príklad hustotu pro y=x2;
a x= -ff pro x <. O. Odtud dostaneme

(6)

v tomto prípade je x::ffpro x,.O

, - 2:t(...ýY)+ f't(VY') pro Y7 Q,o
g2(Y) - < 2ff3

-("1>

Distribucní funkce
=

~ ,

- K~!~~t~.~~~~adání náhodp~; pro~el1!1á J, Be ve6le4is~~ :f'unkc.erosde-

le~~tl~~i,-~ffi~ohust~ty praVd,epodobnosti ,f', ~x), vtbói'!ie hodí di.s't:ribaen:!
~ce ~j,( x:)reélnép.o" argumentu xE(- co,00), def'in:ovpt} v§~ ,

, " Ft(x):~ PLt ~ x) ,', ~ ,- 't~ (8),

pro.'disk:ét!}í lspojité l~ SOJ.lvislost s hustotou spojité náhGeblé promenná'
jepodle'J2)'následujíc:í:

, X

~J(X>.:1ft(t)dt, f't(X) = d~(~) .
Druhé z ho~ejš.ich~t9rnUli platí jen tehdy, existu-~e-o-],i v bodex de~ivaceo
FUIikce F-.J(x5 má podle def'i~ice (8) skok veli1&ost;1 P(~) v každé~ bode Xi'
p~kteztiJje l?ravdepodobnost P( xi) nenulové. p].i3tribucní ~ce jenekle-
sajic:í,p'dtUe';ztahu (4) jsou jeji krajni~c~ hodnoty O a :t. Diskrét-
ni funkcirozdeleni,hustotenebo distrib~cni:runJfcl,se strucne ríká roz-

delení n~hodné promenné.

Viceroznlerné'náhodné promenné

Nekteré náhodné jevy je treba popisovat neko:}'1katennými cisly"

Uspof'ádané':~-~ice r~álntch c"isel (xl'" u',xn) ~ které je prirazena prayde-
poddbnosln{~mírat tvorí hodnotu n-rozmerné náhodné p~9mePAá. Casto sepq-

uživáte.ká )iázwnáho~ vektor nebo soustava IiáhodPÝch promennÝch. ' ,'.

Disk~tni~j~áh~dnýv.~k{or "je urcen pravdepodobnostiM P(~,... ,xn> toho,
žejedhotÍivé složkj nabudou diskrétníchhodnot xll,xl2fo..'~lPxn2'oo. .
HodnotáiU (xí,. u ,~) spojitého náhodného vektoruJJp9dtrženim symbolu

zdO-raznujeme, že jde o velicinu e nekolika komponentami.tl,oo~9tn)je pri-
razena hustota pravdepodobnosti.. ,

\
(9)

,f'.t-'(Xi-,...,xn)' - lim' ~*~ s. ... a xn"~n<'~+~).
AXl~O? , A~~ O Axr .-.&Cn ("10)
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Distribucní fUnkce je definována z<?becnenim vztehu(8):

~-:FJ- (~1' . . . r xn) s:: P( fl < xl e. .. a j'n< xn)'

Souvislo~~ hustoty a ~i8tribucní funkce je analogií

xl ~ .

F,(xl""'~)= S. ... S :f-,(tl, ,t ) dt1 ...dt .
.:r -00 -00 7- n. n

Pravd~podobno8t nalezení funkcních hodnot v zadaná oblasti Q je

P(~€Q.)= S...S fi(tl,...,tn)dtl ... dtn. '

. se.. +
Marginální a podmínené rozdelení. u - - .

(11)

první.z formulí (9):

(12)

(lJ)

Projekce funkci charakterizujících rozdelení pravdepodobností náhod-

náho vektoru do ".smero" jeho komponent jsou oznaCovány jako marginální

rozdelení. Napríklad
.' co 00

fJ...(Xl) =~..o 5' f.j. (Xl,t2,-."oo,tn> dt2 60' dtn'-co -00 .

Ft1(xl) 0= Fj.(xl'00,... ,00), . ."'ot14)

j8ouLmarg{n-álni<~hustotou'á'níargi~álnídistri~ucní funk~ipromeriná Jr , -

Tyto~ce :FujiC~rávd~~O~Opn?8ti in~ervel~ promeriné.J1~.bez'!3h1edun~ ,':

ho~oty ZbY1:ych<.kompónent'l~ . '.' . . . -'0' -' . .' ,,', " ,','. .- ~

'...'..,,~e~y rOZ~O~:o~r:c~ch funkcí (~edna ~ebo nek91ik.koDip~nent zadát2ypev~
riel"sert'á,zývaJ! 'i,odD13:nenáro~del~ní. Na.prík~ad"z ~US~Q~y (~O) o~dosta~eme

hustotu pravdepodobnosti komponent o f2t!.. 'fnza -predpo:kle.du~'~efl ne-

bývá pevné hodnoty xio).,vhodným normováním: \'; .

'" : - (o) "0

fJ2'u. ;'rn(x-2"; ~ 'xnl~í = xio} ~ (Xl. '~~~;. '~).:.";"
o"~ -;,"., ,<LX--}.:,"" "':.~ .., fJl (Xl.), .

, kde fjl. jemarginélni'"'-13~~'t.~ia (l~) ~ Normo~aci fakt:or "'Vychází prímo zde-

finice podIDiJle~é"p~VdepO~~b~osti(I.4)~ ',' .'. ,

Nezávis10stn-áhodných promenných
. '

, ' .

Má-li nélÍodnY ve~or.t. ,s komponentami !l;~'H ,in d~stribucníc.1"unkcit
která je soucinem marginálních di e11:ribucnich funkci, .'

',F.j. (~, ~~.:;~~)':::.Fj~~.X1:). :':FJn (~),' ---~ 'o . - . . . (16)

ozn~c_~j~m~.:?:~9~áp;om~nné' 11,.. ~',fn?~to Ilez~v~á1á~ Smysl tohoto pojJDe-
novéni'"JGi:rtejn.t"jclco:' y 'p~ípade nezávj.slosti. náhodI1ých jeva. J§l,~ !zorec .

(1.5» ~t'prayd~podobn'?S~,~...~~bO h~~tQty jedná 'z promeÍmých nezále~f:vO.bec
,na ostatní'ch:' Hodnoty' podmÚlenýchpravdepodobnosti nebo hustot (jako napr.
; . ." . . '

ve vztahu (15» j~ou tytá~.jako bez podminekf co~ se dá ~trucn~ vyjádr~t

foz:nulf ~16h .

Výsledky mereni ~ hodnoty náhodných proJDenných

Merením ~íSKá~áme ve velká veteine;.pripadd soubory císel. Náhodné

. (15)
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~v~ivy pusobící v p~ocesu merení vedou k tomu,'~e je více mo~ných výsle~.

O tom se mu~eme presvedcit pouze opakováním celého merení y nezmenených
pOdminKách. Zkušenost nás ucí, že se relativní cetnosti možných výs1e~

s rostoucím poctem opakování blíží k pevným hodnotám. pravdepodobnostem.

V opacném prípade usuzujeme na zmenu podmínek merení.

Namerená cie1a jsou hodnotami náhodných promenných.'Cilem je ovšem

zjišteni vlastností mereného objektu, které jsou reprezentovány"pevnými

hodhotami parametre. Tyto parametry,. spolu snáhodnýmiv1i'VY ,formují ná-:-

hodné promennépopiaující výsledky merení: Vhodným zpracováním dat se

Bna~ime'potlacit vliv náhody a "urcit", nebo lépe'"odhadnout", h~edané o

parametry. Statistický termín odhad je lepší, protože hodnoty parametre

vypoctené z namerených dat tvorí opet náhodné promenné a jejich souvie...', -uu '-

10st se skutecnými parametry mužeme vyjádrit pouze pomocí pojmu pravde.po-.
dobnosti. .'

Na záver ukážeme výsledky dvou typických~erení.

Príklad merení casového intervalu

JD.~r:~n~'..byl !yprán casový intekal známé.q~lky.~.toti~'doba, za' .~

k,t~~,~~,.probehne vter\:no~é :rucicka hodin- dva vtefwové dt'lký'cifez:ní~.
.Pri prochodurucky VÝ9hozí znackou byly "rucne" ,spušteny-, apoprObe~

.." u.' . "" ..

-dvou dílW.~pet' rucne' zástaveny, digitální hodiny, které.pocítalyintJt.- :

v~ly délky ssi 0.58 ms (milisekundy). Pocet tikO.dígi~élnichhodinbyl
, . ",'_u ' ;. ,

.' 1
;
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; Obr. 1. Výsledky opakovaného merení casu.
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zaregistrován a m~rení opakováno celkem 20o-krát.Vynecháme diskusi o'mo!-

ných~~ystematických chybách, která by mohla být,velmi obsáhlá i v tomto

jednoduchém 'prípadeg Výsledky jednotlivých meren! Be ovšem liší od epráv-
'. .

ná hodnoty"t =28, predevším proto, že se málokdy podarí spustit a zaata-o
vit hodiny pri prdchodu rucky presne nad znackou ciferníku. Soubor výaled-

. '

kfi,je graficky znázornen v obr. 1. Registrované údaje jsou hodnotami dis-

krátní 'náhodná promenné {pouze <:elo~~se1.nánásobky dálky tiku digitálních

bodin. V § 11 se k tomuto ,príkladu vrátíme, a uvid'me, že toto diskrétní

rozdelení mfiže být velmi dobre aproximoyáno jedním známým rozdelením spo-

jitým; ukážeme, jak je treba získaná data zpracovat a jak interpretovat

výsledky. ,

Hrubou predstavu ~hu8tote pravdepodobnosti príslušné náhodné promenná

poskytujehistogram na obr..2. Výškou sloupclljsou tam znázorneny pocty

. ~amerených hodnot ye dvaceti ,stejne dlouhých ,intervalech mezi nejvetším

a nejmenším údajem. Cetnosti v jednotlivých sloupci~hhistogramu jsou ná-

, hodné vel ic iny ,proto dochází ~,výraznrm odChyl~ám od,predpokládanáho "

plavného prdbehu hustoty pravdepodobnosti.
, ,',:' ,,:. C,. c' .', i'" .

"" V tomto,mereni se uplatnují ná4OdD.~"yli ~,',pros~redn~ctvim nekontro-
lo.Vstélnýéh iidských reakci. 'zrejfile by'?nebylo~~fiíiiFobti~né spouštení

, ,',' ,..' ", N " ' ", "",'", ' ,,' ,

azástavováni hoc!in zautoD1ati~óvat atiDi"'meren{ 'zpfE;snit. Pro následujíci '",
" " ' , , ",' "'," ",' ,,',' '.. " ," ' '

príklad bylo zvolen~'mere~~~do jeho~,prdbehucl~!e~nezasahuje. ~
" " ~ ,', ' "~', " "', ~'. " "y. ',' ,"

Príklad mereni. p!'opustnost.i_spéktrometrem ,"
",,"', ,,' - " ,d': . ~ ,.'/c- ,

'o.. Propustl.lO,st(podíl ~ntenzit pro~l~ho a dopadajícího'.svetla) zkouma-.
ného vzorku se merí spektrometrem.:Ze"s,yetla vycházejícího ze zdroje se ,

vybírá urcitá pásmo vlnových dálek. S~etelný paprsek j~rozdelen na dve

"cásti, z nich~ .jedna proc.h~~~ vzorkéma druhá ,jde ,mimo nej. Obe cásti 'Jsou

registrovány detektorem, kter.ý prevádí intenzity na elektrické napetí.

V elektrickÝ.c.h ,obvodech 'jsou .:tyt?signály' zpracovány tak,!e údajem na

výstupu je propuBtno~t vzorku. Cinnost moderní~h spektrometrfi je rízena

pocítacem a~ereni, vcet~e ~ápiéu výsledko,.mfi!e,probihat zcela'automatic-

ky. PrestojS?U výsledky opet ~atíženY n.áhodnými chybami.

~ro naši,uk~Z~ jsme vybrali dat9; porízená na. lcval1.tním infracerve-

ném, sp,ektrometru, mi kterém' ~la. pevne nastavena vlnová délka svetle. a. po-

cítac registroval v 'konstantních casovycp. intervalech výstupní signál~ Ti-.

síé z.a~saných' hodnot 'je znázorneno v. Obr. .3 ve forme histogramu., Aby vy-,

nikl diskrátni'charakter výsledlro, zachovali. jsme signál ve tvaru celých

ciBel.~ tak, ,jak vychází z analogove-digitálního prevodníku v prístroji.,

Propustno~t dostaneme násoben~m tohoto údajekonetantou, danou nastavením

aparatury; nesprávné nastaveni vede k systematickým chybám. Kolísání sig- ,

nálu, ozna~ované jako šum, j~ zpfisobenopredevšímn~hod?ýmiprocesy ve

zdroji svetla a v detektorUo .V dobrém prístroji jsou tyto prvky vybrány
, .

tak, aby pome~ signál/šum byl co nejvetší., Zlepšení dosažitelné a prija-

telnou némaho~ obvykle neni ,možné.. Návod k optimálnímu zprac<?vání dat,
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kt~r§, ~jsou k dispozici, poskytují statistické metody. Analýzou rozdelení

náhodné veliciny z tohoto príkladu se budeme zabývat v §§20 a 21; uká~e-
me, ~e je.,jstejného typu jako v horejším pr-íklade rucního mer-ení casu.

)3. Vlastnosti náhodných promenných I

. Náhodná promenná je úplne zadaná'svojí distribucní funkcí, prípadne

hustotou nebo diskrétní ~cí rozde-lení. Velmi, u~itecné jsou následující"

císelné hodnoty, kte,~ vystihují nekterá podstatné vlastnosti r~zdelení
pravdepodobnosti. ,,' v

Strední hodnota
, j

"náhodná veliciny 'l(diskrátní, rozdelení P(Yi» a f (spojité, s husto-

tou'!'j (x» je definována vztahemOo

:E(~) = ~'YiP(Yi) ,'Eej> .:: S X:t(x)ax , .
v' , ; 1 " " , "; -co

j~stliže tYto',:výra~~ exist~jí. Pro zadané funkce g(~), h (f) jsou stN~dní
hodnoty , , :' , 00'

~,l~!,+~l{~,"~;~~i~.~~~~kL~[h~J>] "l.~(X>~(">dr. .. (2 >

Jetreb~siuvedomit,že,,'st~ednihodn()~á není':funkcí hodnot náhodné pro-

. ~enné;" symboiem Et',(f }/w.yjadr-uj~me, žej"de"o' strední hodnotu promenné l.'~~'
Jeto lineárníf'un!ccionál,z definice (2) vychází ' '~

E(a~~(l~,+~~~(J)] =~E[ ~ (~)]+~E Id2(J.>l'
,"'",-r> ;--"','" ,,",,!'1, "', " Y<--"""7"<. "," "."". "," "".,", \ .'

prpliboyolna.:. císla a,b. s~té~í hodnota cbarakte~izuje polohu rozdeleni.

OZ'1.acuj'e,;senek~,."aké..;..jak~'t?Ín~tematick~ocekávání,' expekt.ance, stred roz-

p.iS1:eni.Pro,n~kt~l.'á.rozg.~"l;ní toto císlo neexistuje, .napr. pr~ tzv. Cau-

C~9~U hU~.~,ot;"f.~X): =[1"((;Li;r2,>]-1(ViZ §9)není integrál (l.)defi~ován.
Disperze '

, '

je strední hodriot~..Jcvadrátu odchylek od strední hodnot;}.náhodné ve-

1iciny: " ,

'D(tr =, E{[y~,Eei>l2}= f [Yi-E{2>]2 P(Yi>'
,,' .. ~ ' 00

, ' ,D(l)':E~[x~E{J,)]21 ~;._i[x-E(1~~ f.(X)dX; , ,

pOkUdexistujé, cha.rakterizuje šírku 'rozdelení. Velmi casto se.pro ni uží-

. vásymboluý2,hodn,ote fi se, pak ríká, !3tredni kvadratická odchylka.

~.l)

.. <3)

. (4)

MediáI(;~ 'fuoda'!

. ,jsou dalšimi charakter~stikamipolohy ro~delení.Medián ~1/2 je ta-
ková h()dnot.~. náhodné 'prom~nná 1 sdistrib~~ní :funkcí FCx} ,pro kterou

: F(Xi/2)~= P'<x<.xl/2) ~ 1/2. "., ,d .C (5)
t " " . .,' '

!Jinýmie?-°'VY~ 'Prfivdepodobnosti, žej nabude.hodnot

: stejná a rOVnaji se jedná polovine.p~oeymetrické

pad a nad mediánem jsou

ro~delení je medián '
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, roven strední, hodnote. Moda~ je hodnotou,prokierou má hustota maximum

t(:xm), nebo natft~vá maximum pre.vdepodo'bnosti P(xm) v prípa(ie diskrétního'
'rozdelení. '

Momenty

Momentem rádu k ~áhodné veli~iny tvzhledem k císlu c se nazývá

strední hodnota'E [Ci-c),k]. J/lomenty vzbledemk pocátku (c=O) bývají:
cováDy jako algebraické: . ", '

~ k :: E (ik), ,

ozna-

( ~)

momenty vzhledem, ke strední hodnote(~= E(f» j-spu centráln;í;:

'~ = E{U-, Eef >1k}. '

Stre;dn! hodnota je :te(iy prvním algebraickým momentem (~i l".:.Oisperze dru-
hým !centrálnÚn momentem (~). ' ' ,

As~etrie aexces

':', ! ,A$imetrie~i je def'inovánajako

, '

j1r: "l~ltI) =l'3 .1~2. ... "....." .00..0..o.... ."..., .. o. >(8) .

,p ,,'SymetriCké' ro'Zdelení 'je ,f3' a tedy tasymetrie:~ul~vá.~ro pesym~tri~- I

..ké!rozde.lení je f"1 vhodnoll11ií~ou o,d~hilkÝ 'od: symEftrie.Exces~.:,>,,: " "

..f' r2"=:f4 I~~ ~ 3 '" " . ", : ..' ,"'-- :':';- """;-~,, p;(9).'

je zvolen tak, aby pro normálni ,rozdelení' (§4) byl nu1:ový~ Umo~nujerYch- d;
'/ ' " "'" ' ," , ',', " '" '

;té p,osouzem'odli§nosti'zadaného rozde1ení, odnormálÍLího (je'~ mírou ~'špi-

j~atosti" t2 > <>,má' r~zdeiení ostrej§í:,. (2 "S°~zd~len:í ,plo§ší ne~' 'nor-
/J1íální 'se st~jllou aisperzí):. ' " :,", ' " "-,, , '

M6mentynáhodného'vektoru

, ,Pojmystrednf hodnoty ~,momentd, za~ed,enéve vz~az:(ch'(l >;,c2) , (6) a,

'(7hsedaj~':,snad~o zobecnit pro y:íc~~zDl~rnóti Il,áhO'dnoA px-o~~nnou. KvOli' I

je~n;odUch6sti zápis\1s,e omezíme naprípadnáho~ého v~t-oI'1i -f- se ~v~Í11a" " ;

",kom1?~nen:t~mi (-tl,..t2,?" ktert, ~abýv~':ho.~~~(,~,~> ,~" .~~st~~Q~' f':(~:,~.)~ ,

Stfecbú hodIiota funkce h(jl' 12) je" def'inov~af'o~lí, anál,ogi~óu ,1i(2): '
, , " 00, "

E[?(jl'~2>1 = S'~ h(Xl'X2)f"(Xl'x2)dxldX2.!' ,,(10)
" ,,' .' ' ~!Xl..' ", , " ' ' ,. '

Zvol~me-li za 'funk~ih mocniny t~ a r2,_dostánem~z posledniho,vzt~~F:mo-

',mentyvektorú' J-. Vypíšeme explicitne n~jdurežitejší z ,nich.,Dvo;jic-e 'pi-y.,..
nich algebraickýchmomentd '

, (7) .

, ,"

, 00 ' ' co '

:ECfl') =]lxl:r(~l'~) dxl~' E(~2> =_~X2 ,f"(xl'~) d~dx2

býVá znacenajako ~tred rozdelenívektoru.í.Dále ~sou to druhé
m.omenty " ,

(11)

centrální
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~~.Dctl> =6'i lit E{rfl-E(tl>]21 ,"DfJ2:}=6'~ = ,r!2-ECl2»2],

což jsou1dieperzeko,mponent jI' 12 (disperzemarginálních>rozdelení ze
vztah6 (2.14». Konecne, smíAenýdruhýcentrálni moment

. D(fl'h) = E{[h-E(h)][t2-E(f2)]} II E(hf2) - E(il)E(b.).
. se znací také jako kO

.

variace .tl a j~,nebo. ~Orelgeni moment.:-V§imne~e si,

že z definici (12) a C13).~chází 6f = D(!l' tI).

(12)

(13)

Korelacní koeficient

Koeficient korelace ~Cil'f~) mezi tI a t2 je.definován v:;tahem

~(tl't2) = D(h,t2)/JD(tl)DJl~d) = D(J~,f2)/(6ib2); .

snadno se overí, že.m6že nábÝvatpouze hodriotzintervaIu..(-l,l). Jsou-li>

tI, t2 nez~visIé (v.iz§2), je E(Jif2)= E(fI)E{r2}a podle (13) vyjde

D(§1'!2)= O, tedy i ~(fl't2)= o. Je-li.korelacníkoeficient nenulový,
nemohou být prísluené náhodné promenné nezávislé. Obrácené tvrzení však

neplatí: existují.závisl~ náhodné promenné, 'které mají nulo!! korelacní .

.koeficient. Je";IL~(.tl' t2) =O, rikáme,dže\fl a.t2 jsou nékorelované, což

je slabš>ívlastnost ~ež ~ez~vislost. PreB:t.oje korelacní koeficient .uži-...

teCnou charakteristikou; podrobnejip~ozkoumáme>jeho význam. v prípade . ~
. .." '> '. ,...,

normálne, rozdeleného náhodného vektoru v§ 6.

. (14)

Matice druhých moment~ a korelacníchkoef1cientd
" . ..'. :. " .. .>'- >'P' O"'. . '.."" . -. " '°''" . ,'. c-

-, . Je-li pocet,:n fcomponei?-t'n~Odnéhovektoru.f. vetšínež-2, mO.žeme de-

finovat smšený .4~ centrá!nímoment a korelacníkoeficient pro ")cažC!ou .:

dvojici'ti, ÝjZ. Prísl~špéb.° dvoj~zmerného m,ar8~nální,horozdelení éroz~ .

delení' -í- .integro-vsné pre8'1lAechny s~ožky krome. i-té ~ j-té). ~tvercovou -
matici s prvky. ". .:. .

- Dij~ ~(Ji'lj-)':i~~:l;.~:;:~.'~/'~o~.:;~-~~- '/", " ,-.,.,'. .
. nazýváme. maticI di-uh;ýdi momentá', . kOvariancn:! .ne,bo disperzní Platicí,nekdy

také maticícbýb~'V diagonál.e:jáé)u dispe.r~e ""jedilOtliÝých komponent: .

. ri. .'= Er?~maticé-;je eYJ!Íefrická"dcn"i .; =.D;~). lft~e'rc-ová maticePse~tavená-.
J.1, 1. " -;"."'" . -o' -"-. . '.: ., - ,'.'.

z' korelacnícll koeficientd . ' '. .' .

/

(15)

_~ij.= y~(ti,t;)=.Dij/V~iiDjj- ,_i,j ~l,..u,n. .
. Be oznacuje -:.~f!kok~relacní mati~e.. Je opet 'syme:trická,.. v diagonále jsou
. jednicky (korelacníkoe:fictent každá komponenty se ,sebou samou j'e roven

jed1iá)., 'UžitecDými císl~ jsou tzv., -globální korelacní .koeficienty Vi pro -
. každo_ukomponentu ii tJ Jstni to maximální hodIioty korelacního koeficientu.

> ~(Ji9'l)!i když 'l. probíhá všeclmy, možné lineárni kombine..ceveechkomponent
: vektoru J-krome i";té.., >~i tedy .udává míru korelac'e Ý ise souborem zbylých
jkompon~nt.. Predpokládejme, le ke kovariacní matici (15) exietujematice

°1 tnverzDÍ; : jeji io-tý diagonálnÍ prvek oznacíP1e (D-l >ii-" Pro' globální .

. (16)
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~- kore1acní kpeficient vyjde jednodu~há formule

- J [
" -1

]

-1

-+ ~i = 1 7' Dii (D )ii . (17)

,Jestliže je kovariacní matice singulární (neexí~tuje matice inverzni), je

alespon jedna ze složek J~ nejako~ lineární kombinací ostatních, tedy ~-

plne kore1ovaná s touto l1.neární kombinací(fj = 1).,

Lineární funkce náhodných p~omenných' --:' ,! ,

Lineárni kombinace a1Ýl+...+an~n~n~hOdnýCh'pr~me~Ch tI;..o'Yn,

(al;'...,an jsou císla) tvorí náhodnou'promennou, pro niž snadno najdeme "

strední hodnotuadisperzi:

~

, 1

I

1

, .

-, .

",

'~ E( f= 8i ~ i) :: r: si E( Ji)'
1=1 i=l

(18a) ,

",

~'

'D n - n n, - n 2 ' . . n-1 Ii, ,',: , : .' - .'

(2;~iti)~~ ~aiajD(ii'~j)-Lai l)(ft)+2E L ~a,~D(ti"fj). (18b),
~-;l 1~1 ;)-1 it::1, ' j.el;j-i+l "'" ' ".

, ,

-~ Podobnepro smíšenýdruhý~oe1'lt!'élfd tfiO1iiefit.dvou,lit\Q'mtch 'ko~binací' vy- ,
, jde ~vyjádrení ~o.

., ,D;t. ai~i' ~~ biti) :: t. ta! b;j:o«ti~tj).
i=l ,-1 i=1 j~l .

" o', , , : o.

Disperze, jsou kvadratickou formou kOQfi.cient~' rcakladu a'i; Pokud jsou ~ i

vzá~~mne"neko~e1Qvané (t. j. ~ij.O pro vtieehna i,~) ~ 'z\\st~ev (18b) jen '

,p~! ~len na pravé strani: " ',' ,

"', .,n ".' n ~",

D(L ai~i). = L. &.i D(~i).
" i=l ".',; i1!l '

'>.
,f..
~'

""",

(18c) "

- ,

(19)
"

, ,

Rale~am:(hu~toty lineám:C kombinti\(!e Ii hustoty t,). (XJ,.,...,xn)je "

trochu al()litESj~!.Elementárn:! ,,"vahou nebQ využitím vztehu (2.5) zjisti-- '

me,že huetotakonste.ntn:Cho násobku s" n:áboQné prom~nná j je .násobkem hus-

toty 1:t (x): " , " ,

. "' g lex) .J:...:f'~(X) c=..!.tr.(.!!.). .
8:J' al aJ€!. ,

, '
, '

i Celý problém se tedy redukuje v PQdetetlna Urcefi~ hu!toty 80U~tU dvou.

,prom~nných WZ=ti+ f2'" Distribuen:! ~oe 'l je, ' ' ,

'. 00 ~ ' , '

F!{Y)~ ~~ t'tl'r2(Xl'X2)d~dX21!1 ~dX2' ) 2til'f,2(XljX2)~i' (~:I.)
. "xl +x2<Y -00 - CIO"

, '

I

jJeou-li tl~ i2 nezávield, je'~fl'~2{Xl'X2)=fJl(Xi)!t2~X2); aubetit~e! vI

i (21)dostané1hé

(20)

I
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, ,

F;[Y) =~"2 5f12 (X2 )ff 1 (t-"2 )dt- Šdt[ Ifj2 ("2)fh ('to_":! )dx21
-00 ~ ..00 .' -00 -00 " , .

(22)

Podle vztahu (2.9) je tedy hustota souctu dvou nezávislých náhodntch pro-
m~nných dána konvolucí

, 00

f2(Y) =~ 1'f2(u)fJl {y-u)du.
'-00 ,

! , (23)

Podíl nezávislých náhodn!ch prom~nntch

Prédpoklád~jme9 !a fl,'' J 2 jsounezávisl~,a mají hustoty fl1 (X].J,

fJ2(~)' resp. distribucní 1"unlcceFfl (~),,:Ft2(~2). Hustotu po~ílu ,,-J1/!2
najdeme pomoci distribucni f'unkce "" '

, ' , ' . , " ,,' co 7%2 ' , " ,

,'F2(Y)= " SS ,':tj1 (:~1)1'J2(~)dx1~=)~ (' 1'J1 (~)1'J2(x2),~+X1 /L<7 ' ,J ' '-, , .
, ~', ' , " 0,-00, ,,', . '

o 00 , ',,' , Co,' '~. ; ", ' ,o' ,,:c ',," , ' '

+X2hl (~)fj2 (~)~ =~Fjl(~)f12(~)~+ R14jf(7":!Wr.~~;4~2'
-00 v"'" o , ',' "-00 "'.e =------

, ","'2., ',"',"'..' 'o ,:"-:---;- '..-

Podle vztahu (2.9) dost~em~ hleaanou" hust~tu d~rivovánim:'"
, ',' 00 ' ,-,-~- o ,

1'2{Y)= ~ F'2(y)= S'~1'li(~~ff2(~~dX~r)~~i1~Y~)fI2{~)dx2.'
, " o, " ,', ", d .' """"'.00,,' ',\', :-, ." ,:;",:":,,

Prib~i!ná formule pro strEid1i1hodnotua disperzi~nelineární f'unkce, . ,

, .' ,:" ". ", ",. ',,-,,~,::} "',', c.,',', ~. ';' ,

, StrEidní hodno~:,!- ~ disperzi fnnkce ,h( 11; .7;~ln)Jláhodntc,h prom~.imých
"mdžeme 'aproximovat jednoduchý1aivzt~za predpok,1~du,. !e, je prO.b~h'h
v okolí stredních hodnOt.,E(f~),...,$(.fn)támer1in~ární~V Tay1~rove

rozvoji '",' , ' " "',' <,:~',;;'},,;',~:' ,,' ,

h('19...'fm)=hrE(jl),.~.,E(jn~ +~[ff-E<'I
,

'

,

i)i
,

O

,

a-r
,

b'

,

,'

I
'+~u:

.

-,",

J " l ,,' i-I"" 1"'J1 E i ' -~ .

(24)

d~

(25)

, (26)

zachováme pouze uvedená dva cleny;,symbOl E u d~riV8.cí'z~amená, ~e jde o

. hodnoty ov;bode E<j1),...,E<Jn)~Strední ~?dnotadruháhoclen.u 'v(~6)je
nUlová, proto ' . ' ',' , , '

" '..

E[h(j~,..-o ,ln)] ~ nG<fl)"" ..,E('t:~." C~.
(27)

Pro disperzi funkceh dostáváme' ,',

n, n, '

D[h(~l'...' fn»)= E{[h-E(h>]2}~{~' ,~~i~E(ft ~~IE{fj-E( fj~~j\E} ~

-" n n ah '

\

dh

\

'

;: L L- - D( ., ).
:,u i=1 j=l !)fi E 'dIj E f1. fj

(28)

i.
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-~- To je samozrejme vztah (18b), jen na.míste koe~icientu ai stoj! deriva~e

dh/tJi~ V rozvoji (26) jsme zachoval~lineárn! kombinaci1ia aditivní '

konétanty, které dieperzi neovlivni., t1plne stejne odv:od:(mesm!~ený druhý

moment dvou f'unkc!h(jl'~u,im) a ~(jl'."'fnr: '

. f:
(

' '

] [
:'T

J
'" n n oh

l

og
I

' , '.

D(h,g):E\ h-E(h) g-E(g)J ~'L. L r' - D<fv jj'.
" 'i=l jel 1i E ct~ "E ,',',, ,

(29)

, .'
, ,

Kvalita aproximaci (27)-(29) záležÍ n~ tom, jak dobré je lineární .

pf'.ibl!žení f'unkcnícij probehll pomocí dvou cleml Taylorova rozvoje ~takóvá '

~blasti argumentll,která podstatne prispívá k disperzi.Velikost táto ,

~blasti záleží ne. tom, jak iiirokájsou rozdelen! prómemJÚC~ Ýl"" .,'fn'
tedy hlavne-na jejich disperz!ch. Aproximace sev zásade zlepiiuj!pri.,

zmenšování druhých momentll D(ji' rj).' ' " , . , ~

Jsou-li li nekorelovarié t dostaneme z, (28) ~ é29)jednOd12š~!~~tahy'

.D(h>:tC~tIJ2D(f~~u,:" D(h.g>~ ~~;J3hIE'D(h>',.' OD) .

,'prv:~"zre~ac!( 30 )t~p;éPsa~~ 'prostre~! kvad~tick~O~c~~~,'6"~~ fD(h), ,

.6'i~ýD(fi)' se ríká také (Gausstlv) zákonpro prenoschyb:' \~:

6:' ~ \I,(t)h_
\

)2 62+.. .+(oh
\
)26'2

h °tl E I . ~t~ E ~
. (31~) ,i

,"

. ,> ' " , ',' ,

Fourie~ova tra~~formace .hustoty ~ebo disk~etnifUnkcerózdeleni se
nazývá charakteristíckóu f'unkcináhodneprQmenné.'Je' to komp~exni funkce

reálné promenné t: .~'

, , ~. ,

~t)~E{exp(it~)1 =~iexp(itx)f'j<X)dX ;, '.

(32)

'.

.,1

: 1

!

1

pro spoji tou promennou 1 8 hustotou 1"j (x) .,Charakteristická funkce ,úpinl,

pop1-suje ná..l1odná promenmé; hustóta je dána. obrácenou transformaci'
, '00

1 (" '

.:rjCx>= 21T JXlt)exp(-ixt)dt.
"-00 -',

Jsou-li a,b, konstanty, platí

, Xaj~b (t)=E{exp[it(ai+b)]}=exp(itb~Xj(at). -'

. Pro,nezávislá íl' f2 dostaneme charakteristickou funkci souctu t1+f2jako"
,soucin ' '

;Xtl+f2Ú>=E{exp[it'h+b>1) =E[exp<ith>lE[exP(itk~=Xh <t,>.Af2(tJ.. 05>. !

03)

(34)

J,]
!
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T<tje jeden z duvodu velké užitecnQsti charakteristické funkce' (namisto~.--~.,,' '

ko-;';oluce hustot (23) máme jednoduchýeoucin charakteristických funkci).

znaloe~J(l( t) je u~i tecná i pro nalezeni momentu (6) ze zápisu exponenty
pomoci mocninné fady: ,

,00 k 00 k' ook

1. (t)=E [ L ~ ] =L. (it) E(~k):: L (i) ~ktk.
~ k=o k! k=o 1ft " k=o kl, ,

(36)

Mbmenty ~k jsou, a! ria~ktor ik/k~, ro~ny koeficientumuclen~tk v roz-

kladu X (t) 'v mocninnou fi:iÍ:lu.

14. Normáln:! rozdeleni, I "

Spojitánáh?dIlá promenná, kt~rá,n8:býv~1.ibovolnýchreálnýchhodnot x '

S hustotou pravdepodobnosti

'f( x) :: '.~ .~ exp (' , -'e x2f> 2 ]
,

Q ,211 " 26 ' "

. '

(1)
,'" ., " ' ,

iná tzv. normálni, nebo Gaussov()~Laplaceovo,. rozdelerd.'Kvo.li1struc~ósti
, . -, ";' «c< '-, "~',,;," );,' '~, . .;,\ L"~ . f'", ", ,,' ,

vyjadrováni prestan,:eme'v dalšim té~u odlišov;at o.znaceri'i,proc ~áh9dnOU pro- .
menno~. a,jej~ hodnoty t ,p()uživané' dusleqne",v §§-2 a '3; 'budeme napriklad ri-
kat,že (l)jehuetotou;!'prom~nné x. '::~:::-- "'~.

,"', ",'. ", ,z",,'~

Rozdelen:! ,(1) je zadáno dvema' reálným~ ~arametJ:'"y, ij,_,~ \~že bÝt li-

bovOlné, {)musi být kladné. .tJ.-je strední, >}:].(H3.no1;a,\Gst.:fednf;;k!~.<iratická od-:
cbylka (G'2 disperze): ,i; i'(j~, ",>! ' ; ;,'

, '

, '2 '

E(x)= f, D(x):=.6. '
'. ' ,: ",.""~:,", :

Normálni rozdeleni.je;;~~~etI'~~k~ ,yzhléd~m~; ,,~tr~~ího-drtote'ifS"která je, .' "" ",.' ,'. '-.., . '.',.,""', ' . ...(-, ., ,..,

zárovenmed,iánem 1- je4ino~,modou. Chárekterietická:fUnkc.é': ,,'., '

X(t)~exp(~t :'t262;'2'~; ,"c; , ., ":,, ',," ,

Centrálnimomenty (3.7) :Lichého rádu jsou n.ulové;, p.ro .sudý rád vychází

(2)

<3)

AJ. .:. (2k ) i 2k
,c2k - k . ,-O
" 2 (k)! '

k~'l . (4)

,.

A~ynietri~'( 3.8) i exces <3,..9) jsou Z}~ové: fi= f2:=;().''"

Pro hustotu (1) s.e uživá 'zna.ceni' N~6:) ;jeji charakteristický "zvo;:--

It\,ový" prub~h je protri ruzné di~p~rze 62 natcreslén vobr."4~ Distribucn:í
':funkce,je,

"

". rJx-JJ.: ;h 1 z t2

, F(x)=~~-1, kde r(Z)= 1'cfr _Lexp(-~)dt.

jFunkci P(~) se ríká integrál, pravdepodobnosti ne'bofunk:ce chYb~ F(x) pro

i tfi rezné disperze áe nakres1.ena v obr. 5. 'pomoci distribucni funkce (§2)
imt\~eme ~jádritPravdepodobmost, ž~ hod11o~a x padne dQ zadaného intervalu:

(5)
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1~ .,~e jedenz duvodu velké uži tecnQsti charakteristické funkce' (namísto
k~~;oluce hustot (23) ~áme jednoduchý soucin charakteristických funkcí).

Znalost,)(j(t) je u~itecnái pro nalezení momentu (6) ze zápisu exponenty
pomocí mo~ninné rady: ,

. ook cO k' 00, . k

rt.' (t)=E [ L.Q:tl.t J =L (it) E(~k):: L (.tJ ~ktk.f k
k!

k_O
k! . k -o k!,

=0 - 4' ~ '

()6)

Jromenty ~k jsou, a~ na :rrak~or ii:/k'!, rov:ny koeficientum 't. clend tk v roz-

kladu X(t) 'v mocninnou radu.

(4." Normální rozdelení' J .'

Spojitánáh?dnápromenná,kt~rá.Ilabývá.libovolných'reálnýchhodnot x .

s hustotoupravdepodobnoati

f(x) =='~ .~ exp [ -'(X;t)2. ]
' .

Q 1211' 26 .. "
" . " ,"

iná tzv. nOl,'ri1ální, neRo Ga~~so:v(tfLapláceovo, rBzd~;ent~ d~~~i}st~cnósu
" ...'.' .> ~. .' . , , ,." " ,: '-"":;' . '

'Vyjadrování preétaneme'v dalš~m té~u odlišovat oznacerii, pro,; náhodnou. pro-..

menno~ a"jej~ .p.odn~ty ,p9už:!vané dusled;ne tV §.§2 'a'a;budeme~~p:ríklad".rí:
kat,~e (1) jehus'totouófpromenné x. ",. . >..'~. ~ ~. . ~ ~

Rozdelení. (1) je zadáZ1o dvema' reálnýmiBaraÍnetry.L._~ t~že být 1i':'-"

bovOlné, Eí2mu~í . být kladné. .t-;~e stredn~.e~odIio~a#) 'S}fednJ~'_~~dhtická o~_:
chylka (6' d1sperze): . t. ,i, ,.' -,-.." .'. . .

. . . 2 .

E{x)= f, D{x)=6 . . . (2) .

(1)

. '

Normální rozdelení je '~;yD1etl'i7ké yZhlédem'~~'é.~tf'~~iihOdrt2~ei~':která 'je
zároven mediánem'i jediZ;ou modou. 'Charakte;iétfcká'.fUnkcl:'t t' ,.'

X(t)~~xp(~t :':t%2;'d>.':; . ., '; ':.'~':i,.d } "~ "'

Centrální momenty (3.7) :Lichého rádu jsou nulové~. pro 'sudý rád vycház:!

AJ. ~ (2k) i c2k
(.--2k .g

. 2k(k) ! '

<3)

k~l. (4 )

A~ymetri9'(3.8) ..'1: exces <3..9)' jsou nulov~: fi.= r2:=:.o.'

Prohustotu (l). s.e užíváznacen( Nt&6:);jej:Í, charakteristický "zvo~

!~PVÝ" prubeh je protri ruzné dlf?perze 62 natcres,1Emvobr.,'4:' Distribucní
:f'unkce. je,

. F(,,>~x;t'-I. kde P(z>="/21>lexp(-;2>dt. (5)

.Funkci P(z.>. se ríká integrál, pravdepodobnosti nebo. funkce chYb~ F(x) pro
tri rO-zná disperze ~e nakreslena v obr. 5. 'pomocí distribucní :funkce (§2)

imt1~eme ~jádrit 'pravdepodoblllost,.ž~ hodnota x padne dQ zadanéhodintervalu:
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;~f()()

..

B.3

; B.2
. i
. j

I
I .
I
!

. i B.l

.

I
I
i

i
I

B.B.

- . . . . '.-. . . .)(
-.-" : --~..; '..- .,1'. "'. '.-'.. '._.~-,.~ .'.,.;..'. .".. -'.", -,--, :..:~.. " ' ~-

4._U~t.o~a norm~~~~hO rozdelení se stfe~. ho~otou t-=O -_a 'o"
- . d1.sperzemi 6 =1,4,9. . . .

J

~

de.6
-'.

."

i
\. 'C

-6 . -2 2 6

':
.><

Obr.5;"'!?istribucní :funkce normálního rozdelení s /:-=0 a 6'2=l,4~9.''..



!~

f
f

!
\
;

- 24 -

, P(XE:!~l'~) )=F(x2)-F(xl).Vycislenim integrálu pravd~podobnosti (5)
, ' , \ '

zjistíme, l~, , -",

, r(f<-~'x~t-+().O.683;. P(~-2b'X't'+26i.O.954. ,.: (6)
Strední~ara{ická odchylce 6,8e v pfípadi normálního rozd~leni fikátakj

standardní odch.vlka. Intervaly i!"t.G, a ~t2fj s pravdepodobnosWm obsahem ,- , ",

(6) 'se pak oznac~jí. jako intervaly s jednou a dvema etandar4n:Cmi oodchYlka-
, , ~ ' , . ,

mi. - , ", " o o' , "

'" Vel~t potrebná f'unkce-. cbyb(5)' byla- mnohokrát ta,be1ovtbla (V ,dZDt,rti ,r~'

modifik~cích). Ulitecná, jsourdzná aproXimace, která'umolnu~ ~ocita~' ,
, 'o,' , ',' .

dostatecne pr~e8ná2hodnoty_e,m~nimáln:inmnaho,u, napf'~ o ,o ' " ,,' ,

t}(z)Zl - e~ /2) t.. (o. Ji"93815-0. 3565.638t+l. 781478t2_1.821256t3+

'+I'.3~0274t4), t=1/(J:+Ó.2.316419z'? proz'~O" -','::, ~(7)':

:1

;"

...

j:,

,;,

~'(Z)=l- t(J~lf~~ ,pro z< O; , . o, o o, ,-' '

-, chy,ba táto aproximace je pro libovolná z .men!i ne~ 10~i~, ,

,f. ';", '" , , '"

~i Náhodná promenná (x-f')16' má tzv. standar4ni normál1?-i. rozdele~~'~(O,l,r'8e
fol "U" ' " - ~ " -, " -' ~ . -."'.. ,o' ,'," "o '. , ','; " """ " ,"

~i stfedni,-h()~ot~u ~ adisperz!l; její distribu~nf fuhkc{"'j.e'i~tei~i'pr8.V-

II depod~bnosti !. ',,' o , - . >r", - -, ,,' " o,.""! ,,',7' ",.' ',' ,:-.t > '~.o

Ii , oN(jrmáln~ -f.ozdeleni má pfi ~pra~o~~! výs~ed1a\ ~~fe~í :,podst~t~ou do.le-'~
I: litost.'Predevš:ím v mnohti sit~cich velmi dobfe visti~huje roziolén,f naDie- '

'i o fenýchhodri~t~'Je!te ddlež~t-ejši- je :fakt, že i pro' data s výrazueodliš- "

t, , .f""'-', -"~,, ' ," ..."- Oe" o"', "-., --", ." ,,;-- .J'.. ..\ ,__,0',,' , "

ti ným.r?zdelemm maji statistickáodhady,z nich spoctená rozdelení, zhruba- '.

J- normálni;. :tuto souvislost vystihuje tzv. centrální limitní veta (§5)..Na-,-" " . - , , . ". '

ti víc ",jenormálrií rozdel,eni limitmm pfi'pademtady dp,lel,ittehdiskrátn:ích ,i d '

~, , ',., '.' " ',-'", "" ",c" ;--, 'c,;..', , o' ','

i: o spojt týchmOdelových rozdelení ( §9). ., . : " ' , ,"',

I" ."u '.. . .' " ':" " , "'. ,.' ,

1'1:pro' tl~závisl~ ll~rmá~e, rozdelená veliciny xi ~Cház:!nssledujíci -d\\- ,

II .- leli tá ' vý~ledkY: ," ", -- o ' , '".. ' " ,.' " , ',:

i. a) Libovolná lineárni kombinace alxl+. ..+anx. má opet normálm'roz~elen:í7
~; , " O,tom je možná se pfesvedcitpMmým výpoctem konvo1uce(3.23) nebomno-

t~ :~~::e::m~i~p:~::~~8~3;~:~~~;8~~~:f':>'cí. sttedDí .

R '; ~.~
"

, -'a,jL.o+. ..+a AL, 62='a 12~1+.. .+~26"2'.
,

. -.; " '(8)
to ' (."" . .t. --~' . nt.-n o n n ' .
~ ' ' ;' --', , , ; o o

~ ob) ~~jS~~ed~jící :f'Unkce (ve statistickéterminologiitz~.'vý'b~rovástfedni
f hodn:otaa~isp~rze)

'. ,'~ "1" n , ,

, x .~L xL'"
. " n i=l ' ,

1 n o '2
.s2. =-- L (X l -X>

, n i=l
. .'. .

jsou nezá~iBlá tehdy a jen tehdy, když v~ecbna xi ~jí, etejná normáln:C

,rozdeleni, (8 tými.l ~,b) .. '
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- 5. Zákon v~lkých císel a centrální' limitní veta

Z~kon velktch císel

Souvislost pravdepodobnosti p náhodného jevu X a cetnosti M ;jeho

výskytu v N~krát opakovaném pokusu je intu~tivnezrejmá: cekáme,že se '

relatiVní cetnost MIN bud~ s rostoucí~ N približovat k pravdepodobnosti

p. Protože podíl MIN je náhodná velicina, je trebá ~r~ ocekáyané pribli- ,

žování k hodnote p formulovat pravdepodobnostní, tvrzení. Nejznámejší je

aemoullio.v teorém; pro každé t>O platí

lim p( 1* - pl<&) = i .
N~QO

Vyjádreno ,slovy: ai zvolíme &)0 jakkoli malé, s pravdeppdobností libo-

volne blízkou k jedné jspupri dostatecne velkém poctu pokusu odchylky

pomerných cetností MIN od hodnoty p menší než &. Formuli (1) se ríká

, (slabý) zákon velkých císel'.Tvrzení

- p (li~!..!. = p)= 1
N~oo N

. (1)

, '
, .

je,si1nejší (z (2) plyne (1),~1e'ne naopak); objevil je Bore1 a,ríká se

mu 'sil~ ,zákon velkých císel.'
, ~

Pro ,prívržencestatistickédefinice pravdepodobnosti(§l) je zákon

velkých c~sef tautologií, protože pravdepodobnost urcují práve z rela-

tivních:cétnost:C p~í opakování ,pokusu. Pro zastánce názoru" že' se prav- .

'd~podOb~6šti','~~jí {a;1espon nek~)vypocíst ze struktury jevu, je predpo-
veacetností ~zkoUlogickévýstavby teorie a vety o konvergenci posloup- .

" nosti'~~podstatnými výsledky. Slabý a silný zákon vyjadrují dva ruzné

typy k011vergence hodnot pqmerných cetnóst:C: tzv. konvergenci podle prav-' .

,depodobnosti, popsanou vztahem (l) a konv~rgenci témer jiste (2».

Jako zákon velkých .císel ,se krome {l)a (2) oznac~jí také následující
v-etyo konvergenci posloupnosti aritmetických prumeru náhodných ,promen-,

'ných. JsoU-1.i,xl,x2'... nezávislé náhodná promenné se stejnou stredni ' ,

hodnotoutLadisp-erzemi D(xl),D(x2)"... takoVými, že

,dlim,'~ f:.. D(xi )=0, pax: lim P(I~,txi -~I<f:)=lN~co N2 "-1 ,N "-11- , , 1- . ,

pro libovolné t>O. To je s1sbý zákon.velkých císel.- posloupnostp~eru'

konverguje podle pravdepodobnosti' ke strední'hodnote.Silný zákon tvrdí,

. že pro náhodné promenné, jejichž disperze,aplnuj:Cpodminku

1i
.

m [!=
..

'

.

D(Xi) ] .::::00'
N~oo ..." 2 I

, ' '1 .
.i=l . '

konverguje prdmerke strední hodnote témer jis~:

(2)

( 3)

(4)
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N

P
, (

lim <t L xi) =t' 1. 1.
. N~ i=l J
J '

Obe vety ,() a (5) se dají zobecnit pro prípad posloupnostipromenných

s ruznými stredními hodnotami E(xl)' E(x2)'... ,.Jejich aritmetický pro-

mel' konverguje k limite promeru stredních hodnot '( L E(Xi)]IN.

Centrální limitní veta

<-
'(5)

udává, jaké je v limite rozdeleni aritmetického prdmeru'nezávislých

náhodn~ch promenných Xl'X2,e..;které mají stejnou distribucní funkci se
2, . , '

strední hodnotou fA-a diaperzi 6' . .Pc41e (;3.18a) a <3.19) je strední hod-

nota promeru. xN=(xl+.. .+xN)/N rovnaE(xM)=t' a jeho dispérze D{XN)=~/N;
, '

hustotu pravdepodobnostiXN dostaneme z (j~23) komplikovaným zpdsobem,

totiž .N-l-krát opakovanou konvolucí. " , > ' '" ,

S po~ocívlastnosti<3.35) <:harakteriBti~ké, .t'unk:c~ v!ak~ snadno zjis-

tíme, že cha,rakter~stickáfunkce ?( (xN)sepr~, N~ooblíží'k charakteris-

tické funkci (4..3) normálního r~z~,elení,. 1Íustot~ pra~~ru j:e tedy ,

, ~ ?

[
(- ,,~ )

2

]
," ," .

N' 00 ." 1"';'" ,- ~-"(.'i 'i "" ,

~ ý2ft'61 /~'exp '2~2 /w' ,: ,,', ;~' , ' ~. ' -' (~). '" , , " '~" ' '

,:', ' .,' ,0,0 , ' , ~

rozdelen! ecitanco. Xi muŽe být jak~kbliv;o.~t~C-i':kdÝžmák.Qll~cnou4~spe~
zi f) 2. To je tzv CiJjindberSdv-Lévyt1v teorém~.:neb,o jedrla -~..;.,:v~,~iantcentrál- -
ni limitni v;ety.. Jiná v.arianta platí,pro"pocsloupnostnézt1viel!ch,náhodných

'- ,-" ;'- - ,'" .,,.', ..

promenných Xl'x2~. .. se stre1nÚni hodn?tami/ ~í';fl-2 ~. . ..-o,a ,di8per~;e~i , -

6'i 90~ ' -" . .., které nemusí-' ,ÍI1Ít atejnOU}listr~~Uc~i ,'funkCi.Rozde1ení '~rit-
metickáho prome~u je~l:LIIlite NotOO'~pet ~.o{mt11~;Velicina ' "

(~Xi - t t'-i)//}-oi '1.=1 1.=1 ' ,1.=1

f (X:"f)

'(7)

-'.,

má asymp:toticky,rozdeleni N(O,l). K platnosti tohoto tvrzeni stací, ,aby

strední hodnotyt-i a, disperze Z 6'i existova;y 'a nero~;tly,prí1i§,rychle

e rostoucím i..Postacujíeí je napríklad splnení LjapunovovY podmínky:

~xiBtuje takové a ~Ot že '

[' ~ '2+a ] ' N , 2 2+8 '

lim 'Z- E(xi-f-i) / ( L ~i) -' =o.N~OO . 1
-'. '. 1

'

. ,? 1.= ',1.= o - ..;

(8)

Príklad: soucet rovnomerne rozdelených náhodných císel
, '

Konvergenci souctu nezávislých náhodných promenných k normálnímu, .

rozdeleni budeme ilustrovat na príkladurovnomernerozdel~ných (§9) ve-

licin xi s hustotou
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f(Xi) =1, xi ~(O,l).

Hustcta aritmetickáho promeru xN = sN/N, kde sN = ~+. ...+~,

.tit analyticky; je to po cástech polynom Btupn~ N-l:

(9)

se dá vyjád-

f(XN) = rJl
(N-l)t

k

~ (-l)i ( N) (- "- -L )N-lL--- i Xzi N . ,
i=O .

(10)

- .
<

k "k+l )xNE:- N'~' k=O;... ,N-l.' "

Strední hodnotu a dieperzi souct~ sN-~~eme vypocíst'mnohem snáze ne!
.hustotu;a pomocí (9.6) dostaneme.

E( sNr = NE(Xi) = N/2, D( SN> = ND(xi) = N/12.." (11) "
. .

Srovnání hustoty' BouctU BN a normální hustoty se.stejnousttednÍ hodnotou

a disperzí je v obr. 6~ 'ee videt, ~ekonvergenc.e k r:t°rmálm~rozdeleŽlí

je velmi. rYchlá, velicina s12-6má prakticky' stan~~rdní normální- rozdele-
"" ní. . . . "'c" " .',' .

"

. '"fúc)
,\ N-4~ .

0.6 h

.,

. e

0.4

002

000

a 4 e
X

Obr. 6. Hustota pravdepodobnosti sou~~u N nezávislých roVnomerne rozdele-

ných náhodných pro~enných (plná cára), normáln~ hU8t~ta sestej-
nou strední hodnotou a disperzí (podle vztahu (ll),.cárkovaná cá-
ra).
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I16. Vícerozmerná normální rozdelení

~- " Zobecnení normálního rozdelení (4.1) na prípad n-rozmerného náhodné-

, ho vektoru vychází z požadavku,aby hustota byla ámerná exponenciální
funkci kvadratické formy jednotlivých složek:

[

ln n .

Jf(Xl'u.,xn)= c.exp --Ž-LLaij(xi-P.i)(Xj-ttj).
" i=l j=l " '. .

(1)

.Konecný tvar této'hust~ty odvodíme podrobneji, protože se pritom ukáže

rada užitecných šouvis1ostí. Kvll1iprehle~osti zápisu zavedeme následu-

jící konv~nce: ctvercovou matici budeme znacit velkým písmenem s podlože-. .

nou vlnovkou, sloupcové yektory podtržením, transpozici libovolné matice

horním indexem T (napríkladsloupcovývektor se složkami""i jako1:;, rád- '

kový vektor e! = Cf-1,...'f!n;) ). Argument exponenty v (1) tedy strucne za-
píšeme jako

,.--

'1 T .--' (x-J.&.) A (x-.u.) ,
. 2. - ~ IV -v.;;.'

když maticeAmá prvky (,A)ij='aij. Horejší výraz.. je ska]..ár,.. protože sou- .
. . " " '

'cin matice~ 'se sloupcovým vektorem ~-t!:! je sloupcoVývektor, ze kterého.
.. -vyjde násobením rádkovým-vektorem (~_~)T skalární hodnota dvojnásobné-'~~u-

my v (l) .Aby:funkcetypu (1) mela vlastnosti hustoty, 'mu~íbýt matice~::t, .

symet~ická a pozitivne definitní. Existuje pro ni rozklad'A:= Jl. 11 '8 re-
gulární 'mati'cí L (jinými slovy, matici' ~ do~tanenie 'podobnostnt'~ransfo~-
ci- zj~driotkové""matice 'I: A =LTIL = LTL). Lineární'trénsformacl hodnot

, - '" '" ~iJ ,..,,..,
náhodného vektoru x . . ., .'-

(2)
,,'

y = L(x _.11\
"-' roJ - c::::

dostaneme (2) ve- tvarÚ'" souctu kvadrát'O.

1. T T " 1 T 1 2".2'-- (x-eJLL(x-n\ = --y y = -- (Yl+. ..+Y ). .

2 -, ,..".oJ-C::. 2-- 2' ,n.

<3>' ,

(4) .

(Transpozice, soucinu matic je soucinem tr.ansponov,anýchfaktoro.v opacném

poradí:(~-~)T Jl= [.!:(!-~»)T = z.T.) Nyní mllžeme snadno. spocist hOd~otu ,

k~nstanty c vel) z normovacípodmínkypro hustotu:
~ . . . . ~ o'

S ~u J f(xl' ~. .,'Xn..)dXlu .dxn ~ ~.,..) c.e:~p (~!T.l) [det(~]-ldyl... ~n=l.

, -00' . ,':- 00 ',.., . (5)

. Vf poslé~ím vztahu vystupujeoojakobián tran~:f°z:nace(3): dyl. ...d~n=

=det~)dxl"...dxn. protože_lexp(-t2/~t::<ll'ii"a d~le dat ~)=det(E) .
.det~) =r?et (~) ] 2 t dostáváme z (5 ) pro konstan~~'~ ,vztah' .

, det (~) , 1
c =({2i{f)n . = ~O2'COndet (A-l)..-, '.'" ." ,."

( 6)

""í"~';",
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v.etvaru soucinu standardních normálních hustot jednotlivých'komponent.

Vektor stred~ích hodnot y je nulový, což zapíšeme symbolicky jako E(y)=O.

Podle <3) mužeme dotohcrt:'ovztahu dosadit i=J;,(~tt);protože podle (37la:)~

je E,lineární operátor a h je regulárn!, dostaneme odtudE(~-~)=-2 a tedy

strední hodnoty vektoru ~:

E(~l Ft:. (8)

Matice druhých momentu vektoru y je jednotková, symbolicky E(yyT)=I;

soucin sloupeového_aráqkového vekt~yyT tvorí ctvercovoumatic~~-. --,
a funkcionál E pusobí -na každý její prvek zvlášt. Do'sazením za y z (3). .-
a ,využitím-1.inear'ity li;dostaneme . ~.

..,

"t.:.,..

Elli('~~t)(;-t)T!?] ='~E(!7~~-(;~)TJt = ,;,

nebo1.i pro matici D druhých moment~vektoru x vztah
. '" -

., .B:: E[(~-~){~_~)T]=. J:,-l(!:,'lf)~i= ~fjT!:)-f= Ál.
Mati«;e~.,koeficientu kvadratlické formy (2) je tedy rovna

riacní~tici"J2il. Kdo neverí _.maticovýmzápisum, muže se

prvky D(xi,Xj) matice J!,jednotlive~' Kovariance vyjádríme

ních kO~!Í'icient~.~_,a disperz~ E)2,jako,.D(X~,Xj) =~ij6i6'j
dostaneme výhodný tvar kovar1acní mat1ce .

(9)

,- 29 -
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Je treba si všimnout faktu, že y ze vztahu (3) je náhodným vektorem s ne
, ~ .

závislými komponentami, které maJí standardní normální rozdelení (nulové

, -strední hodnoty, jednotkové disperze a nulové korelacní koeficienty). Zo

.} becnením postupu z § 2 pro urcení hustoty funkce náhodné promenné na prí

pad vektoru totiž zjistíme, že vztah (2.5) zustane zachován, jen na mís-

te !h(x)(se objeví jakobián transformace. Z hustoty (1) tedy dostane~e

s využitím (6) hustotu vektoru L .

f(x) 1 1. T' nn 1 y~

g(y) = de-;(L)= V n exp(-
2-y y) ::. ~exp(-..!.)

- ',01 (211') -- 1=l~2qr .2
(7) 'I

~

inverzní kova~. "

pokusit. vypocíst

pomocí korelac- :

(viz <3~l'6»;

...
, ~-1I1V~6'""

o
o.

...
(10)

G"2
,.."

Libovolné n-rozD1erné:normální'rozdelenímuže být.zadáno n-ticí stred-

ních hodnot ~ a n(n":1)/2 nezávislými prvky symetrické matice - bud. J:, ne-
. ba ~c Vyjádrení hustoty, (1) s normalizacní konstantou (6) pomocí matice'
. D .;e. "..,;JeJ

i!-' .t2.G162.11

2 6'1. fó.'L, 1-
I

[) ::
roJ'

,

.

-16""" . i-n.b-
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' l' ,1 T -1

t'(x~ oS: ' exp - 2(~-~)~ (~-~).
f V(21t')ndet(D) .,..,

Velicina
T 1 T

~ = (::.-t:.)~- '(3-1f} = (!.-t:.) ~(~-t.)
. .

se naztvá kovariacní :formou náhodného vektoru 1t. Je to jednoroz.plerná ná-

hodná promenná s rozdelením X2 s n .~tupni voln-;;sti (f 8)', nebot se dá na-
psat jako soucet kvadrátd n-tice nezávislých promenných se ~tandardnim

-_o T
normálním rozdelením... i =~ ~. Hustota (11) je konstantni n!l plochách

f= konst. apravdepodobnostní obsah techto elipsoido. (pravdepodobnost, .

že ..!. padne dovnitr elipsoidu) je dána distribucní :funkcí~. .

Z pozoruhodných vlastností rozdelení (lI) uvedeme dve: "

a) Libovolná projekce na prostor menší dimenze (marginální roz?elení,§2)
je opet normální s maticí druhých momento. sestavenou z prvku mati~e

(10) odpovídajících'zbylým promenným. Napríklad.marginální rozdelení
"r .

.. každá komponen~~é xL ~r. . '
o' 2 """",

f(x. )..: N(t. ,.6. ),.\:'..;;
! . 0'.J. .,'~;~, l~ ;:d~ ~~

~b)Libovo~ rez (pp~~ené rozdeleni, §2) je opet normální.

IXi =~ó J , t. j. ro~de~enís konstantní hodnotou xio) složky
, ,.~. ~

c~.~Ch mome:~~~,Ai-I' kt.erou dostaneme ,Jnverzí
'.. riaení :formy zbylých promenných.

Dvojrozmerná normální. rozdelení

(11)

(l2)

~

'"

(13)

:fiez rovinQu

x., má mat'i.-J. ~.

matice Á1-1' kova-

, ,~Pro.dvojrozmerné ?(n=2) rozdelení mdžeme snadno vyjádrit explicitne

p~kyi.Ínatice ~l;o"'hust~ta (:1.1), zapsaná pomoci'stredních hodnot tJ.' {"'-2'

standar9ních Od~~lek6"l' °2 a korelacního koefib.ientu ~má tvar
. . .. ..

1

.

[

. 2 ,"

~
~

1 1 (~-ttr) (X:l.--P.LHx2-t2) (x2-/l
f(Xl'~)=. - , ex - 2 2 - -2 +'

. 2!lrt>:io..2;.H. 2(1-f ) . 6i f 01b2!;~' ~
(l4)

.Mažeme si j~predstavit názorne jako zvonovitou plochu nad rovinou ~,x2'
nebo pri pohledu sho~ znázornit soustavu vrstevnic - car s konstantní
funkcní hodnotou. Vrá'tevnicemi jsou "elipsy

I

-. 2, "2
1 .

[
(~-~) (x1-/Lr )(x2-P2) -(x2T~)

]-Z "2 -2~ + 2 . =A= konst.
1-~ 6'1 6"16'2 °2 .

" . 1
Protože kovariacní :forma na levé strane (15) má známé rozdelení (~ se

dvema stupni volnosti), mdžemevypocíst pravdepodobnost, že dvojice x1,x2

leží uvnitr elipsy (15):

(15)
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. .~ ,P = F~ (A) ;

F. 2 je príslušná distribucnífunkce. V obrázku 7 je nakreslenonekolik
)(2

elips s ruznými pravdepodobnostními obsahy P=0.99, 0.954,

pro které podle tabulky v dodatku Dl vychází hodnoty A po

2.298, 1. 386, 0.446; korelacní.. koeficient je ~= -3/4.
. '

Z hustoty (14) odvodíme podmínené ro~d€lení xl za predpokladu,že x2

nabývá pev?é hodnoty (viz (2.15»:

0.683, 0.5, 0.2',
rade 9.21, 6.158,

. l'

{

-I
r

6:
~

2

}

' .

, g(xl)=f(x11 x2) =..r::;;; .r.;-::-2' exp X -f. -P 1.(~_-MJ.
.V2'Ir °1 ~l-~ 2(1-f2)6~ l" ~ ) 62, '"2, (, 2 J.

(16)

y

Je to normální rozdelení se 'strední hodnotou a disperzí

'" 'e
, ~ '

E(xll x2' =t1+~?[;(X?-1!2) D(~lx2)= 6i (l_~2). (17)

. . " .

",,".', V tomtomístemáme d,~,b:rou pr-f1eži~qs~ ilustrovatsmysl pojmO. závis-
.,to,st. á'kóre1ace náhodných'promenných. Normálne fozdelené promenné, jsou
n~zévislé právetehdy,~ když jsou nekore1ované; je videt, že hustota (14)
",.,"'..,_..' . 2 . 2 ' . . .
:jedpro ~= O soucinem hustot N(t-i' °1' a N(~,62). J{nÝmi slovy, ro~elen:í

každé promenné je nezávislé na tom; jaJcouhodnotu nabývá druhá z nich.

Obecne (prp jiná rozd~~~n~2 j~'óvše~ n~kor~lo~anost slabší než nezáyis-
lost (§3). Je-li korelacní koeficient ruzný od nuly, záleží 'podle (i7) .

rozdeleníxl na tom, jaké Jlodnoi:.:(nabYvé~; pri l~i-7'l se zužuje kolemt .. . . . '. '. .

strední hodnoty ;:áv:islé na x2. V limitnímprípade úplné korelace (~=l)
, nabývají náhodné promenné xl,x2 hodnot, 'které spolu souvisí vztahem

\,:C1-t-l)/°1 = ( x2 ~&) (°2 . (18)

Míru závislosti ~ ~.J'°upromenných mužeme znázornit ješte jinak. V obrázku

8. jsou nakre~lenytko~stantní hustoJy, kte~é mají stejný pravdepodobnostní

ob~~h),::0.954 a liši.sE! hodnotou k9relacního, koeficientu. S rostoucím ~
x2,k. ,.

I

~

3('::' .."

-h+~' '.

Obr.7. Elipsy (15) normálního rozdele-
, .

ní ,s korelacním koeficientem

~ = -3/4. pravdepodobnostní ob-
sah je, po ra.de od nejvetší k .
nejmenší, ro~en 0.99, 0.954,

0.683, 0.5,0.2.

f<1-t-3G.;

x"

fvz-3b2
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ri
l

'

"",

t-z.+ 36'2'-

~-3~

Obr. 8. Elipsy s pravdepodobnostním

obsahem 0.954 a rOznými ko-

relacními koe:ficienty.~ =0 .
(kruh), 0.5,0.9, 0..95,0.99
(nejužší elipsa).

,

A+'36,í
~

X1

fl1- 3~~
.- ---"'---'---"-

Be o~last, do které bod xl' x2padne 8 velkou pravdepodobnos~í, zužuje.

Pro ý= ~. zdegeneruje elipsa v ~secku a xl je lineární ~unkci x2 podle
vztahu (l8). . .

i Prsvdepodobnostní. obsah eliptických oblasti pocítáme jednoduše pomoci

dis~ribucní fUnkce X2~ rozdelen!. Užitecným údajem je.pravdepodobnostní

, ob~ah obdélníIro ~1E-<h-k6'"l'ttr-+k6'1)J'X2E<fl2';:k62, fA.2.+k62) pro 'zadané násob-
'. .- :.' . - .

kyjk standaI-dních odcby1ek; k jeho .vycísleni je treba integrovat f'unkciI . . . >..
. . , .' . , .

chYb (4.5): " . .' .~,, -

',' 'tfl +k6"'1 ~ +k6"2 " k .' / . 2 :

P
,

,:: S dxl S . :f{xl'x2)~=~
.3.

S Ip(k
,

-
, .~:t )~~~)leXP(+)dt.

.. 'tf ~J:'"72
1 2 2 J

- ,; tll -kol tt-k,6l, ,.'0' V.L-r :', l~~ '

(19)

.Závislost P na korelacním koe:ficient'\1 pro nekolik hodnot k ~e nakreslena'

v obr. 9~ .,..
. -. . ..

17. Binomické a Poissonovo rozdelení I

,Binomické rozdelení.. Diskrétní náhodná promenná, která nabývá celé nezá~
. .

pornéhodnoty r s pravdepodobností,

)
N

) r (
.

)
N-r .'

Per = (r p ~-p ,.r = O,l,...,N, (1)
-
kde ,N je celé kladná, p reálná,

Pravdepodobnosti (1) jsou cleny
. . N . .'0-. o

.' N' -..;- - NI . r N-r
(P+i) =. L- " p ~'

r=O r! (N-rn

. cf~'p ~l, má tzv .binomické rozdeleni.
binomického rozvoje'

--"
o (2)-

s ~= l-p. Stredni hodnota, disperze, asymetr~a exces:

'E(r)=N~, D(r)=N,p{l-p), fi= l-2p ., r2'= 1-6p(1-p).- ~. 1Np(l-p) Np(l-p)
, !

Pro~enná s binomickým rozdelením popisuje výsledky opakovanýchpoku-
. ,so.- 8 náhodným jevem, který má jen dva možná výsledky.,Jeden z nic~

()

,.,'
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Obr. 9: P~v~ep~dObnostní obsah'obdé1ní~ .~~-kb1,~-kO2 dvoj~~merného
.~ ". .~

normálního rozdelení v závislostina koeficientukorel~ce ~.
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.
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..." ~-'---' 'n..
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P(x), f(~)
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0. .,l,2.
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0.,04

0.00
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Obr. 10. Binomické (N=10,p=1/2, svislé úsecky) a normální rozdelení.

x.
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_(~ynacíme ho dsp~ch) má pravd~podobnost p, druhý l-p. Pravd~podobnost,
Ž~~v N pokusech nastane r-krát úsp~ch, je dána formulí (1). Toto rozd~le-

ní se d~~použít v ~oha situacích, vybereme~li z možných výsledkO n~jakou

podmnožinu a považujeme ji za úsp~ch. Napríklad pocet událostí v jedné

bunce histogramu má binomické rozdelení.

.pro velká N se dá diskrétní funkce (1) dobre aproximovat hUstotou

pravdepodobnosti normálního rOZdel!ní. V'obr. 10 je nakreslena rozdelova-
cí funkce (1) s N=20, p=1/2 a hustota normálního rozdelení se stejnou

strední hodnotQU 10a disperzí 5.

Poissonovo rozdelení má náhodná promenná, která nabývá celé nezáporné

hodnoty r s prav.depodobností

( ) ~r exp(-/k) _O 1P r = , r- , ,...,
r!

(4)

kde t-,/Oje reálné císlo. Strední hodnota, disperze, asymetrie a exces:

E(r)=D{r)=t, ~i =l/,jf,f2=lt. . (5)

Poisso~ovo rQzdelení dává pravdepodobnost výskytur událostí v da-

ném . casové~ i~terval~, jS2u:-li.tyto. ..:události nezávislé a vznikají e...
;:,v'.'kons'tanthfYri'dhlpstí:'Napríklad, z rad:iaktivníhQ zdroje vylétají cástt-ce

'tak, že pravdepoaobnost vyzárení jedna cástice za 'inf'.initezimální cas .,

S't je "Y~t. Pravdepodobnost vyzáré:iií!' cástic'za.kor:eCnýinterval délky
t je dána rozdel~ním.(4) sestre<llií h.o~otou t<-='n. v limitepro N-"700 .,-o"h.". ~~ -._'" - . .. . _o.

a pri soucasném zmenšování pravdepodobnosti p takovém, že soucin Np

zo.st,ávákonstantní, Np=~, dQstáneme totiž z binomickéhorozdelení (1)"

P(r)' =limf(
.

-N) (#ffJ!'.(1~N-r
]

'

N~OOr r N .N
(6)

práve Poissonovo rozdelení (4).
. .

S rostoucí strední hodnotou-~ se dají pravdepodobnosti. (4) dobre

~proximovat normální hustotou-~Cf"l!')~ viz. obr. l2~

la.X2, Studentovo a F.-.rozdeleníJ

Ve statistiée hrají podstatnou roli náhodné promenné, které jsou

f'unkcemi normálne rozdelených náhodných velicin; ve statis:tické termino-

logii se Dznacuji jako výberová rozdelení z normálního souboru. Uvedeme

trí nejdo.ležitejši.i

)(2 - rozdelání

(cti chi-kvadrát) 'má náhodná promenná nabývající pouze kladných re- :

álných hodnot s hustotou

~.+I,iI(
"
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Obr. 11. Yoissoriovo rozdelení.
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Ob~. 12. Poiasonovo rozdelení (svislé úsec~) a normálnírozdelerií



.".

- 36 -

~-
(X/2)(n-2)/2 eip(-x/2) .f(x) = .

2r(n/2) . .

n je .c\elékladné císlo, tzv. pocet stupn~ volnosti, :funkce r je

integrál druhého drUhu. Strední hodnota, disperze,asymetrie a

E(x)=n, D(x)=2n, rl =2l~/n , f2=12/n.

.(1)

Eulerov
exces:

(2).
Charakteristická :funkce:

I(t) = (1-2it)-n/2 .
Rozdelení (1) má náhodné

vislých promenných Xl'...'~'
lení N(O,l):

2 . 2
, x=~+.. .+%.h.

O tom se mužeme presvedcit s dosti velkou námahou výpoctem hustot podle

(2.7)8 (3.23), elegantne pomocí charakteristických :funkcí~

. . Soucet dvou nez~vislých p~omenných s '1\2 - rozdelením.s nI .~ n2' stup-

ni VO1>no~ti má .rozdelení ~l) s n=~+n2. Pro velká n se (1) blíží normál-

nímU rozdelení N(n,2n), viz. obr. 14. Je§te r,ychleji.se k normálnímu ~oz-

delení blíží velicina ~. pricemž pro její hu~tQtu platí . ~
/

/

()}

velicina I, která je souctem kvad~~t~ nezá-
z nich! .každá má sta..Yldardní normální rozde-

-. '"

.-'<

. (4).

g.(ý2X)~N(..J2n-l , 1) pron~30.' (5)

Z pribli!né-:formule(3~27) 8 z (2) 'vyjde st~ední hodnota ~(V2X~na dis-
perze D(ý'2r)~D(xHl/J2Ii)2,~l.Se strední. -hodnotou V2n-1 je aproximace (5)

lep§í. .

Studentovo t - rozde1éní

- má náhodná promenná nabývající reálných hodnot s hustotou

. :f{t)- r(m-1) "r:-:;:;:- 2 . 2 -n+L
\ln1\". [' (~/2)" (1+ ~ ) ~-z- , ( 6)

kde ~ je :~e1é kladné císl~~ pocet stupn~ volnosti.' Práci o t-rozdelení
publikoval v r. 1908 anglický statistik Gosset.po4 pseudonymem Student.

Strední. hodnota, disperze, asymetrie aexces:. .

. . . . 6 .

:E(t)=O. D{t)= n~2 pro n~2., fl=O, r2='"ii:4pro n~4.

Hustotu (6) má náhodná velicina

(T)

x' --
. o -::j

t= ~x/n.

. Xo

Ý 2 2 '
. (xl+...+xn)/n .

(8)

;kdexo a x jsou nezáv.islé, xo má standar~ normální rozdelení a x rozde-;
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Obr. 13. Rozdeleníj( .
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0.10
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01;.>r. 14. Rozdelení X2 (piná cára) a normální rozdel~ní se -stejnou -strední

hodnotou a disperzi (cárkovaná cára).
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lení 1(2S n stupni volnosti (vztah '(4H..Pro rozdelení s n=l se používá

názVo\1~Cauchyovo (§9). S rostouc:ím n se hustota (6) pri bližuje ke standard":'

nímu normálnímu rozdelení. Obvykle se t-rozdelení nahrazuje normálním~ .

N(O,l) pró n~ 30.

F - rozdelení

. je zobecnením predchozích,dvqu. Oznacuje se casto také jako Fishero-

vo-Snedecorovo nebo jen Snedecorovo, .nebo jako rozdelení v2. Hustota prav-

depodobnosti je nenulová jen pro kladné ,hodnoty F:
,

m/2 r ~m+m )
:f(F)=(~ 2

r(m) r~)2 2

Zde jsoum, m#celá kladná císla - pocty stupnu volnosti. Strední hodnota

'a.'disperze:

rn-'2. m+m'

F ~. (1+.1!!,F)-.~ID , F> O. (9)

m. I
E(F)=- pro m;>?,

m~2-. .
D(F)= 2m'~m+:in~2)

m{m'-2)2"(m~4) pro m'>4.

(10)

Hustotu (9) má náhodná velicina

, 1 2 . 2'~X l+...+~)F=m
1 -2 . ,., 2

Jiii (xl +. ,,+xnf )

~.
, (11)

kd~ x!",. 'Xm'~l'" .,~, jsou ne~ávislé normálne rozdelené-promenné se
stredními hodnotami nula ~ stejnými disperzemi62{F na 62 nezávisí). Je .

to tedy podíl (x/m)/(x~m').;promenných x a x~ které mají 1.2 - rozdelení s

ms. m. stupni volnosti. Pro m,m'~ 00 se hustota (9) blíží k normální, ale

pomerne pomalu (viz obr. 16). Pro m=l se ]o- rozdelení redukuje na Studen-

tovo (presnejina t2) 's m' stupni volnosti. Pro m'7oo má jmenovatel v (11)

nor.málníhust~tuBO strední hodnotou 1 a disperzí klesající jako 2/m~ ve-

licina mF má tedy rozdelení, které se blíž:! k 1(2 s m stupni volnosti.

. Pomerne casto se používá také náh~dná prom~nná ~::i ~lnF=lnff . Její. .

rozdelení Be oznacuje jako Fisherovo ~ má proti F.výhodu v rychlejším pri-

blížení.k normáln:!mu,rozdelení pri zvetšování ma tJ1'.
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Obr. 15. t -.rozdel'eni s rozným poctem.stupn11.vOlnosti na limitn:!~..nor-'

málr1t,~_rc>zd~l.~n:í !~--- ___n- ... --- ..

f(?C) ..

1.2
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0.4

0.0
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x

Obr. 16. F - rozdeleni e rozným poctem etupnd volnosti m=m'(plná cára)

a normální rozdelení se stejnou str~dníhodnotou'a disperzi jako

má F pri m.~50, t.j. N(l.04, 0.0925) (cárkovaná cára).



r'

- 40 -

9. Dal~i mOdelová rozdelení, sóuvislostnekterých rozdelení

n~du základních rozdeleni popsaných v yredchozích paragrafech doplní-

me nek6lika dalšími užitecnými typy.

Multinomické rozdelení

ných
má k-rozmerná diskrétní náhodná promenná nabývající celých nezápor-

hodnot ri,..., rk z rozmezI ~, 1, ...,N S--pravdepodo bnostmi

- N! rl rkp(r1,...,rk) - r I r I Pl ."P
1.'" k. k

(1)

Pritom jsou paramet"ry P1 ,.. . , Pk nezáporná reálná císla taková., že

P1+.'+Pk=1. Strední hodnoty adisperze jsou

, Eer.) = Np. , D(r.} = Np. (l-p.) ,1 1 111

smíšené druhé momenty a kerelacni koeficienty

(2)

, D(r. ,r.) = c-NP1.PJ. ,

, '1 J Yij = -1PiPj/(l-Pi)(1-Pj) pro if:.j.
{J'}

Je to zóbecneni binomfckého rozaelení na prípad, kdy má'pokus více než

.dva možn"évýs1edky~ Vztap (l) udává pravdepodobnost,že dostanemerivt- .

sl edko., typu i v N'nezávislých pokus"ech,když p. je pravdepodobnost výs~ed-
'. . ~ . . " 1. ~

ku typ~ i v jednom pokusu. Mul tinomické rozd~leni p_opisuje napríklad cet-
nosti vksloupcích histogramu s celkovým poctem událostí N. Korelacní

koef'i~i~nti C3);:'js~~~zápor~é, zvetšení 'poctu v jedn~m sloupku vede k prav-

depodobnému zmenšení poctu v kterémkoliv jiném sloupku histogramu. .Pro

velký pocet k jsou pravdepodobnosti malé: p.«i. Disperze ze vztahu'(2}. 1 ,

'je približne D(ri)~N~~ = E{ri) a náhradou strední hodnoty poc:em-událos-

tí ri dostaneme užitecnou ~proximaci strední kvadratické odchylky -

~D(ri) =6"i~~
Rovnomerné 'rozdelení

(4)

má spojitánáhod:r;á promenná, která nabývá libovolné hodnoty z inter-

valu <a,b} s konstantní hustotou
1 . "

: f(x) = b-a ' xE-{a, b).
.(5)

.,;.

Strední hodnotá, disperze, asymetrie a exces:
. .

2 .

E(x} = (a+b)/2, D(x) = (ob-a)/12 , Ki=0, 6'2=-1. 2.,
{ 6}

Charakter~stická funkce:

~
(t) - sinh[it(b-a)/2] + i t(b+a}

A - it(b-a} 2

Rovnomerné rozdelení muže popisovat napríklad chyby, vznikající zaokrouh~

leV?;1fm císel.

(7)



~

41' ( ) = f'(n+ml ~l (l-x)n-l ,.1'\ 1)
.L x r(m)f'(n) ,~, ,

(8)
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Beta - rozdeleni

}' má spojitá náhodná promenná s hodnotami Z(O,l} s hustotour

kde n, m jsou parametrY-'{célá' kladná. císla). Strední hodnota c a .disperze:

E(x) = ~n' D(x) =
mn

(m+n)2(m+n+l) .'
. (9)

a~ymetrie a exces:

r = 2(n-m)Ým+n+l
. 1 vmn (m+n+2)

, r :z ]~m+n+l)[2(m+n)2+~~m+n-6j]-3. .
2 mn(m+n+2)(m+n+]): .

(10)

Toto rozdelení se uplatnuje v prípadech promenných. ohranicených shor& i. .
zdola. Zvláštním prípadem je roVnomerné rozdelení.(m=n=l). Nekolik hustot

tyeu (8) ~e nakresleno v obr. 17. . .

EXponenciální rozdelení
.". - .

má spojitá náhodná promenná nabývající 'kladných hOdnot<shustotóu
~ . .

1"(x) =. ~exp(-p.~X)O '"., !i; . !.~,,~ .' (11)

kd.ee-->O je reál~ parametr. Strední hodnota, dispene, ~Bymetrie ~> exces: .

E(x} =t--, D(x) ~ fA'2 '. rl= 2,r2=.6.(

(12) .

Distribucní a charakteristická funkce:

, . x "ti ' . -1 .

. F(x) = l-exp(-~) . ,..,,(t) =(l~~). o (13)

Typické použití je následující:pre~pokládejme, že událost.i vznikají ná-
hodne s konstantní rychlostí (poctem za jednotkU casu.) ~. Prliivdepodobno~t

.vzniku N událo.stí za cas t je dána po;ssonovým rozdelením (§7) se. strední..
hodi1otou ~t. ]?ravdepodobnost, že ~ inter:valu(O, t). P.ozo~j~~f!..;al~~JLQ~_--~

,~e' : .

,jednu událost" podle vztahu (7.4) ro~n,a l-P(0)=1-exp(-~)3~ast, behem kterého
zaregistrujeme alespon jednu událdst, je tedy náhodná. promenná e distri-

bucní funkcí typu (I]). . ,

Dvojné exponenciální (Laplaceovo) rozdelení"",-- ,
o" . .
libovolných hodnot 8 hustot~umá promenná nabývající

'A I ..J ;
1"(x) ='2 exp(~"hx-~), . -.(14) .

~O,t< jsou reálná parametr". Strední hodnota, di8perze, asymetrie s:exces:]

E(x)=p, D(x)=2/?\2, ti=O , f2=3 . (15~ I
Pro velké Ix1 ubýváhustota(14) pomaleji ne! pro normální, ~le' rychleji J

,

maž pro Cauchyovorozdelení(19 ).. ' I

~
I

f
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Obr. 17. Hustpty be~~~rozde1ení e'reznými. parametry-n,m.
",'-"--'--y"--c,c'~r~, ,. '.~:"
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Obr. 18. Hustoty gama-rozde1ení 8 rO.znými hodnotami a=h, plná cára;
normální rozdelení N(1,1/16), cárkovaná cára.



Stred.!1i hod.'1ota, disperze, esymetri-e ani exces neexistují. Pólohu: r.ozde-

leni (19) muže charakterizovat medián nebo moda (oboji nulové), rozptyl

'kolem nuly treba pološirka vpolovicn:í"výšce (jednicka). Ve fyzice se

hustota (19), zap8~~á ve tvaru
1 r

f(x) =~? . 2'
11 r~+(x-~o) .

oznacuje jako rozdeleni Brei ta-Wignera. Parametry x a r urcuji modu a po-
. o

loširku. Srovnáni Cauchyovy a normálni hustoty je v. obr. 19..
Modifikace mOdelových rozdaleni- ,odríznuti

I.

I

I

t
(16) I

kde a,b jsou reálné kladné parametry. S~rední hOdnQta, disperze, SSYIDetriJ

(17) .i

(18)

Toto rozdelení je užitecné v prípade promenných ohranicených shora nebo. ,

zdola. Zvláštním prípadem je" exponenciá:bn:e"(b~l) a 1(2 - rozdeleni "(a=l/2'1
b prirozené). SOUCEt n nezávislých náhodných promenných a exponenciálni~::

1rozdelením (11) má gama-rozdelenís b=n, a=l/tt. Hodnota parametru a oVliv-.
nuje pouze

.

meritko prom~=é. S rostoucimi Ji

.

Odnotami 8

.

' b se pri a=brozde

. .

-
\

lení (16) rychle prib1ižuje normálnímu N(l,l/a). V oprázku 18 je nakresle-

'no nekolik hustot (16); krivka s a=b=l je hustota exponenciálního rozde-

leni (11") se strední hod..?lotou f-t=1. "

ICauchycvo rozdel~ni

1

(l9) 1

,.
1

- 43 -
.""".... Gama - rozd81ení

.
je z~dáno hustotou

,
) h-l

( )
:f(x) = al-ax exp -ax ,f-5o,r(b) "

a exces:

E{x)=b/a. D(x)=b/a2, 1r1=2/Vb, r2=6/b.

Charakteristická :fu."lkce: X(t)=(l-it/a)-b.

Ir

I,
I"'

má spojitá náhodná prom~nná, nabývající1iboyolnýchreál~ ho&~ot
s hustotou a charakteristickou-funkcí

1
- - 1..-2 'f'(x) - 1"( l+x

r

X( t)=exp(-lt! )"

(20)

"Jednim z nejcastejších defektd pri použiti modelových rozdelení je

.skutecnost, že oblast možných výs1edkt1merenir~eni nikdy nekonecná. Na-
príklad v § 13 predpokládámemožnost namerit 1ibovoJ.noukladnou hodnotu

doby života cástice; odvozujeme ji však z ~élky stopy, která je omezena

rozmery registracního zarízenL TentQ nedostatek.se dá korigovat tak, že..

zachováme fu.~kcni tvar hustoty f(x), ale o~~~~neme "intervaly hodnot, kte-

ré nemohou nastat. Pro rozdelení v intervalu (a,b~ musíme p~vodnÍ f(x)
normo vat:

,., f(xt )
:f(x).::-F(b}-F a}' xc=(a,b ,

I

(21)

I
I
II

I
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kde jsm~ distribucní funkci príslušnou k hustote f(x) oznacili jako F(x).
>

Souvislo'st nekterých mOdelQvých rozdelení
, /.

V obrázku 20 je schematicky vyznacena souvislost vybraných modelových

rozdelení. Pro nekt~ré hOdp?ty parametru, vetšinou v asymptotické limite,
prechází rada rozdeleni y jiný typ. Centrální postavení normálnihorozde-
lení y tomto schematu je jedním z.d~vod~ jeho extrémní užitecnosti.

f(X>

~B.8

; B.2

B.l

B.0

-5 -8

r-
/ \

I \
I \
I ' \.
I \

J \
J \
I \
I \

I ff\
l . \

>,
s.~
"1:'-'.

-1 1 8 5
x

Obr. 19. Cauchyovo (plná cára) a nor:o.álm (N(O,l), cárkovaná cára).
rozdelen"!. "

multinomické

N, k.,
p, , ...,Pk

k=2
binomit:ké

N, P

p~O

Np ~ tA- fJ'

Poissonovo

-xi. m'~oo

n --'" 00

F

m. mJ

m=" studentovo
nn

Obr. 20. Souvislost modelových rozdeleni.
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-II. Odhad parametru

"""

10. ~etody statistického odhadu paramet~

Ve velké vetšine prípadu je cílem merení urcit hodnoty neznámých ve-

l:..cin,které budeme oznacovat jako parametry. Nekdy je cíl jiný, totiž

po~ouzeni správnosti jedné nebo nekolika hypotéz; v takové situaci se po-

UŽfV8jí statistické metody testu hypotéz, kterými'~e budeme strucne za-

bývet v cásti III. V úloze urcení hodnot yarametr6z namerených dat bud9-

me ro,;lišovat dve možnosti - prímé a neprímé mere~í. V P~:lLl prípade je

mereny::núdajem prímo hodnota hledaného parametru, v druhé~ je souvislost

merených dat s hledanými parametry vyjádrena zadaným funkcním vztahem., . . ." ~. .

tzv. modelem. Prímé merení mužeme samozrejme chápat jako triviální prípad

mereni nepríméhoc Odlišujeme je kvuli jednoduchosti, ve které v~nikne

podstata statistických metod.

-

Výsledky merení jsou hodnotami náhodných pro~enných, at ~? vdusled-

,ku náhodných phyb v pr()cesumerení nebo proto, že se .samotný studova...~ý

objekt rídí pouze pravdepodobnostními zákony. Hodnotaparam~tru odhaQ~u-

té z merení je tedy také náhodná a nejúplnejší možná info~mac~ o ní je

její rozdelení. Budeme co nejdu'dedneji používat statistický 1s~mín oc.had

par0.m.etru místo bežnejšího "urceni" (nebo "zmerení" ).,protože vyjac.ruje

tuto podstatnou okolnost. Pro oznacení odhadu parametru Q budeme užívat
. A " .-

sym1:)oI ~ e.

Z jednoho souboru namerených dat 'je obvykle možné sestrojit mnoho

r~zných odhadu hledaného parametru. Odhad :je fu...'1kcí namerených hodnot,'
která se ve statistické terminologii oznacuje jako "statistika" (tohoto

~ermí::iu tLžívat nebudeme). Z ruzných možnosti je ~~eba vybz-at nejvhod.."'lej--

5i, splnující~radu prirozených požadavku. ~ákladní vlaatnost~-by nel~ být

tzv. konzistencé. Metoda odhadu s~'oznacuje j~ko' konzistentní, konvergu-

.j{-li odhady ke skutecné hOdnoteparro:netru pri zvetšováni poctu merení..

K~nzistence odhadu zarucuje, ž~ s pomocí dostatecne_velkého poctu mereni ~

dokážeme "lokalizovat" neznámý '::parametrs libovolne velkou presnostL ]

N!'ipríkladzákon velkých císel (§5) ríká, že aritmetický prumer je konzis- ~

tentním odhadem strední hodnoty. 1

Další potrebnou vlastností dobré metody odhadu je nest~~ost. CJhad
A - -
@ parametrue je nestranný (nevychýlený),jestližejeho strední hodnota

. . o
;:;,~ \;ždy (rozumí se' pri každém poctu N namerených~d2jtl)rovna 9' :

. o
A A

E{&)-B = E(&-9 ) = O.o o (I)

j.

'I

I

I

I

I

I

!

i

!

..!:~istencea nestrann.ost jsou schematicky znSzorneny v obr.
A

.~. uvedomit, že zúženi hustoty f{e-)pri ZTe~ ~t.u :&:Ier~i,..
Že konkrétni hodnota konzistentníhoo~~ ; DaSÍ b.ft blíž ke

.hodnote eo' zvetší se pouze prav:depodQO:cc~= f~ se 1;.0 stane.

21. Je treba

neznaDená,

skutecné
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-rkonzistentní

nevychýlený

""- konzistentní.

vy chýl ený

nekonzistentní

vychýlený

1\

f(S}

e

Ob'r. 21.

~H - 80 80
~ .~ -- .-
, .. :, ::-..~: . . . ,-- - - ..,/'t.-.~ " "-_.

Hustoty'pravdepodobnosti odhadu 8 pro ruzné pocty

údaj1Í. .~. . "

" ""---'

N merených

A .

Je-li e nevy~hýlenýmodhademe , neznamená to ješte, ženevychýle-, . 0.1\' . . .

. - -'-ným odhadem nejaké f'unkceh(eo)je Me).' Napríklad, má-li 9",standardní
J;'-normální rozdelení, .tedy strední'hodnotunula~ má kvadrát (&)2.rozdelení

; "Xi ~é strední'ho~otouI (srovnej/h~stofy'v--obr. 4 a 10). ~ro strední

I ",,-hOdnOtu kvadrátudo.t~einez ().4) -' .~ ,,_.. ~. E<'&2) = [ECe)12 +-'~C:&h: '.'. n~ / . (2'tt:
I J . --- /

I ""odchylka od kVadrátú s~redníbodnotY. je "ro:vnadisperziD(&). . Pri zužová-
i '. .,' . . .
I ni rozdeleni k~nzistentníhoodhadu s r~~toucímpoctem merení sevychýle-
, Dost odhadu_h<e>z~enšuje. Uplatnuje se ~o~iž po~ze mal~.ob~~stargúmen-

tu, ve kter~ se dá~<?e .h 'aproximovat lineárne .(v~z (-3..27».-
--. ,-- . "'" -«"
'Efektivnost "odhadu' ,

--'

. . .

Výhodné jsou takové odbady, jejichz ro~deleníkolem hledané hodnoty
- -..:~.. .' -- .' 1\ .. "'-

je co nejužší. Vhodnou mírou šírky rozdelení e je disperze D(e>;.k hod-
. ' . .. ".. ..

1?:°ceníefektivnosti P9~ží!~~ podíl Dmin/D(e), kde Dmirt jenejIi1enš:!mo,ž,,:.-

.ná disperze mezi všemi odhady.j9bYY:kI~:sedarí: celkem' snad~o naj:!t asymp-
totickou efektivnost v limite,N.~,m~(N "je.pocet zmerených údajo.).Je-li

DCe>=Dmin' oznacujese &_kr~tc~~;;j~Oefektivní odhad: -- .

Odhad intervalem a oblastí hodnot

, .
"

:\

. --.<
.. ".'1"." .

Ustálenou formou udávání ~Ý~~edk\Í merení jsou int~rvalové odhady. .
A"'>""

Namisto.jednébodnoty e (to je t'zvo bodový odhad) je odhad parametru. Vy-

jádren intervalem <&a,8b)' kterÝ B~ zad~no~.pravdepodobností P obsahuje
bledarlou hodnotu e . To znamená, že pri opakován:ícelébo merení sicebu-o
qou vycházet ~zné in\ervaly, ale zbruba'v n~ prípadech z celkového poctu
n bude hledaná bodnota uvnitr intervalu~ Pro zadané P lze najít více in-

tervalus toutovlastnostie, je treba v.ybrat optimální - t~ je nejcasteji

interval nejmenši délky(pro "nejpreanejeilok81izaci~naznámé hodnoty).

:1i

.,'.'..,'"
I',
I

!';
tf..,
1l;i

~~!



- 47 -

~""... Takto vybraném~ intervalu se ve statistice riká konfidencní interval s

p~vdepodobnostním ob~hem P, nebo interval spolehlivosti.
~ ,.' . rozdelení

Intervalovy odhad Je zprav1dla založen na znalostiYbodového odhadu

~. Velmi castý je pripad, kdy má e normální rozdelení se známou disperzi

61 zápisem
. "
G!6"

A A-' '.

rozumíme interval (9-6, e+6), který má podle (4.6) pravdepodobnostníob-

sah P=0.683. Je to ~ZV. interval a jednou standardní odchylkou. Pravdepo-

dobnostni obsah 0.683 udávaných interva)~ by mel být.dodržov~n a v prípa~

.de, Ž~ jetjiný, mel by být uveden spolu c intervalem. Hodnota P=0.683 n~~

"má ,jiríá opr~vneni než tradici a souv~slo::tse standardní odchylkou normál-
>. " /I.

ního ro~d~lení. Podobne interval 6~26, podle (4.6) s P=0.954, se casto u-

yádi jako výsledek merení - v prípade, kdy,chceme standazodni pravdepodob-

hO!!: ~".68:rzve~šit. Mezi délkou int~rvalu a jeho pravdepodobnostni::: 'Obsa-

'" '"he~::~:~ tre:.be ,?,brat rozumný komPr'°mis.
. "-, Odqadujeme-li nekolik parametru soucasne, udáváme oblast hoc.~ot, kte-

, J:'~ se ~zadanou pravdepodobností obsahuje hledaný bod prostoru p:::.rm::::etro.

V Aás~~dpjiéích odstavcích se budeme hledáním takových intervalu a oblas-
.' ~ .. ,~~ ~ ,~ '" .

ti, neko:Uikrát.' zabývat. '.
, . , ":':' 'e;"" . ,:."'. ~ ~~.

~bežných metod odhadu vybereme ~ve nejp-ulež~tejší, které zpr~vidla

dáv~jf~ yt~1.~d.k:y s požadovanými vlastnostmi{konzi~tence,ef'ektivnost).,. , "<"~"' .
Pró~9~e v tomto míste chceme vy'svetlitpodstatné mýelenk:ymetod, budeme

)!OV;~lfi~o" ,~ednoIllparametru; technické .~etaily postupu s "vetším pocteI:l pa-
"rametrojsou v násiedujícich odstavcích (zejména §§ '15-17).

" -,

Metodá'maiimálnr yerohodnosti

~i~?~O~lád~jme, že nezávislé namerené hodnoty Yl'. .". ,)tN jsou náhodná

~isla popsaná hustotami f'(Yi[S), závi~lýmina hledaném parametru 8. Odhad
je možriá založit na principu maximálni verohodnoti - najít ho tak, aby s

. "' A ,~, - . . - -

hodnotou'Sbyla namerená data pravdepodobnejší než s jiný~i hodnotami ~.
y . " , "~- -. '. ..

~Hustota právdepodobnosti N-ticene~ávislych náhodných promenných je rovna

soucinu jednotlivých hustot:
. " N

'. . - n
L(Yl'...'YN[S> - i=l:f(YiIG). <3)

4 ~ - .

Pri dógazeni namerený~h hodnot Yi je L :funkci S, pro kteróu zavedl Fisher
oznacení6funkceverohodnosti"a poúžil jik formulacimetody maximální ve-

A . ..', ",

rohodnosti: pro hodnotu e má L(S) maximum~ Je nutné si uvedomit, že pro-

menná&neni náhodná; zacházime s ní tak, že zkoušíme, jak velkou.vero-

hodnostL mají jej~ možné hodnoty a pro odhad vybíráme ,bod maxima. [; už

ovšem je náhodnou promennou, protože pri opakování mereni vyjde jiná

N-ticeYi a tedy i jiná :fUnkce L(e).

Podmínku maxima L mužeme zapsat jako par.m-(n.'-cUmaxima lo~a~'i ty::t1 L.
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(L a InL,roaji extrémy ve stejných. bodech):"
.,.' N

lnL :: L ln f(Yi\ 8).
1=1 -

Verohodn.ost rollže roít nekolik maxim. Dá se ukázat, že práve jedno z nich

dává konzistentní odhad a v asymptotické limite N~oo je to maximum abso-
~ - o

lutní. Pro konecné_N je však výber správného maxima v "patologických" prí-

pádech (maxim___je ~íc než jedno) problematický; obvykle je treba hledat
další informace o mereném objektu.

-. . . - - A

Všechny údaje potrebné k urcení rozde~eni odhadu 8 jsou obsaženy v

hustotách f(Yile); zdllrezníme ješte jednou, že funkce verohodnosti L(e)
-- o " -' '"

není hustotou pravdepodobnosti odhadu a. Prakticky se hustota e dá najít

v nekterých jednoduchých a pritom dllležitých prípadech. V následujících

odstavcích uvidíme, že odhady mají typicky rozdeleDínormální nebo blízké

k nOI1Ilálnímu. Obecne je hledání-hustot odhadú znacne obtížné, 'fUnkcní zá-
A. - .

.' visl~sta n~ merenifch date~h Yi - je dána pouze impli,_ci~ne o - podmínkou ma-
-.xlroa yeróhodnosti. ,Potešitelné je zjednodušení' pro N7~; za' velmi obec-

. ných podminek majíodhady,- díky platnosti centrálnílimi tnívety, normál-
o-. o .0 -o . -. " - - . .. o

nírózdelení. Pro'disperzic a vycházív limitejednoducháformule ..

- ~ - - - \
"',

(4)

1\
DCa)= ;

J\
6=8

. (5)

.c,

je to zárov~ií.minimální.možnáhodnota Siisperze. Odhad metodou maximální

verohodnostij~asympt()'!:.icky efektivní.

Metoda nejmenšich~ctverell

Abychommohl~ použít. metodu maximální verohodnos;tf', musíme znát roz-
deleni.~erený9hhodnot v závislosti na odhadov~émpar~etru. V metode. ~'o o o -- ,- '0"- o - - - o o. -

nejmenšíchctv,ercll stací znalost závislosti stredních hOd.notE(y.\ e) a
. -. ~- -_o. . '" - 1.

d~perzioD(y t e ).na p~remetrue. Odhade ~edáme, za predpokladu nezávis:-
losti nam~re~9hy i,~n._.:.u?-o~~nky minima souctu ctvercú odchylek'

" . - 2. o - .
. ~ly! -X {YiIs))

S = L- .
o -i=1 D.tYi I e) .

Vybírámetep.y:t.akovou hod.notu, pro ktero'u jsou oc~káya~~ (mqf1elové) stred-

ní hodnoty coo:nejblíž~ namerenýmYi.\ pritom pocít.ám~ 8.t:ím, že pro hleda-

nou hodnotu 90 budou odchylky Yi';'E~Yileo) zpr~vidla tímvetší, cím vetší

. je disperze Yi. Proto jsou v sume (6) kvadráty odchy~ek násobeny tzv. va-

hou 1/D(YiI9). Cím vetší je disperze i-tého bodu, t:ím menší je jeho váha

a relativní" pr:íspev:ek do souctu; podmínka minima S povoluje v tomto bode -

vetš:í odchylku. Naopak, modelová a namei"ená hodnota 8 malou dispeí'z_í mus!

být blízká; velká váhav souctuctveroo.ovlivnuje výber. odhadu v tomto'
smeru.

( 6)
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9dhad e se nezmení, násobíme-li všechny cleny'v souctu (6)' stejnou kon-

)stantou. To znamená, že není treba znát všechny disperze D'(YiI9), stací

jejich relativní velikosti. Jsou-li všechny D(YiI8) stejné a nezávislé

na 8, neuplatní se v odhadu 3 z nejmenších ctvercd ~bec; potom hledáme

minimumsumy ,

NN. 2

S = L [Yi-E(Yil8>]2 == L~i-fi (8)] .1=1 i=l
(7)

Zde jsme zavedli nové oznacení f.(9)
1

,modeJ,u m'erených hodnot na parametru.

é m~!,ené hodnoty 'Yi jsou souctem

, "';'Yi = :ti (a) +ti (8)

hodnot modelu a náhodné chy~ti i nUlovou strední hodnotou. C~sto .jsou

mere?é \1daje získány pri roznýc~ (známých)hodnotáchnejakého parametru
X,tcož zapíšeme symbolicky jako" ' '

pro funkcní závislost iáté hodnoty

Takový zápis. je bežný v situaci, ~dy

"11., = f(x. , 9) + ~..
oT~ 1" - "1 ~

<.9 )

c.,ct- ,.- ,5
',','

>, ,>

., Pozoruhodné vlastnosti má~odh~d.metodou nejmenšíéh ctverc~ v prípa-

de lineárního modelu, kdy E(Y ile.!j61i~e,~rnífunkcí e ,a D(y i1e) ,n~:.e nezá-

visí. Predevším jsou, odhady zmini.1!1~S line'árníDii funkcemi'Yi ,jsou ne- ,

.vychýlené pri'libovo1I?-ém N a majíIII.inimálnidisperzi ze všech možných ne-'
vychý1ených' lineárních odhado. (aaússova-Markova veta)~ Tyto vlastnosti

nežáv1sína rbzdelen1 dat/'jsou dány~pouzelinearitou modelu...
, ',' ",'

Mají-li 'mefené hodnoty Yi normální roz~elení (4.1) se stredními hod...

, notami f'i(&) a disperzemi6i nezávis+ýmina a,

~ '1

{
' (y.-~.(e)j2 }, ",

:f(Yil a) = fZir. exp -, J.fi!1 " t2'I1'6"i 2 . '~, ' ,,1..

(10)

vyjde ~elmi jednoduchá souvislost ~ogaritmu verohodno~ti (4) a souctu

ctvercd (6):

N . (Y.-f. (8)J2' -~

~
SN, "

1nL ,= L: {- J.]. - ln(V2'1T6'i)= L ln(J21ff)J.>'. 1 2 6 2 . 2 . "

J.=' i ~ , ,i=l ,

(11)

. '

Protože druhýclenna prav.é strane (11) na e nezávisí,maximum verohod-
, A '

ncsti L nastává pro tuté,ž hodnotu & jako nrln;mum souctu ctverc-o.S. Obe

metody odhadu jsou v tomto prípade ekviv~entní.

Data, která mají prib1ižn~r normálni rozdeleni, se .prakticky vyskytu-

ji velmi castp; jejich zpracov.áni budeme venovat. nejvetší pozornost. Je-li'

rozde~eni jiné a pritom známé, jé obvykle výhodné využít metodu maximální
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Terohodnoeti. S odhadem paramet~ z dat s rozdelením jiným než normálním

J-
se setkáme v §§ 13~15. V prípade neznámého rozdelení dat je zpravidla

preferována metoda nejmenších ctvercu, díky jejím optimálním vlastnostem

pro .lineární modely (nezávisle na rozdelení). Formulace odhadu je jedno-

ducháa názorná, ,Co.ž jiete.pris.pívá k popularite této metody; používá se

velmi easto pro ,nelineární metody 1 kdy už diskutované optimální vlastnos-
ti nemá.

. Volba metody odhadu by mela být adekvátní duležitosti rešeného pro-

'blému a nárocnosti exper~mentální práce. Bylo by nesmyslné z~ehodnotit

výsledky obtíŽných meren:!n~ drahých aparat.ur,{c1,jednoduchouneefektivní ma-.. ' .

todou: Na druhé strane je v mnoha situacích hledání optimální metody ne-

primerene nárocné, mnohem výhodnejší muže být použití málo efektivní me-

todys tím, ,že potrebnou presnost zajistíme treba opakováním merení.

" Poznámka. o inverzní pravdepodobnosti

.' V predchozích úva~ách jsme hledaný parametr eo považovali za pevnou, .

i když .neznámou,charakteristiku mereného objektu,<k,:terál3e,projeví v roz-
.1\. ' ." ,

deleníodheduc6. Pomocí symbolu podmínené pravdepodobnosti (§l).oznacíme

, nustC),t.U'/6~i1~á.dtif( ~ Ie~ ~~'.;.~'c že" rezné. hodnoty.'e o ,ved~\?-k rozl'1ým rozdffile-'. "" -" ; , .

~l~ni~;óg~a~u umDžnú~~ f~~u1a«i pravaepodobnostnich záve~o souvislo~i
"d ,;" 'I\. . .""'" -..'. 'e> '" "'. ',' - '

.hodno~y_~E! z~sk.atÍáz .koI1krétniho - merení s hlEfdaným. e . .

. '" '", ,. .. "- :"'i .;., oJ. :l_~.;iiS: 'C' "'" 'C\,'I'" ..o:

"- "O.p~oblému hledán! eo "se.dá hovorit úplne -, jiným zpusobem: pozoro-

~vaná hOCll1ota.,e~pe.c~fikuje, které zmo~ných ho~ot 60 jsou více.a které
,mérie' pravdepodobné. Tento pohled na~ problém.odhadu je vyjádren zavedením
- 1\' - . I\. .

;'~ozdelení p(e,J~), v~kterém je ao promennoua'e pOdri1Ínkou-(obrácene,než

'v horejš{ hústóte-:r( e.}&o» ~Pravdepodobno~ti p'se'oznacují jako inverzni.

Použití p~jmu inverzníépravdepodobnostimuže být velmi pritažlivé; otázka
"jaká je pravdepodobnost toho, že skutecná hodnota je a , když zmerení

. . .0
. 1\ '-. -' ',.

v.ychází 8?" se zdá být položena-správne. Manipulace s p(9 la) je založena
, ' ' . o'

na .~yeso;ve teorému' (1~10), p~esneji recenD ná jistém zpusob\Á:ojeho intep-
pretace. Nebudeme se-tímto problémem zabývat~ odkážeme pDuze na podrobnou. 'o. . -- .

a zajímavou diskusi v knize (14]. Pridržíme se bežného chápání odhadované
./ 1\.

velici~"jako neznámé konstanty a inverzní~r~vdepodobnostp(8ot8) použí-
vat nebudeme.",'o,.

~l. Príklad m~rení casového intervalu 1

Ukáhme,jak se dají prostredky teorie pravdepodobnosti a matematic-

ké statistiky použít v konkrétním pr~~a.~e- pri zpracování dat získaných
rucním merením známého casového intervalut =2s z príkladuv § 2. Celý po-. o
stup založíme na predpokladu, že se rozdelení namerených hodnot dá dobre

aproximovat normální hustotou; k posouzení vhodnosti této aproximace se

vrátíme na konci tohoto'paragrafu. Vše co se dá ríci o cetnostech možných

v;ýsledku merení je tedy obsaženo ve dvou parametrech normálního rozd~lení"
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[
<t.-to)

]
1'(ti} = - exp, - 1. .

, 6Ý21r262

Strední hodnota je rovna hledané velicine to a disperze 62(nebo standard-I
ní odchy1ka~) charakterizuje chyQY merení.

(1)'1

,I

I

Zapomenme na Chví1i""že strední hodnotu to známe; naším úkolem je

odhadnout to a ~2 z namerenych hodnot t1,i=1,...,200. Ptáme se: která

císla t a &2v normálnimrozdelení nejlépe souhlasí s tím, co jsme veo
,dvou stech merení zaregistrovali? Nejlepei dosudzn~máodpovea na tuto

otázku je ta, že je treba parametlY najít tak, aby 8 nimi byla práve ta--

to*namerená data nejverohodnejší (§lO)., Protože predpokládáme nezávis-

lost jednotlivých ti' je hU8tota'pravd~podobnosti N-tice výsledku rovna
soucinu hustot (1)

"'2'N 1
'

[
(t .-t)

], 1. o
L =,; , ,', exp,' - d"",.ú'~

.,Q '7'fi{ijr , 'it, 26~;'LY,,\

'" ',' " "','0, ",,!; " "", .' .'.'

Ma~,ímum ver~hodnostf~lj~naja~me,ne~lépe.(~áko maximUJI,1 fUnkce

ln~~to' 62 =-"L "(ti-~g> ,T,f!.,51;;62+lnZ{\').

. i~l' ?~~'::';;i:í~~~~~Y;P,;';;~, "
Z podmínek maxima.;'OqnLJ~;1;o=>-q1.,"~J~3j1.t),~6.=O ,dostaneme odhad~

'" <3>

, N .,',"

A - ..1:'" ti 't o - N L-
i=l

, ,,/'. ,." 'N~1~~)"i.~~'t~~":s

Cf?- = l:~(l
"
t:-t )2N L...;.,.. 1. o'.

i=l

Podmínka maxima"'Lvzhledem 'k t je'"'totožná s ,podmínkou minima souctu
,~. o '

ctverco. odchylek t'.-tii""
. 1. o ,

"." " ,.. c'.,' ' '., J\

A Z kompÍetních dat (N=200) ~vycházív. n~,šem: príklade to =1.992818,~ =0.1335s.' To j'sou ;~i'šém';h'oahci'tyjnáhodnýénpromenných - priopaková-
., ". ,~'," A

ní celého experimentu budou vycházet ro.zne.~Rozdelení t je.podle (4.8)
, , ,," ," > ",'.' ',', " o

a <1) ':l9rmé~~í 8e'~redrií ho.~riotO'ú"toa d1sperzi D(to)=6'2m. Rozdeleni
náhOdnéprO~e~é ~6 /62 j~ -X2 ~,N...:I, s~upne~ Y'plnol3ti,(§ 8); ~ze \Tztahu
(4) se totiž dán~psat jako .aoucetN~l kvadráto. nezávislých lineárních""', ' -,' '" ~,. 'c. " -

kombinaci ~~\icin ti' ,~ ni~hž každá má strední hodnotu nula a disperzi.
, . " . .." ,."

()2:" InstruktiVní Je oVerení*tohot.q faktu pro N=2. Odhad.62 je vychýleu,"

protože strední hodnota rozdeleni~~~l je N-l (viz(8.2», odkud vyjde

strední hodnota,E(~2) = 62 (N-l}/N4G2. POdÍ!!ink~ konzistence odhadu 62 ov

eem eplnena 'je {pro 'N~ je E(62)-.:,d)2). Je zrejmé,že nevychý1enýmod-

hadem di8per~e~2 je velicina ' ,
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- -"'"",.>cf'", N. ~ 1 L 1\ 2
6<:::=

.

- b "'--
N ] (t.-t) p"- N-l-. . ~ o .

1=1
(4a)

pro vHš1 N je oveem ro~díl mezi odhady (4) a (4a) nepodstatný"
' :I'.
x J J\ 6 2

Ž
"'. '

Znalost rozdt:len.Lto 8 umo nUJe :Zf'O~Ulove.tvýsledek mereníj to-

tiž prevdepodobnostní závery ocsouvialostito 5 hledanou hodnotou to. Ná-
hodné.promenná

(r"-t )/.k?/N ~ -to o - o o

r I\., - ~h,\fNtt/[{N-1)62J ~/(N-l)
'o ,"'

má'"'podle (S.Cg) Studentovo rozdeleni

\ .~ 1;1 ~ A 2S =,j~ 1 NN-I) ti (ti-to)'

(5)

B N-l stupnem volnostie Oznacíme-li

(6)

,

mOžeme vypocist p:ravdepodobnostt že'<to ležív intervalu (to-k5,~+kS-):
'

f
J\ J'o~/\. """]' "

I

t>-t
I

P Lt t:€( t o'-kO;z~::~)]~,1'( ,2kQ< k)' ,~lf-í( k~-FN.:i (-k~:~Fr-i-~(k)-1, (7)

pomoci distribucní :fuDJccé"FN-l Stuiientov~irózdeleni s N-f"stupnemvO14~8-
~~J~.,Prot?že pr~ N-;=c!99je Studentovo rOZde}enic'praktický'toto~né, snoŽ'"",
málnim,je '-p'ra.v~ep~~ob~st (7) rovna 0'.683 pÍ'°'k=l a 0,,9$4

. pro k,=2 (srovnej s (4.,6».. Me~i bychom zacltóvat; konvenci a, udat jako vý;...
" .. ,,'" '-," °"" ,. . '". .N ,

51edek ~eré~ ~in~ervalóvý ~dhad s prav~epodobnoe,~ním obsahem O~68~J kte-
, . + r'

rym Je "o Z:o :

1. 99?8 i~:\Q,~0095:>"s~' (8)

Shrneme "smysl tohoto výsl'edku., S pravdepodobností 68.3%,..,.. obsahují takto
A ","' " :',

získane ~Il!-el-yaíycto ~Ó ~právnou. ho~otu~to (gri IIin°l:°náaobném opakováni

b~ds y '68.. 3%"~ríp'adó. :t': v ::mezich interval~vého~,dh~dut ve zbylých 3L 7%,. ..'" ,,' ~:""""",o ";'-"""."". , !.

mimu, ~e~~ :pr.~t,?#"yím~ja.kým ,Zl)usobe.mmuaímé..zníenitl.~élk~\ i~tervalu", aby
s'e jeho' prevdepodobnostní obsah zmenil. 'Chceme-li "Dlít vetší, jistotu", že

jsme správnou. hodnotu v intervalu zachytili, musímé"bozvetšit. Vyhovuje-
'." ',' "~':"" r",} ""'. . .J\, + "
, -liprav~~godObn??;t?5.4%, vezmeme interval to -2&; obecný. návod je pod-

le (7) obsažen vdfetribucni funkci t-rozdeleni."
.. ',', ,';.. '.. " -\ ' "

Odhad podle (8) správnou. hodnotu t =2s'obeáhuje; hru náhody bychom
, '. o '

p'ozorovaliopakováním :merení..Mámevšak do~rou možnost ilua,trovat statis-

tické zákonitosti tak, že bUdemenani.et\ený .§!q,ubor, dat, považo,vat za opakova-
ná merení (rekneme ctyricetkrát) menšího poctuhodnot(p~ti)f' Výsledné

intervalové odhady 8 Nf5 jsou gra~icky znázorne~ v obr. 22 svislými Úaec-

kam1f jejichžstred je v t Q krajní b~dy.v t ..;r, t +S-.o o o

Z prvních etyr petic ti napfíklad vy~ly odhady

L
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Ob,l'. 22 Intervalové odhady to z petic na.merenýchhodtÍotCasu. ~.! - ~-

1.0

I

2Fn(-k)-1

0.8
-

f
0.6

0.4

ra.2

!().ra

Obr. . 23.

0 2 4 6

Distribucní funkceF(k)Studentova rozdelení. Nak~eSleny hOdno-II

ty Fn(k)-Fn(-k)=2Fn(k)-1 pro pocty Btupn~ volnosti n=l,...,lO .

{plná cára) a limitní normální distribucní funkce (cárkovaná Cá}'. ,.
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(2.030-0,,032 s, 2.05s.:.O.059 .s, 1.963-0.057 ap 1..862-0.025 )so (9)

V obrázfu22 ~idim~ názorne souvislost odhadu Q sp~vné hodnoty. Shodu
pravdepodobnostnich tvrzeni o intervalových odhadecn s Pozofovanou skutec-

ností posoudíme kvantitativne. .

Ze ctyriceti interval\1v obr. 22 jen dvacet obsahuje správnou hodno-

tu t . S pomocí tabulek v dodatku D2 zjistíme, že pro N-l=4 stupne volnoe~o "'-.

ti je pravdepodobnost (7) zhruba 1>=0.62 (a ne 0..683 jako v prípade velké-A ~ '

ho N!) pro interval fot Ó ~ t" j~ k=1.. Ponet n priznivých pr:í.padó. (interval

obsahuj~ to> je nábodná. velicina s binomickým rozdelením. Její strední,

hodnota je 40xO.62:::24~6 '~ odmocnina z diaperzeV(40xO,,62x(1-0,,62»~3.l

(viz § 7). Krome velmi pl~vdepodobných hodnot (25,24,26 atd.) se tedy pri

opakování oeléhc pokusu obcas objeví ponekud men~í n~bo veteí pocet pr:í.z-

nivých pfípadó.c Použijeme-li. aproximace binomického rozdelení ~ormálnim,

dostaneme pomocí distribucní funk~e (405) pravdepodobnost~ že pocet pfiz~

nivýchprípadl1 bude menší než strední hodnota alespon o tolik c~,vna.šem

pr:í.pa~e:

p(n<:'20.5)~,~(20~5-2~.8) ~O;083 .
'" 3..1"-

",.."--,- -

N~ní ~~edy~c~~l!;eI9,ž~?nÝ dO-vod ]( podezrení,

mají požadova~ý vý~~aÍn" Pokud jde-o'pccet

pozorová11"jsme proste výsledek, »terý se
'.""""',",' ~""._"""' e' ", ," ",

dýchO:;dvanáéti~ 9pakováD.:C.ch..'.,.. .

že naše intervalo~é odhady ne-

príznivýchprípado.v,obr.. 32," ~

objeví .zhr~ba jedenkrát v ka"ž-

Horejší,,~~aha je jednoducbým..pt:í.klademstatistického testUhypo~ézyo
Testovanou hypotézou je.pravdepodobnostní obsah P=O.. 62 intervalového od-

ha.duy predp()ví~aj:fé:(; prostrednictvím binomického rozdefeni pravdepodobnos~

ti všec~ možných výsledku... Je-lipra:v.depodobnost p,ozorovaného výsledku
príliš maIl, máme pcchybnosti o správnosti hypotézy" Zrejme n~n:Cmožné

urcit ~resnou hranici pravdepodobnosti pro zamítnuti hypotézy, protože

i málo pravdepodobné jevy mohou nastat. Musíme8e~mírit s omezenými mož=

'nostmi~ které máme pri 8tudiu náho~ch jev\1.To samo~rejme neznamená, ze

výsledky statistických test~ jsou bezcenné. Kdyby po~etpr:í.znivých prípa~

d~ v obre 22 byl napt:í.kladjen 15, meli bychom pádný dl1vod k domnence, že

je testovaná hypotéza nesprávná (takový pr:í.pad, pokud je hypotéza správnás "

nenastává casteji 'než asi jednou v t~síci pokusech).

Chceme-li udat inter~alovéodhady s N=5 ve atandardn:í.m tvaru, toj" 5

pravdepodobnosti (7Jrovnou 0.683, musime zvolit k=l,,142 (viz tabulku v1\ -/

dodatku D2)" Pro P=O.954 je treba Ó násobit faktorem k=2,,858;,z takto zvet~

$ených intervalu v. obr~ 22 pak už je~ tti"(4,,,12c a 3),,) neobsahuji hodno-

tu t =2s1 což je v dobré shode se strední hodnotou poctu príznivých pri-o '. .
padú 40xO"954~38.2,, Stojí zato všimnout si odhadu ze ctvrté petice (po-

sledni 'Ir(9»; i toto d6 "náhodou" muže stát (s pomocí tabulek v D2 zjis~:f-

me f ž'e o neco méne jak v jednom ze sta pokusu)"Dulež~ tým faktem je ntIt.nc.st

i
;
i
i
j
\
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zv~t~it interval to- Ó :faktorem k pro dosažení požadovaného pravc-epodob-
nostniho obsahu Pf a to tím více, cím menší je pocet stupnn volnosti N-l

a _Cím vetší je P. To je videt prehledne na distribucních funkcích Studen-

tova rozdelení v obr. 23.' II
Rozdelení- namerených hodnot

IOdhady t4) jsou založ~ny na predpokladu, že namerené hOdnoty madí

normální rozdelení (1). To však muže být nanejvýš aproximace: predevším

víme, že ti muže nabývat pouze diskrétni;chhodnot, i když dosti jemne -od-'-

stupiiovaných.Dále je zrejmé,že výsledkem merení nebude nikdy záporné I
císlo, existuje -jiste i horní hranice. Presto je normální rozdelení v tom-

to prípade velmi dobrou aproximací. Cástecne je to videt v hiatogramu v -I
~.

obr. 2. Je treba si ovšem uvedomit,že cetnosti v jednotlivých sloupcÚ:h---

jsou náhodné veliciny (s multinomickým rozdelením, § 9). MOhou, podle

(9.4), silne kolísat kolem stredních h6dnot_a tím ztežovat srovnání s prol
b~hem hustoty pravdepodobnosti. Lepší je použít _tzv._~mpirické distribuc- -

ní funkce - .

-

{

, O pro t<t(l), - .'.
SH(t) = i/5 pro tf (t< 1), t(i+l», i=l,.. .,N-l, (10)

~ -. 1_.-.p~o t~t,~N),--'- -'- . --- - -.. ..kde t(l),...,t(N) Je N:-t:Lce výsledku merení t l ,...,tN usporádaná podle ve-.. - ~
likosti od ne

..

jmenši k nejVetš~
.

~odnote. Funkce (io) ~á s~ok velik
.

~ti llN'

l
'

v - každé namer_ené hodnote. V .l:lmite N~~ se blíží k d:lstr:lbucní :funkci ná-
hodné-promenné, která merení popisuje. Srovnání normální distribucní:fUnkci

se strední hodnotou a disperwí,odhadnutou pomocí (4) sémpirickou diBtri~.
.- .'

bucni t'unkcí (10) je v obr. 24. Maxiina_9dchylky obou závislostí se dá 'vy-

užit k presnejšímu posouzení shody _.(Kolmogororovtest, § 21), zde se spo-'~

kojíme 8 kvalitativním konstatová~ sOuhlasu-em~irického a hypotetickéh°l.ll
rozdelení. '. , . -- -

A ---

Aritmetické prumery to namerených hodnot jsou také rozdeleny Zhruba- .
normálne. I kdyby namerená data mela jiné rozdelení, podle centrální li- .

mitní vety- (§ 5) je promer asymptoticky no.rmálni.V obrázku 25 je emPiri.ká distribucní :funkce ctyricetip~meru z petic po sobe následuj~ci~hna

merených-d~aju a normální distribucní :funkce se strední hodnotou jako v .

obro 24, disperze je zmenšena petkrát~ Je treba si všimnout ruzných merí-

tek casové stupnice v obou obrázcich~
- - .

Pro rYchlé kvantitativní posouzení shody namerených dat s normálním

. rozdelením je možné použít hodnot empirických koeficientu asymetrie a
excesu

--1'1- -

L ( - 3
i=l ti~to> IN

gl=
[

N '

fu(ti-to>/w]3/2

r,r
L. 4
i=l(ti-to> IN

g =2

Q
N (t.-t )2 /N

~

2
L: :l O
=1 :

-- 3 ,
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Obr. 24. Empirická diatribucní funkce z dvou set namerenýc~ casd(plttá cá-

raha. hypotetic:ká -normální distribucní funkc~ (cárkované cára):.. .

...n .n..'.. . .. , . -- ...,., . . ":"','

/3,,8 r..."",

CfC:.~.;~.
I
I

0.6 t-
I

i4t

0.J
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.
.
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1.8~ 1.913 2.00 2.113
Hs)

Obr. 25. Empirické di8tr~bucnífunkceprumeruz 5-tihodnotcasu (plné

cára) a hypot-etickánormélní distribucní funkce (cárkované cára).

;
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--~-' .' col ~sou odhady asymetrie fl (3.8) a excesu (2(3.9). Pro normální

~í ocekáváme malé hodnoty 81 á 82' protože rl=X2=0.8l,g2 jsou ale
\.

,<mi náhodných promenných se stredy nula a disperzemi

6 24
D{gl)-3> N' D{82)->r N pro N"}'oo,

s asymptoticky normálním Tozdelením. Z našich 200 hodnot t. vychází1.

gl=-0.2l8, 82=-0.108. Odlišnost od nuly je málo významná,protole stred- ,

ní kvadratické odchylky, jsou podle (12) zhruba ~D{gl) ~0.17,. ~D(g2) ~0.35,

e pravdepodobností 68.3% cekáme gl v intervalu! 0.17, g2 v intervalu
I

:!:O.35.

Duvody k použití normální hustoty (I) v našem príklade jsou tedy ná-

sledující. Shoda s namerenými daty je natolik dobrá, le ani pro sku\ecné

neznámé (diskrétní!) rozdelení nemužeme ce],catvýrazné zlepšení. Pritom

'dostaneme jednoduchým zpusobem optimáln~'odhad merené veliciny a jeho

pravdepodobnostní~charakteristiku. Výsledek merení (8) nemužeme podstatne

zl~peit hledáním a zpra.o~im jiného rozdelení, které" b

,

Y

.,

snad lépe vy

,

. -

.
.

s~ihovalo situaci (diskrétní, zhora~i zdola ohranicen~). Jednou vetou: .

n~rmální rozdelení -je zde aproximací, která poskytuje vŠ,e co k dosaléni .

cí1epotrebujeme. , 't. :J

112.OOla~primomer~ch hodnot 1 " "" " " ". . .
~

- .'

" Podstata statistického odhadu prímo merených hodnot rozdelených nor- .'

imál~e je popsána a ilustrována na príkladu ko~rétníh~ mereni v predcho- ,

, zim paragrafu. V tomto odstavci postup zob~cnime pro prípad ruzných vah J
namerených hOdnO~ a shrneme do Pf~~led~j~dnotiiVÝCh kroku zpracování datJjII,

Predpokláde~me, že máme soubor nezáv1slých namerených hodnot

.' Yl'...'Yn e normálním rozdel~ním kolem hledané strední hOdnoty e~ as ~is ,

~ A ' ' '

pe.rzemi vI'.. .J~N : '

[

' 2

]

. , ' ,.'" 1

1 ' (y.-8 )
f(Yi) =, exp - 10. (I)

V2'fl'6i 26?
,1

Rozdelení náhodného vektoru s komponentami Yl'... 'YN je tedy normální, s.

diagonální kovariacní'maticí E' i-tý prvek v diagonáleje.Gi (§ 6); ~a-

pi!eme ji ve tvaru' - _-1

E =,62w-l = 62roJ

W2..
o

/t/Wi\

= 62: ~/w'L " O (2)

W<1

.

.
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váhy jednotlivých namerených hodnot. Hodnote 62 se ríká disperze 'pro jed-
no

.
tkovou váhu.. Prepis D = 62w-l není jednoznacný! všechny váhy mužeme ná-

rv rJ. Z
sobit stejnou konstantou a tou pak vynásobit i 6 . Smysl vah je zrejmý:
J'eJ'ich 'pbdíl w./w. je roven podí;I.udisperzi b~/o21'; merení s menší disper-1 J ' J '.

zímá vetší váhu, n;usí se více uplatnit v odhadu strední hodnoty. Predpo-

kládejme, že jsme nekterému merení priradili pevnou váhu, nejlépe jednot-

kovou, a tím jsme definovali roz1clad (2) jednoznacne. Prípad merení se

stejnými vahami dostaneme volbou$=J, kde ~ je jednotková matice.

Odhad strední hodnoty 90

Logaritmus verohodnosti (lO.4)N-tice y. je1

lnL= -t.
[

Wi (Yi-9o)2 +~ ln~ + ~ ln oJ.
i=l 26~ i~]

(3)

Maximum funkce verohodnosti L nastane pro

(neboli suma ctverc~ odchylek) minimálnd;

~' W

"

Y

~ -

1\ i=1. 1 i'L"I.- .Q - .
N,. ;';(0.- ':';~".

L.
'i=l

1\ .

,takové e=8, pro které je -lnL

z podmínky olnL/o6=O vycház~

(4)

~ j-' I
i '"",

' \~
nebo nejmenších ctvercu je vá- '.

'Rozdel.~n:í e jep9dle (4.8)

.~

Odhadem 9 metodou maximální verohodnostio
žená strední hodnota všech dílcích výsledku.

'normální~ sestr:~9ní hodnotou a disperz;í
. , . (."" "N" "

'S"': 2' 2
Lw. 6 /w.

E (a) =9 ,'"'D(e),=,d=l1, . 1
~0"ij;S;' 'N ' ,...',

.(~l Wi~2

2
G

=
'N','

Lw.'. I 1].=

(5)

Odhad &0 interValem pri známém 6

Známe-li hodnotu 6",mužeme využit vztahu (S) k urcení intervalu, k.te-

rý obsahuje 9 se zadanou pravdepodobností.Nejkr~tší z takových intervalu
.1\ o "

má stred v 8. Oznacíme standardní odchylku rozdelení 9 symbolem Ó, tedy

podle (5)

b s: ~D(~) =

N .

L:,wii=l
(6)

s použitím distribucní :tunkce (4.5) normá~ního rozdelení mužeme vYjádrit
, ~

pravdepodobnost, že e leží v intervalu e!kD:o
J\

P[&oE(9-kÓ, &.-kb)Ji~p( l ~90 1<k) =~(k)-1x-k)=2~k)-1. (7)
K poža~ované pravdepodobnosti P tedy najdeme potrebný násobek k standard-

ní odchylkyÓ. Pokud k intervalovému odhadu nepodáme jiné vysvetlení, mel

,

111&.
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*
'" "'-'~ by mít pravd~podobnostní obsah' P=O. 68] a tedY k=l

~2~ má P=O.954, viz (4.6).
, 2

Odhad neznámé hodnoty 6

.
'

Pokud disperzi pro jednot'ko~ou váhu neznáme, mO-žeme ji odhadnout op~ ' .

z podmínky maxima verohodnosti L, cili olnL/c(62) = O. Ze vztahu(J) vyjnl
N '.

/'2 '~ 1\, . c . ,"

(j = ...LN' L w. (y.-B f . (S)
, . 1 11,

~ je ovšem ná~:dnávelicina. Dá se dokázat, že N~/62 má ~2rozdeleni s ~
N-l stupnem volnosti; lze ji vyjádrit jako soucetN-l kvadrátO-nezávislých,

iineárních kombinaci jednotlivých y., z nichž každá má strední.hodnotu i)W
, ,... A1-

1a a disperzi 1. Dvojice Yi-9, Yj-~nezávislá nejsouj každá Yl'...'YN'VY-

,stupuje ve vztahu (4) pro e;,Odha~(S)je Vychýl-ent,protože jeho ~tFedn. -hodnotanení rovnaodhadovanému6: ' '.
E(;2) :: (62 !N)E(N;? /52):: 62(N-l)/N<62 ~ ~evych!iený odhad tedy' mO-že

(interval' ~!i)'~ -~~-~;;~*

:'~"';f

N.. , ,

-2' NI'21 ~ ' ,\ 2 . ,

\) =N~1 6 =N-l fuwi (~i-e) d,~!, '.' .' ". (~) I
není to už ale oahad nejve!OhOdnej§í.(N~1)~2í~ má~Zdelení)(:-l,~pro !

vetší N je rozdílmezf. odhady (8)' a '(8a) nepodstatný; Znalost rozdelení '.
. promenných{;2 resp. {?, umožnujeform~aci int:ervalových'odhado.hodnoty ,62 I

s predepsaným pravdepodobnostmm Obga1Íem(Odhadno~t"chybu 6"(~) chy.by 5.,
K tomu stacív.yUžítdistribuení~e roz4eleptXN-l., -

Odhá6.\ e intervalerl1hodnot pH neznámém 6' ,,' '".

Je:lihodnóta E)neznámá a o4hadujeme ~i'Z J:1SIIl.er,enýchdat~ jek~~strJII

,-'ce inter~~lovéhO odhadu pro &0 o nee~ slo!itej!inež vpredchozim Pripa l- ."

(7). Využ~;)eme faktu, žepodiJ. ' , . " " "

?ýt I

1\ .~
(e-Q ) / 'V D( e)o

~N~ 1l.02(N-l)]

", .. .
= e-e,,', -"c===:
"'N~~E"'1)f=:Wf]

(9).

má Studentovo rozdeleni sN-~ 8tupne~ V:olnosti (§ Sl. S oznacením

&
.

1\ N62"

J
I" 2

~= N = N , t.wi(Yi-e>.
I(N-l)'?: wi ,'(N-l)?=' wi,i&1

1=1 1=1

I
( 101.

dostaneme pravdepodobnost

r. 1\" 1\ ." ] I
9-9

IPL9oE{e-kb,~k~) - = p( T ~k) I: FN-l {k)-FN-l,(-k)=2FN-l (k)-l

I

~11)~

-
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vyjádtenou pomoci distribucní funkce FN-l Studentova rozdelení s N-l stup-

nem volnosti. Prehled o souvislosti k a P poskytuje obr. 23. V limite N~. A,

~~t-rozdeleninormální, Ó ze vztahu (10) je standardní odchylkouodhadu
A ~+ 1\

ea int~rval ~ó(t.j. pro k=l) má pravdepodobnostní obsah P=0.683. Pri

zmenšov-§ní N je treba pro zachování Pzvetšovat k, a to výrazneji pro vet-

ší pravdepodobnosti (obr. 23 nebo tabulka v D2).

Kontrola rozdelení dat

Správnost predpokladu o normálním rozdelení (I) metených hodnot se dá

dcinne posoudit pomocí stati8t~ckých testá dobré shody (kapitola III). Zde

se omezíme na orientacní posouzení normali~y souboru dat pomocí empiric- .

kých koeficient~ asymetrie a excesu

..Ji. "3 N "'4~lwi(Yi-e) ~ Wi(Yi-6>1- ~=l
g =VN , N ,,' '000 3/2 , g2= N, N 2 -3 .
. 1 r4=wi(Yi-~)2 1'" '.' .[~" w.(y.-e)2 ) .,

l' 1.=1 "'. 1.=1 1. 1. "

. Jsou to odhadY asymetrie 0.8) a excesu.( 3. 9), 'které jaoupro normální rOZ-
, '

delení nulové~

Disperze náhodných promenných gl!g2 jsou

(12)

2
, 6N.tN-l) - D) = 24N(N-l) , ,

D(gl) = (N-2 )'(~+l)(N+3) , ,(g2 (N-3}(N-2)(N+3HNT5)
. (13)

..
"

""", .. ,',<
,'..-

/" ~d.

rozdelení gl a..g2As,Q~ ~symptoticky no~á1níc<Vyjdou-lihodnoty (12) dale-
, . . .

ko od" ÍiÚ1.y, Ínárlíe' poaezrení,'že rozdelení dat n9~lní není. Výsledek' ,

Igll?;2{D(gir'nebolgí~2JD(g2)vetšinoupovažujeme ~a významný nesouhlass

predpokladem,.:pro~o.'~,etako"y'prípad nastává pri normálne rozdelených datech

zrídka (méne Jak.v 5% p'i"íRado.h

Nápadne vybocující hodnoty
<

. Velmi castt? se stane, že odchylku od ocekávaného rozdelení dat zpo.sobu-

jebjedna nebo nekolik málo nápadne velkých nebo malých hodnot. Jejich prí-

tomnost bývá zp~sobena než~doucími vlivy pri mere~í, jakoc je chybný zápis
údaje neQO náhodná krátkodobá porucha.mericí apáratury., Je možná nápadne

vybocující' data vynechat a tím merení "zachránit",. Pritom je treba postu-

'povát velmi opatrne a 8 uvážením možných prícin vybocení, protože vynechá-

ní dat, které dQ soub2ru patrí, je rovnež nežádoucí. Rozhodující je zna-

lost "k:;;~~étního proQ'esu nleferlí,statistikamilže poskytnout pomocná kri-

, teria pro vyloucení n:cekan~ velkých nebo mal~ch hodnot~

Pro údaje Yl'.."YN 8 normálním rozd~lením (1) se dá

rozdelení maximální hodnoty Y . Pro jednoduchost zápisu
" , max

cích formulí položíme e~o a 6f=1; pro každá y platí

snadno najít

dvou náeledují- '

1
.l
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1.2

0.e

9.4

0.9

Yroax

Obr. 26. - HU8tot~ nejvetlí z N ti~-~ ~ezávi8]i~h-'hodnot -;;-;Ú~~4!ú~-
~~ ' ' 5 '

normálním rozdelením. ~~

"

-~-

m

---- ---------------

4.2

3.8

,-
-- ,

3.4

3.0
.

2.6

10 100 1000
N

Obr. 27. ~ešenim rovnice_(12~16)v zá~islosti_na poctu N'normálne roz-

~elenýchhodnot;p je pravdepodobnost, !e Ymax> 90+mE).
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-~. P(Ymax<Y) oz P(Yl<Y a <lH a YN<Y) . P(Yl(Y)uO P(YN<Y) -lq?(y)]N c (14)'

To je d~stribucni ~unkce FN(Ymax) maximální hodnoty~ vyjóe tedy rovna N~~'

mocnine integrálu pravdepodobnosti (4.5)0 Odtud dostaneme, s pomocí (209)1)
hustotu

2
( ) d ~ l..N-l' 1 Yme.xfN Ymax =d--FN(Ymax) I: N ~ (Ymax).~exp (- ) ~Ymax . . ., 'II :2

Hustoty (15) jsou nakresleny v obr~ 26~ S rostoucím N 8e rozdAlení Ymax

posouvá k veteím hodnotám a zužuje se" Napríklad pro N=lOOOje e velkou

pravdepodobnost!Ym8.xE (2..5p4.5) 9 pravdepodobnostYme.x >4 je malEL Vrátí-
2

me-li se ke strední hodnote 60 a disperzi °i ~ rozdelení (1)9 dostaneme

(15'>

fl:e (14) pravdepodobnost

[ y.-9
J

~N
P=Pt(). °) >m=l-i(m)~i max

0..6):

-

toho, že odchylka~.i od 90 prekrocí m-násobek~8tandardníodchylkybi" Pro
."

tri malá hodnoty p je v obr..27 nakreslena,závislost m na N. Je videtI)!~
- .. ", ,'. ,.

! od~:vodnených prípE\~ech m!eme ~ec~at"'~a:k,~:~~tho~~~ty ~i f kteN jsou '\:".. .

o 3-až 4- násobek 6'i veteíne! odhad&0 (p~~~~aný"'o.v~em., bez -qnechávaných:
hodnot); pravd~podobn()8t, !e do souboru patf;Í/bje velmimalá" Stejne se ds...

"..., . " 1\

jtposuzovat nápadne ma1.éhodnoty.' - men!!. o Di';"násobek °1 ne! &o'c

113.. "Pr!klad mereni doby života cástice .1"
. Nestabilní cástice mají omezenou dobu života -rozpadají 8ee Rozpa~

je náhodným jevem, který S6 dá dobre popsat exponenciální,m rozdelením (~9h

f( t) =L exp(- .! ) .
'Co 1:'0

(1)

f(t) je hustota pravdepodobnoetif !e doba která uplyne ~ezi vznikem a ro~-

pad,~m cástice je t". Celý proce6 je .popsán jedin?u konsr,antou 'CO!)která .

rikáme dob~ živots.. Je to strední hodnota rozdeie~ (1)9 která zároven

urcuje i diaperzi (viz(9.l2»:

E(t) ="C Of D(t) = '(;2 .o
(2)

~ivotcá.stic m~žeme pozorovat pomoci stopy'v registracním zarízení!) stOpili;

zecín~ v míste vzniku a koncí v mí8te rozpadu.. Dokáž~me-li urc~t rych1oet-

pohybu každá cástice s m~"žem6 z dálky stopyvypocíet dobu mezi vznikem ~rozpe.dem..

Predpokládejme, že jsme eledovaliN cástic a získali N-tici nezávisw

lých hodnot tl""'. tw I když se ná~ podarilo potlací t náhodná chyby v

bh... ..
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procesu merení na zanedbatelnou úroven, jsou ti náhodná císla s rO~delenJl
(1). Studujeme náhodný jev; cílem merení je urcení konstanty1; , jejíž

hodnota umožnuje predpovídat pravdepodobnosti prostrednictvím ~ustoty (1
11\ ,

Optimální odhad ~ dostaneme z maxima verohodnosti (10.3) namerenýcho
nezávislých ti:

NIti
L('C) "" n -exp (-~) ,

i=l, 't' "

+

I
(])

Ineboli z maxima funkce

. lnL. ;;~ ti + NlnCC:1=1 (4)1

. .(5)1

A -
Maximum nastává pró hodnotu 't"='ib,pro ktero~ o(lnL);31;= O:

A 1 N
~ =NLti.

1=1 .

Nejverohodnejeím odhadem je aritmetickýpromer namerených casd.,Náhodná 'I
", "A' -c' .

promenná N-c& má gama - r()zdelení (9.16) s parametry b=N, a=l/'t:o.Strední

ho~ota a dispe,rz.eodhadu jsou " "" I
E(~.) ~.,~ ~ DC,e) = f: '\D(1;i)=f'~~ 't;)~ . .~,

o o ~ o i=lN ,i..ONN'
. (61

Odhad (5) je konzistentní a nevychýlený; jeho rozdelení je asymptotieky

..,normální., I
Skutecné merení dob života cástic vyžaduje. mohutné experimentálmi z

. rízení.. My se "spokojíme se simulaCí pomocí pocítace. Vhodným programem.

nerujeme N-tice pseudonáhodných císef xi 6 rovno1l1~rným rozdelenímg(xt=1'

pro xi E:(O ~1.). Transformací

ti = -~l~i

/

(11

'do~taneme pseudonáhodná císla' s hustotou (1), c~ž snadno oVefímeIPomocí' "(2.5). Protože na volbe jednotek casu v n~šem s1muloTBném experimentu nE
i

záleží, použijeme '{; =1.o '

" BUd~me sledovat výsledky Odh~dU (5) p~ rozné pocty."namerených"hel
not N=8,16,32,...,204S. Výsled~ JSou graf1cky znázorneny v obr. 28 ve

tvaru i~te~a.~~~ých odbadd.(:o:t ~, . kde strední, kvadratická' odchylka. POdl« 1(6) 4e b~1; /\N. Vidíme, jak se s rostoucim N zkracují intervaly (velmi~ o .

pomalu, ja

,

kO l/{N). Pravdepodobnost, že obsahují hledanou hodnotu 1:0 je

Iblízká standardním 0.683. Ackoliv mají data t. rozdelení (1) podstatne.
. 1

liené od normálního, rozdelení prdmeru (5) se podle centrální ~imitní v

ty normálnímu blíží, a to tím.více, cím vetší je N. I pro dosti malá N i

l
'

aproximace normálním rozdelením dobrá. Ukazuje to obr. 29, kde je empi.'

I
..
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Obr. 28. Intervalov4 odíÍady 1:: 8 rdzn1a poete. BJÍ.i~ch hodnot..
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Obr. 290 EMpirická distribucni funkce odhadddoby!ivo~a cástice pro Na16,

o plná cára; normální distribuc~í t'unkce °N(1,1/16), cárkovaná cára.

1.1\
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J

rická distribucní funkC~ (viz{ll.lO»)prumeru s N=16~ získaná l28-násob-j

pým opakovánim pokusu. Hustoty gallia- rozdeleni prumeru (5) a aproximativ

kiho normálního rozdelení mú~eme pro Ne16P:rovnat v obr. 18. J

14. Odhad polohy symetrického rozdelení

- 65 -

Nejbežnejším odhadem polohy rozdeleni náhodné promenné x je aritme- 1

tický prumer .

k ( )
Ix - N Xl+e..+xN (1) ,

namerených dat (polohu nejcasteji ch3rakterizujeme strední hodnotou, m~-

žeme však p~užit t~eba me~ián n~bO~ Jl\(1dú (~ 3». Jsou ,k tomu dva podstatn,1
duvody. Preaevšim Je prumer optlmáLni v prfpade normalne rozdelených dat ~

(máminimálni disperzi), za druhé~ Úkon velkých cisel (5.5) zarucuje t

asymptotické (Ni"CO) približenfkhleda'né hodnote pro libovolné rozdHení~
které mé.konecnou disperzi D(x). POklldE(x) a D(x) neexistují (treba pro

duležité CaílchyOYO rozdelení) ~ nelze prumerx vubec použít; není-li roz-

1delení x normální, existuji dcinnejší odhady.

, Zameríme 8,ena nekolik jednOd
..

UChý<::hsymetrických m

..

OdelOYýC

.

h rOZdele1

.ní z. § 9. Optimální odhady (s nejmenší disperzí) dosta~eme met~dou maxi-~
málníverohodnosti: ' '".

~"

~-;imá:L~i--~dhad~p~lOhy I, .
I aritmetický pr>1mer x

I polovicní suma krajních hodnot~ I
I . J r-" "med~an x .

I z podmínky maxima verohodnosti (rešení n
.

('

1. lineární rovnice)

I

J~pzdelení

(a) normální

(b) rovnomerné

(c) dvojné exponenciální

(d) Cauchyovo

V prípade Cauchyova rozdeleni (odhadujeme Xo 'ze vztahu (9.20» je treba

rešit'nelineární rovnici a výsledek:nem0.žemezapsat tak. obecne, jako prj'

z~ylá rozdelení. Medié.nv (c) znamená takovouhodnotu. pro kterou je mi ,
nimálrií suma .

"1 =I~~I +...+IXN~I. (2) I

Kvantitativní sr~vnání e~ektivnosti jednotlivých odhadu je možné prov
.

és Iv limite N7oo tak, že spocteme je~ich disperze (za predpokladuD{x)=l):I

"

I

I:
_Podtržením jsou oznaceny nejmenší možné disperze, viz první tabulku v

rozdelení medián prumer polosuma krajních hodnot
I

'ff /(12 .1nN)(s) normální 1í;(2N)' l/N
9

1/(4N) 1/(l2N) 1/(2N2)(b) r.ovnomerné

(c) dvojné exponenciální 1-/( 2N), 2/N 1(2/12

Cd) Csuchyovo 1r2/( 4N) oe 00
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tomto odetaTci. Polovicní soucet. krajních hodnot pro rovnomerná rozdele~!
~1pae7D1ptotickyy.elD1i \1cbm!, (kvadratický pokles.disperze Nr2, v .oetat-
mah p!!ípadech nejY1ee ,.,r-l).. Pro libovolná ohranicená rozdelení budou v

, , . ,

, odhadeéh hrát dO18~itou roli krajní hodnoty.- '

Pdkud rozdelen! dat neznáme, ena~íme se najít odhad polohy, ktert bu-

de co neje~e~tivrieje! pro ví~e druhO rozdelení. Jednou z mo~no8t! je tzv.

vyrovnan$ prdmer. Z N-t~cexl' ,~ vynecháme m' hodnot, zpra~idla m/2, ,. '

nejvet.!ch a m/2 Dejmene!c~ a polohu ?dhadujeme aritmetickým prdmerém zb.1~

l1ch 5-11, ~dajd:1 ' "

, ' iN;:!L.2
XN-m="}M1 L x(.1), :,

, ' ,i-m/2+1. L

kde jeme jako x(~),...,x(N) oznacili nam~rená data usporádaná podle~eli~
koeti. yolba m-O znamená prdmer 'X; pri, m=N-l pro N lichá, resp. ~-N-2.pro,', -,..J . '

H sud',' j~ vyrovnarr!.prdmer (3) roven mediánu,x. Vqlbou m v ,danámroz\Uez!
dost'vámeodhadJ, která ~80U :jist~ kompromieem mezi v;J.aetn9stmi.x a~. '

PozoruhodnÝ je:takt, te ,pro m~O~54N je v aSYD1ptotická li~i~e di8pe~e .

'"~~an'h() ,p~iru Pro kald' rozdelen! z trojice -normálld, 'dv.ojná ex-.
, po~e~ciál~,Cau~ovo- pouze o necelouctwtinu vete! nelje di8perze

p~81~!n'bÓ t.,opi1máln!ho, ~dha4u.' "\. k.o '. . " . "o
. '>;...

HMad. o~d~ atfedz?!bodnoty <rovnome~ého rozdelen!
"", . " '

Brom_., podrobneji odhad polohy rovnom~rn'ho rozdelení
, ,

, . . ,

~':t(.x) - 1, x'(~ll2, 1/2)0 ,.:;(4)
, , " ',' =

prdmlr.. za polovi~ním eouetem krajm1ch hodnot x namerených ne~'v.i81ých

ú~ajd,~, .'.. ;;. _Prdme.\',.má,rozd~lení blízká k no~álnímu (§ 5,,?'t:>.r.' 6L,. , '

se' '8tfed.1Ú O a diepe1:"'í ;L/(l~Nl", Ro~d~l'en! 'I S8 ,dá' ne;jen'z.~ n8:~!tz, ~~s.-.

tr:bUehíCh~Ci F(Xy) . .(1/2+xy)Nf F('X.) 11 1-(1/2-~?N maxiDk ~ a,mi-.

ni.. ~v ~:n~závielýeh pokusech.. Výsledkemje 8~etrická hustota, tvore-

na( po.lyn~ .tupnl 2N-lv intervale~h (-1,0) a (0,1). V obrázku 30 je na-

kr8~lena 1"0 dvl,hodnot7.N. Pro strední hodnotu a dieperzi tohoto ro~dlle~
~~~~ "

'. '. E~. ,O, D'(!). ~ '~((2(.N+l)2(N+2)]" , , .(5)

,', Rom41l8n! polo~~ k~jm~h hodnot je pro vit!í,N,u~!í ne~ rozdlle~

, prdmlrC: '(o.b~. 30). Jelti n'r;orn~ji je vidlt podstatnl vetAí ef'ektivnq,et ,

odh84~ 'pomoó! '! v, obr. 31. Tam jeou nakresleny int.ervalov' ,od~~ .pro..rdz-r
nt PO~8t bo4d v 8ouboru dat, generoTaném v poeítaei. S pomooídietribuc-.

..n!oh:tuDkC~Y . , byly i.ntervaly zkonetruovény t;tt.k, 'aby m~ly etendardnt'-

I!ra.4Ipo~o~8tní obeah 68..3~.,

( 3)

! :ji.
I i
hi
!l-I,
!~

I~i"It!
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I
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I
I
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I
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I
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1.70 polosuma krojnich hodnot
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Obr. 310 Interva1ová odhady polohy:.rovriomerného rozdelen!

~~t ~enerován. v pocítaci)
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odhadu dvou paramet».d l~neárniho modelu

Metody odhadu více paramet~ budeme ilustrovat na dvojrozm~rném p~i~

psde9 který je doetatecn~ obecný a pritom velmi mázornýe Predpokládejme,

!e pro rózné hodnoty ne~ávisle promenné x m~ríme hodnoty záviele prom~nne

y :: a +b x2o o o (1)

Zavislost y(x) je urcena dvo,jicí parametw' aó' bo' které Vystupují v mo-

delu (1) lineárne; ,jejich hodnoty hledáme neprímo z namerénjch dvojic

x, Yo O linearite modelu rozhoduje závislost na parametrech, nikoliv na

~ezávisle p'romennéo

" Predpokládejme dále9 že nezávisle pro~ennoumd~eme urcit,presne-,(ne~
bo ee zanedbatelnou. chybou).e.výsledkem merení je N 'hodnot pr~menné :i~

y, :: á +b Xi2+p.II i=1,'... ,N, . (2)1 'o o ~ "'

pro N-tici p~Vných hodnot x,'.-Náhodná ehyba i~té' ho~noty'(oznacili" jsme
," ' :"~, , 1. . c".-"". "i,,':,"

ji ~i) má ,symetrickér~zdelení se strední ho~~tou' n~a". Výéle,dkY m:rení,

,toj. N-tice hOdD.ot,(Xi'Yi~",bY1Y simulovány na ,pocítaci za pomoci: gen~,rá-
t()ru pseudonáhódných císel. Zvolili jsme / .'

/

(3')a I: 1, b =2 ~:"o " o '

ekvidietantní sí-i: xi z intervaiu <°,1;>:

Xi = (~-l)/(N~1:-), i=l,.. .',N, . (4) ,

a~nekolik možností rozdelení chybo Príklad taktogenerovaných"exPerimen~

tálních". dat uk~zují krížky, v obr.32..Dí~ rychlostipocítacemO.žem~.ge-
, nerování a zP.r8cování dat mnohokrát opakovat a sledovat souvislofÍt, "V#sled.J '
"kO."se ~pré.vnými hodnotami (3). """ ,"

!formální _rozdelení chyb

Ukážeme .podrobne výsledky výPocto. pro chyby" &i .rozdelené no~ln~
, , '

se stejnou disperzi62 pro veechna xiG Hustota pravdepodob~osti jednotli~

Yých h()dnO~Yijetedy normální Be st~~~

J

i~hOdnotou ao+box~ a diaperzí 62i

, (y.-a -b x ) , "

~(y ) = 1 éxp
[ ~ 1. o" o i .. (5)- i "(2ij 52 ,2<i-

P~edpokládáme 8amozrejmenezávisloa~ namerených hodnot Yi; nejver~hodnej~

!í ódhad paramet~ a pb dostaneme z podminky maxima logaritmu fUnkce ve-'o o

rohodnosti
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. N. N (Yi-a-bx2)2 N
lnL . ln n f(Yi) = -?;. . i " - T (1n~ +ln21l").

i=l 1=1 262
( 6)

MaXimum (6) vzhledem k a,b nastane práve tehdy, je-li minimální soucet

eivercd OdC~Y~~k hodnot n8mer~ných (Yi) a predpovezenýchmodelem (a+bxi>:

. .~. 2 2'S =~ (y .-a-bx.) ','L-"1 ]. -.
1=1 '.

(7)

z podminky3s/'3a ='oS/~b '=0 Vyjde soustava dvou lineárníchr9vnic
; . :., J\ "

eGjjimnormální rovnice) pro hledaná odhady a, b :, . ",.'

j

.r A ,.N. 2 N AN. 2 Ilo N 4 N 2
, a.N + b LXi =L Yi' a z: Xi + b LXi =L Yi xi.

i=l i=l . i=l "i=l i=l

(ríká

(8)

, .

J1-1~ determinant éO~S~áVY . .

i '; . . N .' 4 ; . . . N. 22 ..:NN"2 2 2 ~ .

I . d =N~'Xi'-d~.xi) - L ~ (x.-x.). (9)I ..L-.u, ~ L.. 1 ;)

i . . .i=l K '1=1 1=1 j=i+l' . ., . . . >.

,enuiovt (podle ~9) 'k tomustae:!, .aby. ~ N-ti.ci ,~rgument~ Xt byly a1e~pon ~:".
'.varO.zné-), erlstujepráve .jedno re~eni. M~žeme je napsat explicitne: .

f, ..;~ =tt
.

':r~['>.'X~(~~~
..

J '
.

~
.

=t tYi
.(
Žl4;.x~)1. . (10)

" .1=1 ".,"' "=1 ..' 'j , .""';' 1=1 "'=1 'j
. .' .,~ . ~ ~ '

t?dhady jsci.u 1ineál"ními kombinacemi noi'má1ne.'rozdelených namerených hodnot,

Yi' ~ mají tedy :také normální roz~e1eni. Prí~ výpoctem m~žeme na.jít stred... .

ní hodrioty a 'druhé mo~.enty; s 'pomocí (3.18) dostáváme
A, ~

E(a) =ao,EOn = bo'

, 2 N .' A 1\ " fp.' N '-.. .

'D(~).= 6'2(~) =~L xi, .D(b) =62(b) =62~ D(~,b> =.d:("'?:'xi>. .(11)" . "i=l . 1.=1

1mnžili ..csme nezávie1.oeti rO-zný ch Y'

i ... ,D( V'. ,y .) =52 S. .' kde C. . ;e Kro-:
.J."!ooJ c' "1 1. 1;) 1.;) oJ

neck'erovo , del ta( jednicka. pro i= j, jinak mila>. Odhady~, ~ jsou vždY kor~

lo~ané, prótože D(~~t)~O. Kore1acni koeficient' .
, ' .

0= D(~,t) ::"~ 2 J
-~ 4 I

\ 6"(~.)6tt) \ -4- xi I B L-xi1=1 i=l

(].2):

závisípouze'nahodnotáchx1'...'~. Stoji zato si všimnout, že matice
druhých momentd (11) je až na faktor 62 rovna inv~rzní matici soustavy

'. normálních ~o:nic (8). Je-1~di8perze jednotlivých hodnot Yi známá, víme
o odhadech a;b prostrednictvím (11) vše, co vedet mdžeme.
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Výpocet s daty z obr~ 32 vedl k následujícím hodnotám:
. .

1\ A
a * 190229 b = 1~971,

E)(~) '"' OoO150~ E)(~) = 090332, ~= - 0.743..

i\," 2
Prolažená závislost a+bx je nakreslena~ obr. 32. .

(13a)

(13b)

9dhad eliptickou oblasti pri známém ~

Pri opakovaném pokusu budou body (a,b) vycházet náhodne.Jcolem stredu

(aotbo) ::; Cl,2) 8 normální' hustotou s pareaet.ry (13b). Analogií. interva-

lo!-ého od1:1adu jednoho parametru je. zde odhad pamocí oblasti, ktérá obeahu-I

~~ ~ledanéhodnot~ e pfedepsanou pravdepodobDostic HejV,ýbodnejAi bblasti
je vni.trek elipsy B konstantní hustotou (s pf'i zedsnám prsvdepodobnostní.m!
obs~hu minimální p<lochu,cím~ nejlépe lokalizuje h1.edaDý bod 'Y rovine pa~

Mme"t~)" z.§ 6 vime" ~e konstrukce t8kové e1ipsJ W7Pl1ri se ~~l_~~i__~
.oro2';delení kovariacni formy normální hU8to~. ~ t'OHM pro p.romeu..

'".~'~~,~~,~.!J~ dá napsat':.ye tvaru o
. '.. .- .", Ii .

<,',t~2ta-ao)2N+,~(a:ao)(t-bo) fi+ ct.bo}~ri]- ...
--.

~ >

.:,i' ':-. - A. - 2' . '" h 2
- 1

[
(a";a ) (8-8 ) (b-b ) ct-b )

]=~ o -.2,' o '~~o. + o. (14)

~~.1-fl2 f)2{g) . " ~ ~(~)()~) . cfc1h' ..' . . .

má rozdelení'~ s~,"P.::v.:~~stupni vo.~nosti. Vnitf'ek plipv i =konst~ =.?\. . . ..~..~ .

má praydepodobnoetni obsah daný pfísluAnou distri1::n&n ~c!:

P(J< A) .. F~(").' .
(15)

.Elipsuf=l md~eme interpretovat dvojím zpt1sobe:!: 1a1 - -stfed.v
." 1\ '"

(so,.bo) nebo v (a,o) ~obr. 33)~ V obou prípadech dáTá :í8t.a-&e-stejnou..
hustótou pravdepodob~ósti vzájemné polohy. boM (ao,.bo) a Ci,t>.-.Prvni .mo~-I
uost bychom pou~ili .pro pfedpovea. výskytu odbadO. pri ~~ (a ,b ), .dru-:

. ". " " hA o o
. hásehodi pro feAení naší úlohy- e1ip~ tolem (a, o) se gnAH-me. zasáh-

nout hledaný bod (ao,bo). VolboU" konstanty í\ urcujeme velikostelipsya .

tím i její.pravdepodobnostníobsah. Napf1;klad "=1 znamená pod1e (14) e-lií>-'

su, která je vepsaná do obdelníka ~:t~dh, 'b!6'~) ~ viz obr.' 33. Její pravo8!

depodobnostni obsah je asi 0.4 (hodnota distpibucnífunkce (15) v bode

1 .',~ tabulka.v dodat~ D2). Pri 392-násobné:q1 opakování cel~jlo pokusu' v: .

pocítac-i obsahovala. elipsaf =1 bod. (1,2) ve 164- pfípadech, co! .je ve ve1-
mi dobré. ah9de s ocekávaným poctem 392xO.4~157.

~haddi8P~rz~ ~2 .

.' Neznáme-li t)2, Im1~eme ji odhadnout z.namerených. dat ~ Z po~nky

I

l

III
I

I _.

I

,

.,
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SymbolemS ;jsme o~nacili tzv.. rezid-.

. '0 ,'.

~uálid .sumu ctverc\1,t.jc; hodnotu Sze

. '-vztahu (7) v 'bode' minima~ N62/02 je ná-'

, ,O. ho'dná veli~in~ s 1.,2rozdelenim's pocteni;

\. stupnd vol,no'$ti rovným N-~ (dá se VY-. .

l ,jádri tjako ~iouc:et N-2' kvadrátd n-ezá;". .

", ) 'vislych prom.ennýchs rozdelem1i1 ~(O,.l);:- 'jedn01aivá scítance v souctu (16) .,ne- . ,1
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'
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-=l'
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var'
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,
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.
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,
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,1.

Zé

, ~
,
.J.~lé

,

n

,t

ej
žeou:) h

.~dht

'

,

a

r,

d ~~:6h

) .

,dnje~ 7c1~7, ' '. ' ',' .: " e pro .0 ~ ;)e o :s~w:u. ' o ,o a ;)e '
", ," " ,:t9rm°'t f. potile(1,4).,',. ~'. .' ,'2 .' 2"."" ~" .-

, , .V =~o. 74; 'o,bd~luÍ~ ":..~«.) =6 .(N~2)/Nf:G,. !le~chtleI1pl- ~~-:

. ',',' . ~!6ta},,~~dh~ "',,' '~dohadem62 j~62:=.$o/(N-21...'~ ~aeem~~'
, ,'- . o ',' ,', pade (N=lQ9);Je rozdi1 mez1. 6?a. 6' "'..

, " ,

, ~.", . ,..~/" ;,.;.-,..,.anedbate1ný;v POkusu;pr.~~erem V1-,
-Aly, odhady (13a) bylo 6- ~O.0098 ,Y dobráshQde se. skUtecnou 'd1.sPQrzi. dat

2 ' " "" .S 8: 0.01. ' .
'. ' .

.Odhad parametre eliptickou obla:~t:!p'fi, neznámédisperzi62- ,-- .

PÓ9il
- 'I

"2'f.~.,

," ~ ~1- ' 'ed = s' I(N-2)' .

. ' ~-2N'" , o - ,'. , .

na neznáme disperzi 62' nezárlsi a:.,má podle, (8.1l)F~rozdelen:í.-.s .m~2.,. ,o..

m' ~N~2 stupni volno'sti. Vnitrek ~íip~y ~~í\, má teQý ,pravdepQdobnostni ob-
sahrov~n hodnote príslušná ,dist,ribucní funkce v. A: .' .

, . ,";' . ' -",... ,,' ~.' ", ...' " ..

.. P(!4).):::i F2 N-2(A>.'" , ,

~

b

:

1\

G'{b)

~ , A
.6"{0)

.'

Oznacíme
..

~J'-N

A ~ S ' o 1 . 4'

S"(a) = N-2 d ?=: xi"

",,72-

~~axima ve~ohodnosti vzhlede~ k 6'2. (nej-
. !lépe s pomoci (6)... é)lnL/3tf )=0) dosta-.

'nema odhad
. N

~ ].;[. A~22«)'=N ' (y.-a-t>x.) = S IN..1. 1.. o
. ,i=1

(16)
,

0'(17)

(18). .

,. . rs::- JN: '

$(~) =~~A (19)

. hA.' ,

odhady standardních odchyleka, b, ,~terá dostanem.e ze vztah\1 (ll) a (17l.

Rovnici e~ipsy !=A pak prep:Uieme dot~ru
..

t
'"

) (
/),,'

)
. 1\ ,,2

j...1.. 1 .1.~-aQ)2 - 2 (a-ao ti-bo+ (b-bo'J' '. %: 'A
,2 l-f~,~ ~;rEl)]2 f . ~(~) ~(t) . [~('fn]~...

(20) .
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Pro?,=1/2 je to elipsa vepsaná do obdélní}ca~!ó'(~), ~:!:Ó(~) ajejí.prav-

depodobnostní obsah je F2,98(o.5)~0.4 (tabulkaF-rozdeleni je' ~ D3'; vye1C

stejná hodnota jako nahore pro elipsu(;=1, podle § 8 je rozdelenívelici-,~

'\12 ) .

ny 2F2,98,blíZké kA2).
- .,

'

Elipsy (20) mají nejen náhodný stred (~,~), ale i velikost (&(~),

C(~) jsou náhodné velici~o Sledovali jsme je pri zmineném 392~násobném

~t:>akovánípokusu. Pri prvním .znich vyšl~' odhady odchylek (19)-.
.. 1\

~A A,
b(a) = 0.0148, (b) = 0.:0328,

.....

(21)
~

lev další:cl1' podle ocekáváni- kolísaly ko:;'emsvých strednich hodnot 6'(~h,

:b(~) ze vztahu (13b). Prvních ctyricet elips !=1/2 je nakresleno v obr.

J34~ Celkem 169-krát obsahovala elipsa bod (1,2), opet v dobrém soUhlasu ~~- .
s predpovezenoú pravdepodobnostiIV0.4. V o~rázku 34 bychom si meli Tšim-

nout toho, jak zápornýkoe~icientkorelace'rozdelujeodhady (~/~) kolem. '-
~111h1oprícky z levého horního do pravého dolního rohu. Pravdepodobnostní ob--

js~q obdél~ka. ~t~(~).,~&~) ~e. samozrejme o nee? 'v.~~ši. Z obr. 9,.v § 6 -.-

t jo~ecteme pro~=Ó'.?4pra1tdepOdobnostasi 0.55; poz~I'Ovanárelati~ cet-
~oBt príznivých prípad~ 225/392~0.51je s ni ve výborné shode.

, ,

ÍnteI"!.~.l~!~~O~~~~L~~~otli vých parametre
"-'

". , .

Zatím jsme se soust~edili na odhad obou parametre soucasne. ~žeme '

jnajíttaká prflvdepodobnostní tvrz,eni o každém parametruzv1.áš{. Predevším ,,~

Ije"zr~jDÍéi'ože_,,!:p.tervalový od1Í~d ~:!:6'(~,) (chápaný .tak,že sledujeme pouze
->.- .. d' ,'o ,". 1\-""-" . ' ,- '. ~

isouvislost:'lic~ ~a a - bez ohledu na to, .jak vychází 15-)má pravdepodobnostní >-
, '/' o. ",..' '.1\2 A '

"jobsah O. ~~;~~argihá~ rozdelenía je N(ao' ~ (a) ).Stejné tvrzeni.platí
10 odhadu b- 6('b~)"., .

Pokud disperzi 62 neznáme a nemužeme spocíst 6':(~, E)(~) ze vzta~u(l1.);-'

jmd~eme pou~ít Studentov.a rozdeleni pro sestrojeniintervalttpomocí Ó(~), --

1

1~(~

,

b

,

) ze vztahu (19~. Postup_je presne stej~ jakov prípade prímo, merené
hodnoty (§12). "

, ,

, Je-li hodnota jednoho z parametre známá,máodhad-druhéhoopetnormál-

~í rozdeleni, s'disperzi zmenšenou faktorem.l-~2 (viz podmínené rozdeleni -<::'

j(6.1~), (6.11». Napríklad fixováni hodnoty 'parametru b~bo vede ke zmenše- '
~í d1sperze a podle vztahu (11) a (12) na ' ~

D(~b=bo) = ~é~)(l-f2) = f)2/N. , '. . (22)

~o jeo~~kávaný výsledek, nebo! jde vlastne jen o odhad prímo merené veli- -
!ciny z N-~i~e "ai =Yi -boxi norm,álne rozdelených hodno~,se stej~ou disperzi t;2._"

~éro~~eleni dat
........

Posoudíme v1.iv rozných rozdelení chyb f,- ze v:ztahu (2) na odhad para-
, " ,1.

~~re. Jde o velmi sl~žitý problém, protože v zásade každý typ rozdelení _.
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Obr. 34.. Odhady parametre (ao',bo)' eliptickou'o~~~stI~(~5~'20f'8~~'~ l/? .
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0. "
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Qbr. 35. Distribucní funkce F - rozdeleni s m=2 a rO.znými hodnotami m'.
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d~vá jiné formUle pro nejverohodn~jší odhad a potrebné výpocty mohou být

:znacne komplikované. Stanovíme si relativne skromný cíl: zjistit, jak se' ~

osvedcují vztahy odvozené v predchozí cásti tohoto odstavce pro normální

rozdelení v prípadech, kdy rozdelení chyb normální není. Navíc budeme po-

stupovat ciste empiricky ~ vyzkoušíme konkrétní rozdelení v mnohokrát opa-;
kovaných pokusech v pocítaci.

Od normálního se jiste hodne liší rovnomerné rozdelení (§ 9) s kon-
,stantníhustotou . ~

f{Yi) =
1 "

2J3G'

2 '

y.6(a +b X.-6J3 ,~ o o ~ a+b x~+b43),o o ~ (23)

,,', ",' 2 . . 2
ikterémá podle (9.6) strední h°cinotu ao+boxi a d1sperz]. b . Ješte méne se, ".

,normální hUl:Jtot~':j)Od,obá funkce, " , ,'A" ." ,

( ) .' 1
, f y. :: 0','0', HU-

].J6~:{~i"-ao -boxftS/45/ 6)'
"."""1.';",,,,"'i. -
,', " 'H'« " '

Je to nesymetrick~~hustota, ktera,má strední hodnotuadisperzi stejnou,
jako (23). Prito, m má v levém krajním bode povoleného intervalu singulari~

- ' "\ ,'>: " ."," "" "'. ' ,..

tu. (Pseudo~ náhodná c~sla s rozdelemm.{23) a(24).;<:še "dají v pocítaci\,' .
ísnadno generova~'. -, " ,'"

2 6'145: 2 6".J45
y.E(a +b x.--, a +b x.+-L (24)
~' o o ~ e ,o o]. 3 '

Aby,.býl ":Ý1?océtr.1chlejši,. zvo1imemenši pocet ~bpdu v,závislosti C?h
N=7. Budeme,v..káždém'pokusu konstruovat elipsy (20) S oblíbeným pravdepo-- ;

,dobnostním obsahem 0.683 a 0.954 a sledovat pocet prípadu, kdy v nich A1e- ,

idaný bpd,(1,2).'leží.pri malém poctustúpnuyolno'sti m:'=N-2 =~5 se F -ro~....
" " ';, "",'"""""",",.-,>E", ,e',. 2 '""", ,', . " r

delení znacn~'~~~t,g'd lJ.mitního,i{, jak't4ca~~j~ di,~t:~,~ucni funkce v,<?br. "
i35" Odtud (ri~bo"-ztabulky D3) zjistíme, že ;pro, dve'uv~dené pravdepodobnos-,

:,tLmusíme ZV'~~itkónErtantu A ve (20) po ;rad~{'i.46'a6,;"1:6.. V následujici tai
'bulce jsou shrlluty výsledkysimulovaných: experi~entu. '

rozdeleni dat
pocet'

pokusu

menší elipsa. (68,3%)
pozorovaný

pocet

úspechu

vetší elipsa (95,4%).
pozorovaný

ocekáyaný
ll

pocet
-.inte~~l úspechu

ocekávaný

interval

~ocetúsp~chu je náhodná velicina s binomickým rozdelením, které se dá pro

velký pocet pokusu d~bre aproximovat normální hustotou. Odtud jsme také

lurcili intervaly, do ~terých by mely pozorované pocty padnout s pravdepD~

.ormální (5) 500 353
+

,476
+

341.5-21 477- 9.4

rovnomerné (23) 6510 ' 4449 4446 !-78 6170 6211:34

se singularitou (24) 10000 6794 6830' :!:96 9327 954 o:!: 42
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dobností 95.4% (- dve standardní odchylky). Pro normálne rozdelená data v

prvním tádku je vše v porádku. Pozoruhodná je ovšem dobrá. shoda pro obe

další rozdeleníp Jedine ddaj pro vetší elipsu v posledním rádku signalizu-

je záva~ný nesouhlas mezi pozorovaným a o,cekávaným údajem (liší se zhruba

b 5 standardních odchylek). Na druhé strane je však vetšinou nepodstatné,

~e mieto 0.954 je pravdepodobnostní obsah odhadu pouze 0.93. Celkove mu-

!eme zhodnotit furik~i postupu odvozeného pro normální rozde1~ní jako pre-

kvapive dobrou.

Ptedpovea vlastností .odhadu pOdle'vztahu (10), (19) a (20) 8 testova-

cím rozdelením dat (23) ~ (24) by se dala provést presne~ byl~ by ale'

znacne namáhavá. Pou~itelnost postupu mužeme vysvetlit v hrubých rysech

po~oci centrální 1i~itní vety - rozdeiení odhadu (10) se b1í~í normálnímu

i pro j1nározdelení dat. Dobrá funkce studovaného postupu z~racování pro

~zná rozdelení je velmi vítaná. Neznamená to ale, že by nemelo cenu.h1e-

dat jiné postupy respektující zvláštnosti rozdel€ni dat; zpraco~ání pak

'!n1že být ef'ektivnejši (viz príklad odhadu polohy rovnomerného rozdelení

v § 14).

f16. .Od1i~([parám'e~~tin.eárnípo mod~lu .[

""

. .
...,

'::.;...

Postup odhadu parametru lineárního mode}.u, odvozený a i1ustrovaný ha,

iprik1adu v .§ 15, zo!).ecnímepro prípad ruzných vah namerených hodnot a li...~, ,

,Povolného poctu parametru. Budeme používat maticové zápisy' podle konvencí

ipoužitých v §,6.

. PredpokládeJ~e; ž€hledáme hodriotyK parametru ep.~ .'&K (usporádáme
,." ,"",-"'. ," 'ot., " .'

nje 'do B1.:.~'tpcov~hg:"i~lctoru,~nebopo transpozici do rádkového vekto~u.
" .0 ' ".,." ..,< ... ...' " '

i~:;:;(&p"/'",9K»" Meríme hodnoty yp." 'YN' kt~ré jsou lineárními funkcemi
,~.
~'.

{Hy=A.!!"

,.k:d~Ije ~ektor s N složkami, yT = (Yp..' 'YN)'A je matice koef'icientu
;sN rádky,a K sloupci (strucne NxK). Abychom mohli odhadnout všechny pa-

irametry9 ~uBi být" N?K; a matici A predpokládáme, že má hodnost K~ Obvykle.

idostáváme"n~dnoty ýi merením pri ruzných (známých) hodnotách xi jiné pro-
, '

Imenné xp na které y také závisí,:

y(x') = elfl(x>+.oo+~fK(~)'
(2)

~de f'l(x),...,fK(x) jsou zadané lineárne nezávislé funkce~ Model (2) je

;lineární vzhledem.k parametrum~, ma.tice ~ má prvky

A ::,..,
...

fK(~lf-Kix )

( 3)

!
! '

I

fl (xl)

f.. (xli).' , ,
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- ~ Predpokládejme dále, že y máN-rozmerné normální rozdelení se stredními

hod~6temi E(y) =k~ó a diagonální maticí. druhých moment~ .P, = 6'2~-1 (slož-.-

ky y jsou nezávislélG Zde je, stejne ja.ko .v.§ 12, W matice vah, 6'2 disper-)~- .-
ze pro jednotku váhy.

Odhad parametre !o

Z principu maximální verohodnosti (~obecnením postupu z § 15) dosta~: -
A .

neme pro odhad.!t hledaných pa~metre &0 soustavu lineárních rovnic

(ATWA)G= ATwy.
N "'IV - "" N-

~íká se jí soustava normálních rovn~c. Podle predpokladu je matice

H :: AT W A
rJ IV IV '"

regulární - její hodnost je K. Soustava (4) má tedy práve jedno re§ení

(4) ,.

(5)

e :: H-IAT Wy ..- IV"" IV-

Odhad ~ je lineární t'unkcí normálne rozdeleného vektorU y, má tedy taká.. -.,. -.
normální rozdeleni..Strední:hodnotya matice drUhých ~omentdjsou

ECe> :: a D(a):: Ef(G-& ) (e...~
.

)Tl::: '62H-l~ .
- _o' IV- L- _o - _o. j "".

. Odhad ~o elipsoidempri známémt;;2 .

Z § 6 víme, že kovariacní f'orma

(6'> .

. (7)
~

'"

f :: (~~0)T};r1(&-~o) =~2(~~0~~T~(~_~) .' (8)

je náhodná promenná"e rozdel~.ním'X2.e K stupni volnosti.. Pro kladJlou .~on- .

etantu A znamená splnení nerovnostij<A ~a~~ že ~ lež! 'uvnitr elipeoldu
i :: At opsaného kolem stredu~.. Pravdepodobnost. této. události je . .. .

p( ~ < A) :: F/(2 (A),K..

kde FX2 je príslušná distribucní funkce, nakreslená pro nekolik hodnot KK

v obr. 36.

. (9-)
I..

'"

. Odhad neznámé disperzef)2

Odhad neznáméh~~ot~Et dostaneme opet z principu maximální

hodnostL Oznacíme-li ~=A~ predpoveamerenýchhodnoiz modelu (1)
. -,..,-

remetry získané odhadem (6), vyjde nejverohodnej§íodhad disperze

~ . N S
2 1 J\T ,,~~ 1\ 2

6 ;: N(~-~) !(l-!) =1i L-wi(Yi-Yi) =-ife
i=l

Jako S jsme oznacili tzv. reziduábú soucet ctverco.odchylek.o

vero-

pro pa-'

'. (10)

i,.
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~ 2 .-- 2
N~/6 má rozdeleníXN-K; odtud mužeme najít

Odhad (10) je vychýlený, protože jeho strední

~ "'~

Dá se dokázat, že velicina

intervalová odhady pro 62.

hodnota je
,...

E{~2) = (62/N)E(I§-K)=6'2(N-K)/N. Nevychýleným
klad . N ~

"21 N, A2 1/\ 2

6 =N:Jc6' =N:KLwi(Yi-Yi) '.
i=l

odhadem disperze je naprí-

(lOa)

Odhad
,

eo.elipsoidem pri odhadovaná disperzi- A
, 2

Známáho rozdelení koveriecní formy (8) a odhadu 6

k odhadu ~o elipsoidem~v prostoru paramet~; podíl
, 1\ 1\ T 1\

- j/K - (~-~) ,g (~- 510)/K

'2- N~ 1[62{N--KU:- (!-!)T~(~-Y)I(N-K)

ma.n-eznámá hodnote 6'2nezávisi a má F- rozdeleni (§ 8) s m=K, tJ=N-K stup-

ni~voln~sti. ."po~minku)i<A,kde "'Aje kladri.ákonstanta, mužeme interpretovat

ták~ žebpd ~oJ,~ži:1t~i.tr'elipsoidU ~=Ase stredem v e. Pravde'podobnost

té~?~Událostije d~~ distr~bucni, :t1,~~~~'F:: rozdelení:

;: P(tz~~) ='Fk ~~K(Ar. ",t , '

Volbou 1l'mdžeme zajistit, predepsaný pravdepodo--6n~s{ni

(tabulka F -rozdeleni jev D3). ~

(10) Využijeme

(11)

(12) .~,
~,

obsah,elipsoidu

Intervalová odhady jednotlivých složek~o

, Znalost rozdeleni vektorU ~,"~rípádneodhadUdisperze ~, umožnuje
", -.. ,"

ko~stl'ukciodha'du káždé složky 8oj vektorueosamostatne,t.j. bez ohledu
, ,."',, ", '",' ", "" , ,. A",'" "',, d " '

nadost~tn{. 'Matsinélní ':roZd~,leni ,8jje podle (6.13) normální se strední
ho'dnotou 90j a disperzí danou j-týmo.iagonálnímprvkem matice )J:

,...2- ' (D) ,-2 (
-1 )

.

Oj-" ,..,jj=Q ! jj' J=l,...,K. (13)'

Známe-li ~2, najdeme intervalová odhady Bj!kbj pomocí normální distribuc-

ní funkce ze vztahu (12.7).

Odhadujeme-li ~2 z namerených dat, vyjdeme z podílu

f\. ,"
( e .-8. ) I 6" .

J OJJ

1 N~/t(N-!{)62]
2 '

ten na 6 nezávisí

A
. e .-8 .'

J oJ

. =~(H-l) .. S /(N-K),..J JJ o

a má Studentovo rozdelení s N-K stupni volnosti. Oznací-

; (14)

me '

~. =,f,

' (H-1).. ~
;) ,roJ;'J N-K

" ~

a najdeme pravd'epodobnostní o'bsah intervalu e/- k~j pomocí distribucní

(15)



~",,;

PO.dminka maxima verohodnE>sti je pri normálne rozdelených datech ekvi-

valentní 8 podmínkou minima souctu ctvercd - viz (10.11). V našem prípade

K- rozmerného vektoru parametre .!! a diagonální matice váh't je suma ctver--'"
c~ rovna N K

. T "" ~ 2
S = (y-A9) W(y-A9) = ~w.(y.- L-a. .9.) .

~ <'J- ,., - "'- i=l 1 ]. j=l 1J - J

Snadno Be mužeme presvedcit, že podmínka. minima Svzhledemk~, t.j.~ .

()S1d91 =.. .=oS/cH:>}{=O,vede sk':ltecnevsoustavu normálních rovnic ~4). . \-

Pro soucet ctvercu (l6) v minim~, t. j. v bode a, 'd~staneme' jednoduchý. vzta1;"'i'

S =S(~) = yTwY-2eTATWY+9THG=yTwy-eTATwy. (17) "-/o - 1"- - IVIV-o- ~ . - N- - (\JN-
Reziduálni suniu ctvercu tedy :mO.žemevYpocíst tak,. že' od váženáho souctu' ......

ctvercu namer~ných hodnot (yTwy) Odect~me skalární soucin vektoru- rešema v..:..,.: .' ", -IV-
pra'~é' strany normálních rovnic (4). Užitecné jetakévyjád~en:t S ~o fun&. .,A .

ce posunutí 6 z minima ~:

S( 6+~)= S +ó.THÁ.- 0.- N-
Matice H kovariacni formy (8) popisuje také funkci S v prostoru parametre,.., . .

- 79 -~-a
fun~ce FN-K Studentova rozdelení (viz (12.11». Pro dostatecne velký

etu~nu 'volnosti N-k(?o30) má interval' é.!5'. pravdepodobnostní obsah
JI. J J

stejný, jako má interval 8.:t6'..
J J

Souvislost se sumou ctvercd odchylek

.§to

1~ 0
.;,

F

0< 8

0~ 6

íii.4

0.2

0.0

B 5 15
'A' 211J

Obr. 36. Distribucní funkce X2 - rozdelení B K stupni.volnosti.

-d

d-J

pocet-
0.683,

. L

~

(16) ~

'.....
,

(18)

-'", ..

\-

......

v

.......

,-",

"-"'

--.
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17. Odhad parametru nelineárního modelu

Merené hodnoty Yl'...'YN mohou záviset.na hledaných parametrech

el'...'O~ nelineárne:

Y1 = hi(el,~..,~),i=l,...,N. (l)

Predpokládejme, že Yi jsou nezáv:i:slénorp1álne rozdelené promenné se stred-o'

ními hodnotami E(Yi) = hi(90l,...,6oK) a'diagonální kovariacní ma~icí

~, =o2~-1 (! je diagoná~ matice vah, 62 disperze pro jednotkovouváhu).

Funkce verohodnosti pozorované N~tice y pri hodnotách parametru 6 je,- -
tedy >.". . 2 :

- N 1

{
[Yi-hí(6l

..

"

.

..

.

,éK)]
}

. L - ~ exp - '. (2)

~=lV21Tfi2/w.2if /wi 'd, . 1 .

Maximun: L vzhledem k .§!nastane. t,ehdy, je-li maximální

~
o

N

{
[Yi-hi(Sl, :,:e

.

K
..

)
.

]2 I
,

s

.

'

.

""""-

.

"

.

2 ' ,

}lnL = - L 2 - + Tln(21f6/Wi) ;

00' .0, i=l~" 26 ~:i :.;.~," .,~>-'./>.t~"i '

k tomu stací naj~'t minimum.,v~ženého o souctu,ctv~rc~
a ~módelovýchhodÍlot v prostoru parametru 9:/' '.

N ' ' ' ~ .

S = ~Wi[Yi-hi (el'... ,.eK)]2=[y_~(~)]T![~_~(~~.
01 'o ''o' 'o .: -o ,

(3)

'o 'J.'

o4cbilekpozoro~ch
. ,,' "t...,..

(4)
.-.

.'

, ", . "

,Nalezeni odhadu ~ hledanéh? vektoru ~o je díkynelinearite'modelových

funkcí hi podstatne obtížnejší'než vlineárnimpripade (§§ 15,16); ~de

stací sestavita.vyrešit,sQ~.st~vuíineárn~chrovnic.Podle (16.6) jsme
, mohli dokonce vyjádrit odhad jako explicitni lineární funkci namerených

"-

dat...Zde je závislost ~ na y vyjádrena pouze,implicitne- podminkol,lmaxima.
-. , 'A

L nebo minima S. Tim je dána druhá komplikace: rozdeleni ~ neninormálnía

je zpravidla obtížné hon~jít. .

A. '

Hledání odhadu ~ sveríme vhodnému numerickému algoritmu nelineární

minimalizace a samocinnému poc~taci. I v lineárním prípade .rešíme normální

rovnice (16.4); tam je však výpocet r,ychlýa vždyjednoznac~. Nelineárni
model v.edeobvykle k mnohem nárocnejším (delším) strojovým výpoctOm a k

možnosti na~ezení "falešného" minima. Pri interpretaci výsled~ je tfeba

8 touto eventualitou pocitat.
1\

Druhou komplikaci, t.jeneznalost rozdelení odhadu~, obcházím~ zpra-

vidla aproximací nelineárniho modelu lineárnim. Jde v zásade o použití

pribllžných fo~ulí (3.28) a (3.29) pro druhé momenty funkcí náhodných

promenných, neboli o približné vyjádrení "prenosu chyb merených y do chybA '. -
hledaný~h parametro". V oko li odhadu~ aproximujeme f'unkc.e (1) lineárními"

cleny Taylorova rozvoje; v maticovém zápisu~je



,.,..;.;

Sl -

. A A A
. h(G+~)~h(~)+A.1= r-tt.-.,
!- - - .-v- - "'.""

kde prvky matice NxK koeficiel,

(5)
A

rozvoje jsou d riv8ce ~ v bode 8:

(A). . = ('Oh-Ide..)
I
A - ~.

IV 1.J . 1. J ~ - .2..
(6)

A A
Symbolem y jsme oznacili hodnoy mOdelových fmlkci (1) v bode e. V této- . . . -
aproximaci je suma ctvercu (6) )ribližne rovna

f\T 1\. TT. T
S~(y-y) W(y-y) +AA WA/).-::) +l\::H~- - rv- - - N N-V- o - N- (7)

kde jsme zavedli oznaceni
,

N
']I L" óh. -Oh.

H = A \VA, neboli (H) J
"m = w. --2.. -~

IV roJ,.J", . IV .' 1. ""'~. "dG-1=1 o J m I he=e1- -
Pri odvození vztahu (7) jsme využili ~aktut že vektor (y_y)TWA je úmerný. - - IVAI

gredientu

(8)

N' .

gj = ~~-=- = - 2 L Wi [
Yi-hi{~J~:~ , j=l,...,K

J i=l . J J

sumy ctvercu (4). a j.e tedyv minimuS nulový..

(9)

'-

.
"

'; ,

Pokud je lineárniaproximace (5) dobrá, mužeme použit všech výsled- ...
A ~

ku z1>redchoziho paragrafu.. Rozdeleni odhadu e bude približne normálni s ~

kovariacni matici 62M-l (viz (16~7», kde prvky mati~~ II pocítáme z (8). '

Použi telnost lineární aproximace zále:~i ne prubehu :funkc~ hi v tak velké'"-
oblasti prostoru'parametru 6, ve které je hustota pravdepodobnosti výsled~-

ku ~ výrazne odlišné od nul;. ~áleži~tecyi na dispe;zi-62 namerených hod.~

not y(viz diskusi o približných ':formulíchv § 3). Predstavu o m(>žnostech

lineární aproximace poskytuje príklad v následujícím odstavci..
v

l8c Príklad odhadu parametru nelineárního modelu

t~ážeme použití metod predchozího paragrafu na príklaqe odhadu trí

'parametruQo' ro a d..omodelu
---

- 1 .

y(x; Qo' ro' alo) = 2 2+ d..o.
. (x-%) + Po

Meríme N-tici hodnot Yi=y(xi)+ ~i pro známé xl'.."'~' ~i je náhodná chy-

ba. Funkce (1) popisuje napríklad tzv. Lorent~ovský spektrální profil (zé

vislost intenzity na :frekvenci) cáry s centrální frekvencí Qo a pološirkdtt

ro' prictený ke konstantnímu pozadi d.o. Vzhledem k Ro' Po je model (1) ,.....

neiineárni, 01. je lineární parametr.o

Namerené data byla simulována v pocítaci. Zvolili jsme

(1)

-'...-

--
-f
.~
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(") = o, r = 1 , 01.. = 0.5,')t.o' o o (2)

oJ

ekvidistantní sít s N=50 hodnotami xi z intervalu<S4,4) a normálne .rozde-
lené pseudonáhodné chybyS se stredníhodnotouO a standardní odchylkou

6"(f,) = 0.1 (J)

.
stejnou pro vše?hny body xi. V obr~zku 37 jsou takto generovaná data zná-
zornena.krížky.

A A. "
. Odhady St, r a tJ..jsmenašlinumerickouminimalizací souctu ctvercu

(17.4) s jednotk~vými vahami (disperze jednotlivých y. jsou stejné):].

...

J
.N r: ;12

s(Sl,r,cO =L LYi-Y(Xi;5(, r ,oDJi=l

(4)

d

J'
i
!
I,.
f!

t
l"
!
.
.'.

Linearity modelu, vzhledem k parametru~ jsme nevyužili. Použitý mini~ali-
zacní algoritmus hledá miminumfunkcepomocígradientua matice9ruhých

der,i vací (tzv. hessiánu). Oznacíme 81' 62' 83 po rade, parametry St, r, cJ..;
složky gradientu a hessiánu jsou'

; N -
, -.M- ~

~
'

Q

'Oy(x.)

" . '09. = -2 L. y.-y(x.).-]., ;:J . ]. ]. ~e .. -. 1=1 ;:J

, ~....
";~.-

(5) .
'd2s . N

f
'aY(X.) oy(x.)

-2~ ]. 3-
'JG,;.-a&m-. '-- ()&. "C)e~ i=l J m

2. ':.

~

. ". . ...

'J d Y(X3-) . -[y .~y(x. ~ . .J ;:J,m-l,... ,3.
]. ].J 'dG :oe

J m'.

Vhessiánu zane~báváme eleny s dru~1D.i derivacemi (to je tzv. linearizace)

a používáme vlastne (až na faktor 2) matici H ze 'vztahu (17.8):
. ~.

(H). =-1.. ~Sn
~;:Jm 2 de .. ()e .J m

( 6)

Vedlejším produktem minimalizace je tedy užitecná matice, která podle § 17

popisuje rozdeleni odhadu ~ parametz~ v li~eárním priblíž~~í (G2(~)~-1 .

je kovariacní matici normálního rozdeleni ~). .

Suma ctvercu (4) je minimální pro
A . A. A
Q= 0.0470, [1= 0.999, r:I..= 0.522; (7)

modelová funkce (1) s temito parametry. je pakreslena plnou carou v obr.

37. Soucet ctvercu v minimu je S =0.456. Další postup záleží na tom, je-lio
hodnota ~(f..) známá nebo je treba ji odhadnout (§ 16); ukážeme výsledky

pro druhý. prípad. Pocet stupnu volnosti je N-3=47, proto

&(t,), =~So/47 N 0.0985,
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v dobré shode a hodnoiou (3) použitou pri generaci data Odhady etandard- ~

n~ch odchylek (16.15) jsou
..

, A " ... ,

&= 0.045, Ór= 0.024, bo<.=0.017. (8) "-

Pocet stupnu ~olnosti je dostatecne velký k tomu~ abychom namisto Studen-

to.va rozdelení v (16.14) ,mohli použít limitni normální rozdel'enío Jako "-

vÝsledek merení mužeme udat intervaly541: $'51.t r :!: Sf' , d..:!:t. pro každý z' pa--

rametru zvlášt ; jejich pravdepodobnostní obsah je asi 68%. Výhodnejší mO.-~

že být odhad celé trojice elipsoidem (l6~12) s prevdepodobnostnim obsahem,

daným F - rozdelením. 'K ~omu je treba doplnit údaje okovariacni matici,., >'-

nejlépe udání~ korelacni~hkoeficientu dvojic parametru. V n~šem príkla~e'-
je

~Q.r = 0.001, ~Sl.O{=O.0019 ~f1oi.= 0.551.' , (9)
, ' Pred~hozíúvaha o intervalovýchodhadech je založene na lineární

aproximaci mod~lu (1) podle § 17. Posoudíme jeji použitelnost" Názorné 'd

" " ,\,..i

',je srovnání závislo'sti souctu ctvercu odchylek (4) na parametrech pro mo-',

4elovou :fUnkci a její lineární aproximaci. Pr? urcitoE!1;.,_budeme sledovat,',

závislost na r~ N~ericky vypocteme funkci s(r) pro pevpe' i-adané r e. pa- v

, rametry'.Q., ci. nalezenét,ak~ aby suma (4) bylaminimá1ní; s pomocí.\!ztShu
(17.7) najdeme parabolickou závislostS(r')z lineární apr9ximace: '. ,

'-'

s . (1')=Q~,s(Sl,r,o(), sír) =v(r-r)2 -«"1)22= 80..;;;2(&)(r~r)2/~ :
. ,> , , " ", (10)

A . ,. , .

, Pri 'P?sunutí z mtIUma o +br vzroste hodnota paraboly''š o, ~'( &) .' "

';Obe :runkcé S,""& jsou! nakresleny v obr.J8;'je videt!; že Be v iuter- ....
1\" '",'

valu P!8r liší velmi málo$ Prestože závislostmodelové funkce (1) na.r .
, A" " ,

, . je ,nelineární, odhadyP jsou koncentrov~do dostatecnemaléhointerva1..u;
v nem! je lineární priblížení vyhovující..je trebaéi uv~domity ~e'veli~" ~

'A, -
kost intervalu 2br je ,prímo ,úmernástredn:f kvadratické o~cbylc:e 61e)na~
merených hodnot" 'Budou-li chyby dat vetší než v obr..,37, viiv nelinearit,. ,

vz~o8te;':.naoPak9 promenší chyby se bude dále zmen,šovat~ . ,

-.-'

Zapoctenínelinearity modelu pri konstrukciintervelového odhadu p~o

libovolný parametr 6 je možné a výsledek platný v 8symptotické limite' ,

N~OO je jednod~cÍ1ý ([141, § 9.3).Krajní bodY intervalu 8 pravdepodobnost-'

,ním obaahem68.J% jsou takové ~ Voekterých je hodnota S(a nikoli para~-

lick~ aproximace 'ff> o 6'2(t,) vetší než v miJJrl.mu:' , '

S(e-~-» = S(~S<+», = So+~(t,). . (lIl' '-
~ ' ' , i

Podobne vzrust S ° k262(E) definuje interval epravdepodobnostním,obsahem.
',. A ' : \,

stejntm, jako má V lineární aproximaci interval e!k~ (nap'riklad 9504$ s '-',
k=2 a tedy s posunutím z minima o 462(t.». Výsledkem je zpravidla interveJ, '

'-

\
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1.5

1.3

1. 1

"tg

+ ++
+ + +

0.7
+ +

0.5

-4 2 4, -2 "
'x

. "-"'-'-' '" u" . 'ti;.

01>~. 37. Experimentální dat!l (krifky) a prolofené závislost, 8 paramet~:::'_.

(1fJ..8.1 (p1..ná cára).

s

0.7
.~

0.6 ~
.'

0.5

f\

"I do'r:t r-

rli..a0 121.95 1.00 1.05 1.10
r

Obr. 38.. 'závislost souctu ctverco. (18.10) a (18..12) nar, plná cára;

parabolická e.proximace,cárkovaná .cára..
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který nemá stted ve. V našem ptíklade jsou podle obrázku 38 kladné odchyl-~

ky ponekudvetší než záporné. ., ,
Závislosti S(P), S{r) podle vztahu (10) souvisí B marginálním rozde-

lením fi, které je v lineárním ptiblíženi normální s disperzí ~(€.)(~1)22.:

Za povšimnutí stojí- ješte zévislost.i sumy ctvercu na r, odpovídající pod-

mínenému rozdelení pri pevných hodnotách Sl= Qo a cJ..= clo zbylých parametru:'-
) r NI I 'rit 2

S (r) = S{~, ,~), S (P) = So+{!Y22<r-.) ..
(12)

......

I'

J;.a.,ko[', jsme oznacili odhad r .z

..~lušná minimální hodnota. Z dat

'- "', "'I I
" ,P = 0..983, op = 0.020, So = 0.484.

"'I " . 1\1+1\, .

Funkce S' a S jsou rovnež v obr. 38 a v oblasti r -E;. jsou velmi blízké..

J)ul~žitý je fakt, že fixování Sl a J.. zpres~uje odhad zbylého parametro, r.
;Y lineární aproximaci je pomer standardních odchylek pro podmínené a mar-

ginální rozdelení r roven

podmínky nejmenších ctvercu S~ S~ je prí---
v obr. 37 vychází

(13)

","" --'

6'(P) = 6'«(,)/{{fj)2.2 -

;. 6'(r) 6"{f,)V<!ft)l2- . ,

kde qr je.gl.obé.lní korelacní koeficient p~rametru f' ze vztahu <3.171. Ma.ti- ~

~e lj" 1fl, . a tedy i ve1:iciny z :t:lich odvozené, sice nejsouv prostorupara-.....

~etrO.Sl., r ,J. konstantni, 'ale' jejich zmena v blízkém okolí odhadu je malá.~-,
Ýnašem prípade vycházi ~-;:::0.552v bo.de odhadu (7); podle {9} jer kore-:-'
'lovái1o 'predevším 8 ct., korelace 8 52 je nepatrná. Podl.e (14) musí tedyfi- -
';xqv~n:í2 a o( zkrát.it intervalový odhad f' faktoremzh~uba 0.83, což vod--
hadechchybyrpodle ,(8) a (l3) skutecne pozorujeme. Názorne je tentó fakt

, ,vi,det i v obr. 38 - suma ctvercu S' s fixovanými parametry má ostrejší mi- '--
ntmum neŽ S.-V tomto míste už snad nikoho neprekvapí, že presnejší odhad -A .' ' A

P'v,yšel dál od správné hodnoty než odhadr; je to vec náhody, pri opako- -
vání pokusu by byl yýsledek vetšinou opacný. Korelacní koeficient'-0.55
v naší úloze je pomerne malý, ,casto se, mužeme s'etkat 8 korelacemi ~O. 99

nebo i bližšimi k jednicce. Potom muže fixování nekterých parametru (za.

dáním hodnotz jiných merení) podstatne zlepšit presnost zbylých odhad~.

r. -1 ,1 ~ 2
tJ!)22 (Jl )22] =1J1- ~r . , (14)

l-f

'-'

I
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III", Testy hypot~z=

119. Statistické testy hypotéz

Podstatnou úlohou statistiky je odhad hledaných parametru z namer'e-

ných hodnot. Namerená data mohou být využita ješte jinýmzpo.sobem~ k"tee~

tu, kt~rý má rozhodnout o platnosti dané teorie nebo hypotézy, prípadne

vybrat jednuz možnýchal ternati.v.. Testované hYPo,téze velmicaato odpov:!- i.

dá urcitá hodnota nekterého parametru~ Metody testu a odhadu ,mohou být v ;
, ,

takovém prípade podobné, f'ormulace úlohy i výsledku jsou však podstatne,
1\' ,

odlišné" Pokud odhadujeme nezná;ný parametr a intervalem e ! 6', je výsled~o ' " ' ,

kem tvrzeni o pravdepodobnostní souvislosti intervalu a neznámé hodnoty.

T-estujeme-li naopak hypotézu o zadané hodnote 80' zf'ormulujeme pravdepo-
dODnostni tvrzení o možnostech správn~ho nebo chybného prijetí ci odmít-

nutí hypotézy na základe pozorovaných údaj~.

Statistická hypotéza je soubor predpoklad~, ze kterých piynou pred- '

povedi rozdelení náhodných velicin. Pokud je predpovea rozdelení jednoznac-

ná, oznacuje se hypotéza ~a~~ jednoduchá (napr'íklad hypotéza, že rozdelen:!

náhodné promenné' je normální se zadanou strední.~;h8.dnot:oua disperz':!). V

opacném prípade jde o hypotézu složenou, (n'Ormá?--ní,roz~~len:í promenné,;, se '

strední hodnotou z nejakého intervalu). ."J ",: \;-,

'. ' ,'" ",' .' " ": ~"

~;tatistický test je..založen 'na srovnán~~ pre'dpov'edi:plinoucí 'z(hypo- ':

tézy s pozorovanými daty. Je:~ipoz?r9vaný výsiedek'v'~ci daná byp~té-

zy málo pravdepodobný t so,?-díme' na její neplaino~t'. Pri testu hypotézy Ho

mohou nastatctyri prípady: ", '

(a) Ho platí, na.základe ~e8tu ji prij;máme;

(b) H neplatí, na základe testu ji zamítáme;o

(c) Ho platí, a1,.ePOJp.oc~testu ji zamítáme; ,to je tzv. chyba prvního'

druhu;

(d) Ho neplatí, ale pomocí testu ji prijímáme; to je c~yba d~uhého

druhuo

, Shoda predpovedí plynoucích z hypotézy Ho s pozorovanýmif'akty se"testuje

pomocí vhodné funkce t namerenýchhodnotf které se ve statistick~termino~

logii ríká testovací statistikae Obor všech mož~ch hodnot této náhodné

promenné rozdelíme na tzv. oblast prijetí ~o a kritickou oblaste J<ritic-

kou oblast K vybíráme tak, že hodnoty t do ni padnou s malou pravdepodo~

ností

cI..::: P(tEKIHo) ;
(I)

nastane-li tento pripad~ hypotézu Ho zamítnemee ~íkámet že pomocí testu

zamítáme Ho nB hladine významnosti d.. (nebo 8 rizikem 0<.>0 ,Pritom se mo.že-

mG podle (c) nahore dopustit e pravdepodobností ~ chyby prvního druhu~
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~_Existuj~-li k Ho jediná alternativní hypotéza Hl (platí

nich)~ ~žeme najít pravdepodobnost chyby druhého druhu
> .

n~ného prijetí Ho:

(3 :: p( tf K IHI).

M{rou možnosti oddelit Ho a ~ je tzv. síla (mohutnost) testu 1 -(?>, kte-

rá ov~em závisí na ~ . Tuto souvislostobjásníme v následujícímpríkladu.

Príklad testu zvetšení. strední hodnoty normálního rozdelení

\.-

Uvažujme o následující situaci. Merením intenzity zdroje zárení

(elektromagnetického nebo svazku cástic) dostsváme máhodné výsledky x nor-

málne rozdelené se strední hodnotou ~o a d1.sperzíG"2. Predpokládejme, že

j8~e znali~o a potrebujeme rozhodnout, zda tato hodnota zóstala (hypoté-

z~Ho) nebo se zvetšila na,.~ (hypotéza Hl')po nejaké úprave zdroje. Bude~

.' mep()stupovat tak, že.zmeríme N-tici intenzit 'xl'...,xN a spocteme pro~er .

(testov~cí statistiku)

." ,. -t 1 ..J!-" ( )
.", . ::, !f {--. xi' ~3

.- '.- ~=l ..,.' ~..

cpž je podle predpokladu o rozdelení x náhodná promenná 8 rozdelením~~

NCf-o,62/N) pokud platí Ho' respektiv.e NCttl,62/N} pokud platí alternativa
, . '. . .

Hl. V obrázku 39 jsou tyto dve hustoty 8chemati~y nakresleny spolu s plo~

,chami, reprezentujícími chybyJ.a '(3pri ~adané hranici \( krittcké oblas-
ti. S použitím distribucní funkce.(4.5) dostaneme .

o{= P(t>~\Ho) =-i -P(~;%o), ~= P(~(t~\Hl) =~t;~fi.~.

-.....-

'-'

c.'

(4) " ,

S uvážením dósledkó, které má prijetí ~edne z hYPQtéz, je treba roz-

hodnout o volbe kritické ~odnoty t~(tou jsou dány pravdepodobnosti chyb

prvého i druhého druhu). 's rostoucím poctem namerených hodnot se rozdele-

ní f'(tIHo) i f'(~IHl) zužují a v limite N:oorozhOdneme o platnosti jedné

z hypotéz s libovolne malým rizikem chyby.

Dá se ukázat, že volba prO.meru<3) jako testovací statistiky je v .

tomto 'prip~de optimální -pri zadaném~ je.síla 1 -~ tohoto testu maxi-

mální. (~prípad~ ~~()~,-jednoduchých hypotéz existuje,Il-ejsilnejšítest;

obecný predpis pro jeho vyhledáná ~dává tzv. N~ymanova-Pearsonova'veta).

Móžeme použít mnoho jiných testó, ale žádný z nich nebude lepší 'nežho~

r.ej~í. Napríklad lze testov.at pocet hodnot xi' k~eré jsou vetší. než tt-o;

bUde-li mnohe~v.~tší než N12, platí pravdepodobne Hl. Z presnáho rozboru

tohoto testu zjjatime, že pro daná ~ dává vetší ~ ne~ test prómeru

(vztah (4». .

'-

Pr~stože bychom mohli v dané situaa~ teetova~í velicinu~ chápat

práve jedna z
'-'

(d), cili neopráv-

--

--.1

(2)
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f Obr. 39. Hustoty testo-

vaci statistiky

t pro dve hypo-

tézy Ho a Hl'.

fA-o

" oblast prijetí Ho.~

~ ~.f

t kritická oblast

t

,

jako' odhad stfední hodnoty promenné x7 je jeji použiti v tomto p~ikladu

podstatne jiné. rime predem, že jsou pouze dve možnosti (známé hodno~y~o

,nebo.t1.) ~ vý.sledkem merení je rozhodnutí, kterou z nd.ch vy1)ereme..

Testy dobré shody.

. :" Teorie testdhypotéz je velmi obsáhlou a propracovanou cásti matema-

ti~k:é'statistiky .:Dále se budeme zabývat pouze 'jednim' druhemtestd: pJ'O-
ve.rkou dané hypotézyH' vzh1edem ke všem jimWm možn$m hypotézám (ne H.,;).

. . .,0, . . ." (7t...~

Takové e'roVnámHo' a alternativy, jaké jsme .liou!ili výše., pak nemá smysl;

prot,i. Ho ;st~.jí množina hypotéz ,v niž jsou i takové, které vys~ihují data,
s"tibovolir1ou p~eéností.; Chyba druhého ~ruhu je v této situaci neznámá.

Pdjde ~edy pouze o s:o~áníp~edpovedi plynoucich z ao s name~e~i daty
. -. ..' ,-~'~. '.. .

'-~<zv. krit"eria~;d~1>,,:,~ ..,shody.. Ve dvou následuj:ícich odstavdch jsou PQPsá-
ny dva z mnohá'zná~ch testd~

120. . Pear,sondv test dobrá,~hO'dY. .
p~edp9~lád~j~e~~: z ~-tice name~enýchhodnot xl'...'XN byl sesta~en

. .

hi~togram s k sl~upky (bunkami). V i-tém sloupku jsou hodnoty ,z intervaiu

(mi' Mi), jejich pocet oznacime ~i; zrejme plati

"k.
~ n. = N.
L ;;. 1. .
i=l .

(1)

"

. Pocty "událostí" ni v bunkách jsou náhodné veliciny s binomickým rozdele-
lením (§ 7). 'Jsou urcenypravdepodo!>no~tmi: Pi toho, že namerená hodnota
p~dne do i-té buBky, neboli rozdelením merené veliciny x:

Pi =, P [Xt:<mi'Mi)]= F(Mi)-F(mi)' i=1'...7k. .' (2)

Zde je ~(x), distnibucni f'unkcenáhodné promenné X. Z hypotézy Ho' že se
x rídi- daným rozdelenim, plyne krome jiného i predpovea pravdepodobnosti

rozných poct~ v bunkách histogramu. Vhodll1outestovaci. velicinou pro srov-:j
I!",
I'
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nání;, --shody predpovedi a

, k (n. -Np. )2
T:::~ 1. 1.

L- Np
i=l i

, Hodnota T bude tím vetŠí,- cím více se budou pozoro~ané pocty ni li-
eit od ocekávemých stredních hodnot Np.. T je oveem náhodná velicina

, 1. ,

(n. jsou náhodné promenné). Platí-li hypotéza H , má n. binomická rozd~le- -1. , o 1.., ,

~~1:,~~e stf'edni hodnotou NPi' které se dá' pro weteíNPi dobfe ",aproximovat'

~~~inn! hustotou (§ 7). Jednotlivé scítance v, O) nejsou nezávislé, nt"""'~~""O

isp~~ují podmínku (1). Dá se ale ukázat, že velicina T je ~~uctem k-I kvad~ ~
'r~to. nezávislých náhodných promem1tÝch, z nichž ka~dámá>p~ibližn~ stan- '

.'e,o.,': ' " ' " , ' ,2'

"dard~{ normální rozde1em N(~,l). Rozdeleni Tje tedÝ približn~X .sk:"l
stu.?nem volnosti. Aproximace je tím lepši. cim v~tei jsou ocekávané pocty. .

NPi. Jako podmínka použi telnostl se obvyk~e' uvádi~NPi> 5'j\"it,~eb~alespon

" ",j;§,ma,l>;t"pocet (ne více než 20%)' interyalo. s NPi T rozm~~il,.~~,,?:' ,

" ,.:nalosti ,rozdeleni J' využijeme k testubypot'éz;:l!o:~R~o'c:.f..~~Ste,dUjicí \.

,'\1vahy ,,"Je-lipozoróváná hodnotaT velká, .nlohly nasta~"~~~'t\,P1":íp~<!y_:~,
H platí, velká hodnota ~ela náhodou;o

pozorování je

\..

( 3)

\.

~

'...

"Ho neplati {velká hodnota vyšla proto, že rozdelerd: dat je jiná.

Rozhodneme se tedy. že H zamítneme, je-li hodnota T.,dostatecne,málo prav-. o,,".'
'depodobmL Ve.statistice..e-e užívá ustáleného zpo.so1:?u.,;vyjf!drov~~ této sou-.. ',',,", ""i>'" ',s.'; -.'. .

vIslóst.L Hypotézú';;H zamítáme na hladine významností'l:( (ri~bo's'rizike1ll
., ",.", " .,0 . ",..." ,<,;:.~. .

d...), jestliže vyŠla hodnota T~To(, pricemžPra~depo'dObnosttohoto vÝs;I.ed-
, ku je 0(:

'.

P(T ~ To() = l-P(T< To(.)= l-F 2 (To() =.J....
.' 'Xk-l

Distribucní' :tunkceF 2' umožnuje najít k zadané pravd.epodob.nosti'o(. kritic-
'Xk-l "

kou hodnotu To( . Podle rozdelÉmí, kterým serídí T, se tomuto testu ríká
Pearsonovo X2- kriterium dobré shody.

(4) \..

.Presná hodnota ci. hladiny významnosti ve statistickémtes1;.u':lení zrej;"
me do.ležitá. Zach~zíme se náhodnÝmi jevy a pozorujemeobeas i velmi ~lo

pravdepodobné vý~ledky. Zkueenos"t v.šak ukazuje", že pravdepodobnosti ti.. pod
-5% znamenají silnY podnet k úvshám o tom, nemá-li být testovaná hypoté-'-
za nahrazena nejakou vhodnejší.

Test pri odhadovaných parametrech rozdeleni

.Zatím jsme predpokládali,že testované rozdeleninezávieí mažádnám

parametruurCDvanem z namerených dat. Pokud z~ souboru xl'.. o,~ namere-

ných hodnot nejprve odhadujeme parametry !! distribucní:tunkce F(x),nemá \..
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už promenná <J) rozdelení X~-l. Dá se ukázat,že odhad r-ticeparametruz

dat sdružených do histogramu vede ke zmenšení poctu stupnd volnosti v X~

- rozdelení promenné T na k-r-l (ztrácí se r stupnd volnosti). Je-li odhad

založen ns výchozích datech, bez sdružení do 1mnek histogramu, je rozdele-

ní promenné T nekde meziX~-l a X~-r-l. Pokud je k dostatecne velké proti

r, je rozdíl mezi obema krajními distrib~cemi malý a presnej!í znalost roz- ,

deleni Tnení nutná.

Príklad 'použití X2- testu

Ukážeme použiti Pearsonov~ testu na príklade dat z obr. 3 - výsledkd

~~lOOO-krá~ ;~pak?v~pého:merení prop~stnosti infracerveným spektrometrem. '

Budeme testova,t ,hypotézu Htvrdící, že data jsou rozdelená normálne se
, "',' ,",:., "" o"

strední hOdtIOto~;' a disperzí, 62, odhadnutými metodou maximální verohod-

,ncistí. Vychází
,~ ~ " ~

," tt:: 274 f,?,2,. ='46~4( 6' ~ 68), ,

,~ravdepod~bnosti (2) dostaneme s pomocí distribucní :tWlkce (4.5) normálni-

, " horozd~lení~š'\:i:temi té parametry. Pozorovaný a ocekávaný pocet událostí..v

histogramu Z obr." 3 je spolu s príspevkem každého sloupku do sumy (3) ~a-
, '\:....

psán do riáslequjícítabu1ky.; "

Hodnota T podle (3) je 49.4~ Protože jsme dva parametry odhadovali, je roz-

delení náhodné promenné T podle predchozího výkladu ohraniceno distribuce-
,2 '2 ' ,

mi X29a X27.
S pomocí tabulek v dodatku Dlmdžeme formulovat výsledek testu - hypotézu

,;,

i JI 1 2 3' 4 5 6 7 8 9 10

,,' '... c' ,II " ',,1' 2, 2. 11 4 20 43 44y

"?ip.' , II' 1'45' 2:37
,'.
3;77 '1.78 8.58 12.3 17.1' 23.0 ,29.8 37.5, 1

-X2 11 1.67 0.79' 083 2.47 0.78 0.14 2.77 0.39 5.81 1.14

i 11 . 12 13 14 15 16 17 18 19 20.

ni 42 55 55 72 72 73 69 75 63 50

Np. 45.5 53.5 60.7 66.7 70.9 72.8 72.4 69.6 64.7 58.1----!
X2 II 0.27" 0.04 0.54 0.42 0.02 ,0.00 0.16 0.43 0.04 1.13

i II 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
n. 46 31 , 27 36 18 23 14 10 3 10

1

Np. 50,.5 42.,5 34.5 27.2 20.7 15.2 10.8 7.43 4.94 3.18

?(2 0.41 3.10 1.65 2.88 0.34 4.02 0.95 0.89 0.76 14.6
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""'Ir"zamítáme s mp-lým rizikemcl~o. 01 (kritická hodnota T 1 je asi 49.6 pro
"o ~ 0.0

29st,u'pno. volnosti).

"

Podíváme-li se pozorne do hofejší tabulky, všimneme si nápadne velké-

ho pfíspevku poslední bunkydo T. Kdybyv ní bylo jen o nekolik událostí
méne, treba místo deseti jen pet, vyšla by hodnota T zhruba 36; pak by hy-

potézao normálním rozdelení byla zamítnuta X2- testem na hladine vetší
ne~ 0.1 (viz Dl). Pfi taková~~ýsledku bývám~ obvykle e hypotézou spo~oje-

ni. Pravdepodobne nejlepší vysvetlení techto faktd je takové, že normální

rozdelení skutecne dobfe vystihuje registrovaná data. V prubehu lOOO-krát

opakovaného merení došlo asi k rušivému zásahu, pfi kterém bylo namefeno

,nekolik príliš velkých hodnot (typické jspu náhodné impulzy v elektrické
~ ,,' F ," " " '

síti). V § 21 budeme testov;at normalitu jedné men~i cásti dat z obr. 3

(150 bodo.> jiným testem; výsledek - dobráehoda s hypotézou - horejší zá-

very podporuj'e.

Volba bunek hiBtog~~u

....

"

....

...

Pri sdružovin~ namer~ných dat do. histogramu seztrácíeást informace
(o rozdeleni hodnot uvnitr jednotlivých bunek). To je'nežádoucí jev~ kte-

rý ovlivnuje i kval~tu Pearsonova testu. Príliš' jemné deleriíinterva1u ve- '-

. 'dezase k malému poebFudálostí vfbunkách aX? -test nelze použit..~lad...' .

. ní pravidlo pro optimální volbu bunek ríká~ že pravdepo.9-°bnosti,(2) plají
, ' , " " '.,. .' ' , ,,'" ' I.

být stejné. InteI"Val (O~l> t'unk~níchhodnotdistribucní f'unkceF(x) je tedy
'., tfebarozdelitna k stejne velkých di-.' .

10. a odecíst odpovídejicí argumenty ....

jako hranice s?useq~ic? bunek (obr. 40).

Optimálnívo1bapoet~1 bunek k vych~~i
z požadavku maximální mohutnosti kri-

teriaa je pomerne komplikované {14) .
SpokoJíme se s konstatováním, že opti-

mální k roste ,s poctem dat Njako N2/5

a pro N=200 je doporu~éná hodnota

k~30, pro N=500 zhruba.k ~43. Histo-

gram z ;br. 3, který jsme použili v

horejším príkladu, nebyl z hlediska

testu vybrán správ.ne.Chteli jsme však

zaehovat podobnost s hustotou pravde-

podobnosti a proto byly zvoleny stejné

.velikosti bunek.

1

Pj{

n
M.I xm.

- !

Obr~ 40~ Volba bunek histogramu se

stejnou pravdepodobností;
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121:'- Kolmogorovuvtest dobré shody I

Pri ~vytvorení histogramu z namere~ch údajll se cást informace ztrácí',

proto je lepší testovat hypotézu o rozdelení dat bez sdružování do bunek

("trídních intervalu" ve-statistické terminologii). 'Úspešná kriteria jsou

založena na sledování odchylek ~mpirické a hypotetické distribucní funkce.

Empirická distr~bucni funkce SN(x).souboru xl"",xN je po ~ástech kon-

stantníse skokem velikosti l/Nv každé namerené hodnote. Oznacíme-li

x(l),...,x(N) namerené údaje usporádané podle velikosti od nejmenšího k

nejvetšímu, je

SN(X) =H/N

pro x<x(l),

pro xE <x(i), x(i+l», i=l,... ,N-l,

pro x~x(N).

(1)

Tuto -empirickou distribucní funkci jsme už použili v § 11 pro kvalit~tiv-

ní srovnání s hypotetickou distnibucni funkcí F(x).

Vho~no:umírou odlišnosti SK(x) a F(x) je maxiniumodéhyiky

DN :: mElX :
.

-
}
~(x)-F(x)

l

." d (2)
-x- '. -- -

), ~, - ,-- ;"-~

Hodnota DNs~.celkem snadno spocte; protože maxi~~ rozdílu SN(x)-F(i'l..

nae~ává-:-v, ~kterém z namere1!1iÝchbodo.x(l) J'..,x(N). DN je náhodná promenná,.' - -- -'-- - - - -- ' .
která má za predpokladu plátnosti hypotézy o ~ozdelení F(x) asymptotickou

dietribucnífunkci
- 00

FK('~) :~ ~~~,~ p[ .Ji[DN)Z] ==2 L (-l)r-l exp(-2r2z2).
- 7 r=l

(»

"

Pro1bšhí'unkce 'FK(z) je v obr. 41; obvykle se predpokládá, že promenná

.JHDNmáasymptotické rozdelení{3) s dostatecnou presností už,pri N?;80.

V Kolmogorovov.e testu posuzujeme pozoroTanou hodnotu .JN DN. Vyjde":li

príliš velká, zamítneme hypotézu o rozdelení dat podle F(x): pro

JNDN) za( , kdeFK(zo<.) = 1 - d..., (4)

zamítáme hypotézu na-úrovni <ci.. (s rizikem ci ). Kritické hodnoty jsou- napr.

zO.Ol = 1.63 J
z . - 1

0.05- .36, zO.l = L 22 . (5)

Test normalityrozdelenídat z § II - merení casu

Ukážeme funkci testu v prípade dat z obr. 24(§ 11). Maximální odchyl-

ka mezi empirickou distribucní funkcí a cárkovane nakreslenou hypotetickou

normální,distribucní funkcí je D200= 0.0513; testovaná hodnota J200 D200=

::0.725 padá podle obrázku 41 do oblasti hodnot velmi pravdepodobných.

liladina významnosti pro zd..= 0.725 je d.. = l-F(~) = 0.67, riziko pri
..
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Obr. 4L Distribucni :funkce (21.3) Kolmogorovou kriteria.
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Obr~ 42. Empirické distribucni:funkce-prvmdch150-tib~dnotze souboru
- dat z inf'racerveného spektrometru (§ 2, obr. 3), plné cára.

Normální distribucní :funkce, cárkované cára..
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zamítnutí hypotézy daného normálního rozdelení je príliš velké. Pripomene-

me ješte, že není možné uvažovat tak, že shoda a hypotézou je ~ím lepší,

. cím menší je testOTaná hodnota fN DN. Jde. o hodnotu náhodné promenné, kte-

rá podle obr. 41 padá s velkou pravdepodobností do intervalu mezi 0.5 a

1. 5; prav:depodobnost T-Ýe1edku JN ~N < 0.25 je prakticky nulová ("'3x10-8).

Test norma1ity dat ze spektrometru '.

Z tisíce hodnot,použitých v príkladu ~2 - testu v §.20 jsme vybrali

prvníoh 150 a vypocetli maximální odchylku empirické a hypotetické dietri-

bueni funkce (obr. 42): ~50 = 0.0538. Riziko pri zamítnutí hypotézy o

normálním rozdelení je pro za(= '1/150D150= 0.659 zhruba d..= 0.78, tedy ne-

prípuetne velké. Shodu v obr. 42 posuzujeme jako velmi dobrou, pozornost

mO-ževzbudit odchylka v inter.va1uhodno~ 300";'-350. Ko1mogorovO-v test ríká,

že .odChylky takové velikosti nastávajíCastoo

; <.

. .t-.
't_,

.r
'..0 -.'

...

..

.'
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~. Dodatky

JDI. X2'1 rozdelení'

V tabulce jsou hodnoty xp' pro

p(x<. xp>:: F X2(xp>= P, v závj.slostin
a pravdepodobnosti p.

které je pravdepodobnost

na poctu 8tupn~ volnosti n

P: O . O 50 0.100 0.200 O . 50 O 0.683 O.90O 0.954 0.980 0.990n
1 0.004 0.016 0.064 0.455 1.001 2.705 3.981 5.41], 6.632
2 0.103 0.211 0.446 1.386 2.298 4.605 6.158 7.824 9.210, 3 0.352 0.584 1.005 2.366 3.529 6.251 8.000 9.837 11.34
4 O.711 1.064 1.649 3.357 4.722 7.779 9.689 11.67 13.28
5 1.145 1.610 2.343 4.351 5.891 9.236 11.29 13.39 15.09
6 1.635 2.204 3.070 5.348 7.042 10.64 12.82 15.03 16.81
,7 2.167 2.833 3.822 6.346 8.180 12.02 14.31 16.62 18.48
8 2.733 3.490 4.594 7.344', 9.308 13.36 15.76 18.17 20.09
9 :3:325 4.168 5.380 8.343 10.43 ,14.68 17.18 19.68 21.67

10 3.940. 4.865 6.179 9.342 11.54 15.99 18.58 21.16 23.21
11 4.575 .5.578 6.989 10.34 12.65 17.28 19'.95 22.62 24.72
12 5.226 6.304 7.807 11.34 13.75 18.55 21.31 24.05 26.22
13 5.892 7.042 8.634 12.34 14.85 19.81 22.66 25.47 27.69
14 .6.571 7.790 9.467 13.34 15.94 21.06 23.99 '26.87 29.14
15 7.261 8.547 10.31 14.34 17.03 22.31 25.30 28.26 30.58..
16 7.962 9.312 r'11.15 15.34 18.12 23.54 26.61' 29.63

32.00 ,178.672 10.09 12.00 16.34 '19.20 24.77 27.91 31.00 33.41'"
18 --9.390 10.86 12.86 17.34 20.29 25.99 29.20 32.35 34.81
19 .10.12 11.65 13.72 18.34 21.36 27.20 30.48 33.69 36.19
20 10.85 12 .44 14 .58 ,19.34 22.44 28.41 31.75 35.02 37.57
21 11.59 13.24 15.44 ,20.34 23.52 29.62 33.02 36.34 38.93
22 12.34 \14.04 16.31 21.34 24.59 30.81 34.28 37.66 40.29
23 13.09 14.85 17.19 22.34 25.66 32.01 35.53 38.97 41.64
24 13.8515.66 18.06 23.34 26.73 33.20 36.78 40.27 42.98
25 14 .6116 .47,.18.94 24.34 27.80 34.38 38.03 41.57 44.31
26 15.38 17.29' .19.82 25.34 28.87 35.56 39.26 42.86 45.64
27 16.15 18.11 20.70 26.34 29.94 36.74 40.50 44.14 46.96'
2B 16.9J ,18.94 .,21.59 27.34' 31.00 37.92 41.73 45.42 48.28
29 17.71 19.77 22.48 28.34 32.07 39.09 42.95 46.69 49.59
30 18.49 20.6Ó 23.36 29.34 33.13 40.26 44.17 47.96 50.89
31 19.28 21.43 24.26 30.34 34.19 41.42 45.39 49.23 52.19
32 20.07 22.27 ,25.15 31.34 35.25 42.58 46.60 50.49 53.49
33 20.87 23.11 .26.04 32.34 36.31 43.75 47.81 51.74 54.'78
34 21.66 23.95 26.94 33.34 37.37 44.90 49.02 53.00 56.06
35 22.47 24 .8O, 27. 84 34.34 38.43 46.06 50.23 54.24.57.34
36 23.27 25.64 28 .73 ,35.34 39.48 47.21 51.43 55.49 58.62
37 24.07 26.49 29.64 36.34 40.54 48.36 52.63 56.73 59.89
38 24.88 ,2 7 . 34 dO. 54 37.34 41.60 49.51 5382 57.97 61.16
39 25.70 28.20 31. 44 38.34 42.65 50.66 55.02 59.20 62:43
40 26.51 29.05 32.34 39.34. 43.70 51.81 56.21 6,0.44 63.69
41 27.33 29.91 33.25 40.34 44.76 52.95' 57.39 61.67 64.95
42 28 .14 30.77 34.16 41.34 45.81. 54.09 58.58 62.89 66.21

43 28.96 31.63 35.07 42.34 46.86 55.23 59.76 64.12 67.46'
44 29.79 32.49 35.97 43.34 47.91 ,56.37 60.95 65.34 68.71

45 30.61 33.35 36.88 44.34 48.96 '57.51 62.13 66.56 69.96

46 31.44 34.22 37.80 45.34 50.02 58.64 63.30 67.77 71.20
47 32.27 35.08 38.71. 46.34 51.06 59.77 64.48 68.99 72.44

48 3 '3 . 10 35.95 39.62 47.34 52.11 60.91 65.65 70.20 73.68

49 33.93 36.82 40.53 48.33 53.16 62.04 66.82 71.4l 74.92

50 34.76 37.69 41.45 49.33 54.21 63.17 67.99 72.61 76.15
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ID2- Stude~tovo rozdelení t

V tabulce jsou hodnoty

p(ltl<tp)= Fn(tp)-Fn(-tp)=
a pravdepodobnosti P.

nlo. O50 O. 1001 0.079 0.158
2 0.071' 0.142
3 0_068 0.137
4 0.067 0.134
5 O. 066 0.132
6

1,

O. 065 O.1Jl
7 O. 065 0.1 30
80.0650.130,
9 O. 06 4 O. 12 9

10 0.064 0.129
11 0':064. 0.129
12 0.064 0.128

1;~13 0.064';.0.128
14 0.064 ~~12r
15 ' 0.064'0.128
1'6,.,

'"

'

,

'

,1

,

,

,,0
,

"

"

.
'

" 064 -:

,,

':'

,,

' "'~

,

"

,

O

,

'

,

'

,

.

,

'

,

"

,

'

,

'

,

12

,,

"

,

8

,

'' 17 ,0,.06.1'"0,,.12,8

1

18 O~064,O.117
19

" ~,', i 0.0 ,

6
,

4-'0.1
,,

27

1

20.. 0.0630.127
" 210.0'63. 0,.1'21
#' 22= I'!)'~06a:!.0.127
23 0:063 'O~12~
24 0.063 0..127
25 0.063 0.127

I ~6 1"6.0630, 0.127,

I

. L.7~ 10,.06
,

,

,

3
,

'

,

'

,

"

,

,0,.127
23 0.063,,0.127.

1

19 0.06~,O.;127
30" 0.063 0.127

I

3
,

1

,

-

"

O~
,

06 3,. ,0:
,

'
,

.12 7

,3.2,0.063 0~127

I

33' 0.0630.127
34 0.063 0.127

"35 0.063 0.127
36 0.063 0.127
37 0.063 0.127
38' 0.063 0.127
39 0'.063 0.126
40 0~06~ 0.126
41 0.063 0.126
42, 0.063' 0'.126
43 0.063 0.126
44 0.063. 0.126
45 0.063 0.126
46 D.063 0.126
47 0.063 0.126
48 O.Q63 0.126
49 0.063 0.126
50 0.063 0.126
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tp' pro které je pravdepodobnost
P, v závislosti na poctu stupn~ volnosti1n

0.200

0.325
0.289
0.277
0.271
0.267
0..265
O.263
O.262
0'.261
O.26 O
O.26 O
0.259

'O .259
0.258
0.258
0.258

,O .257
0.257
0.257
0.257
.0.257
0.256
.0 ~'256

;0.256
0.256
0.256,
0,"+256'

0.256
0.256
0.256
0.256
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
0.255
'0.255
O.255
0.255
0.255,
0.255
0.255
0.255
0.255
0:255
0.255
0.255

o .50 O 0.683

1.000 1.839
0.816 1.322
0.765 1.198
O .í41 1.14 2

0.727 1.111
0.718 1.091
0.711,_' 1.077
0.706' 1.067
0.703 1.059
0.700 1.053
0.691 1.048
0.695 1.044
0.69~ ,'1.041
0.69-2~1.038
0.691,,1.035
0.690 1.033
0.689 -.1.031
0.688 il.029
0.688.1.028
0.687 1.026
0.686,:1.025
0.686,1.024
0.685 1.023
0.685 1.022
0.684 1.021
0.684 ,.1.020
0.684 tl.020
iO.6831.019
0.683 ,,1.018
0.683 1.018
0.682, 1.017
0.6821.017
0.682 1.016
,O.682 ~1.016
0.682 1.015
0.681 1.015
0.681 1~014
0.681:1.014

"O.681 1.014
0.681 1.013
O.6~1 1.013
0.680 '1.013
0.6801~012
0.680 1.012
0.680 1.012
0.680 1.012
0.680 1.011
0.680 1.011
0.680 1.011
0.679 1.011

o. 90O

6.314
2.920
2.353
2.132
2.01'5
1.943
1.895
1.860
1.833
1.8i2
1.796
L 782
1~771
1.761
1.753

, 1. 746
1.740
1.734
1.729
1.7i5
1. 721

<,1.717
1. 714
1. 711
1. 708,
1.706
1.703
;1.701
1.699
1.697
,,1.696
1.694
,1:692

1.691
1. 690
1.688
1.687
1. 686
1. 68 5
1. 684
1.683
1.682
1:681
1.68Ó
1.679
1.679
1.678

'1. 677
1.677
1.676

0.954

13.82
4.500
3.292
2.858
2.640
2.508
2.421
2.359
2.313
2.277
2.249
2.225
2.206
2.189
2.175
2.163
,,2.153
2.143

. ,2.135
2.128

',,'2.121
\2.115
(2. r09
2.104,

,2.100
2.096
2.092
2.088
,2.085
2.082
2.079
2.076
2.074
2.071
2.069
2.067
.2.065
2.063
2 ..061
2.059
2 .0 58
2. O56
"2.055
2.053
2.052
2.051
2.050
2.049
2.047
2.046

0.980

31.82
6.965
4.541
3.747
3.365
3.143
2. 998
2.896
2.821
2.764
2. 718
2.681-
2. u 50
2.624
2.602
2.583
2.567
2.552
2.539
2.528
2.518
2.508
2.500
2.492
2.485
2.479
2.473
2.467
2.462
2.457
2.453
2.449
2.445
2.441
2.438
2.434
2.431
'2.429
2.426
2.423
2.421
2.418
2 ;' 416
2.414
2.412
2.410
2.408
2.407
2.405
2.403

0.990

63.66
9.925
5.841
4.604
4.032
3.707
3.499
3.355
3.250
3.169
3.106
3.055
'3 .012
2.977
2.947
2.921
2.898
2.878
2.861
2.845
2.831
2.819
2.S07
2.797
2.787
2.779
2.771
2.763
2.756
2.750
2.744
2.738
2 .733
2.728
2.724
2.719
2.715
2.712
2.708

'2.704
2.701
2 '.698
2.695
2.692
2.690
2.687
2.685
2.682
2.680
2.678

:~,
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".~.~ IU3..F-rozdelení 1 , '

; V tabulce jeou hodnoty xp' pro které je pravdepodobnost

pXx <.Xp)= Fm,m' (Xp)= P, v závislosti na poctech stupnu volnosti

a pravdepodobnosti P.
m, m'

',-

""
m' ," ,

~Sd 0.11L 'O .188,~, "","" . ,;"'... .,. '

1.0,. '0~'114;"'0 .191
1'5 O. 11,5" 0..192
2 O O. 115.;: O';d 93

,25 0.116~0.193
30 O.~116 0.193
35 0+.116, O.19~ ,'"
400: li6 \é'~0.19.4(

5~: 0.11710.194,
60" 0.117 "0.194'
,70 0.1170.194
80 0.117 0.194
90 0.111 0.194

100 0.l1rO.194'

0.337 O~907
0.336~O.845
0.335'0;826

,0.335 0.816
0.335 0.811
0.335 ú.807
'0.335 .0.804
0.335-0.802
0~335 0.800
O ~ 335 O .798

0.335 0.796
0.335 0..195
0.3350.795
0.335 0.794

'\-

'--

mt \:8 o.o,~o"'0.100, 0.200 0.5900.683 0.900 0.954, 0.980 0.990
,59.160 '0.247 0.404 0.965' 1.552 ,3.520 5.426 8.233 11.39
10,0.168..-::0..2550.4070.8991.3532.6053.5914.8165.994
i5; O.'17r 0.258 0.408 0.878 1.293 2.361 3.143 4.058 4.893
2 O';! 0..'172<0~;260 0.409 0.868 1.264 2.249 2.942 3.731 4.431
25' 0.1730;261 0.410 0.862 1.247 '2.184 2.829 3.549 4.177
30 0.174 0.262 0.410 0.858 1.235 2.142 2.756 3.434 4.018
35' 0.175 0.262 0.410 0.856 .1.227 2~113 2.706 3.354 3.908
40 0.175 0.263 0.410 0.854 1.221 2.091 2.668 3.295 3.828
50. 0.175 .0.263 0.411 0.851 1.213 2.061 2.617 3.215 3.720
60 0.176 0.264 0.411 0.849 1.20B 2.041. 2.583 3.163 3.649
70 0.176 0.264 0.411 0.847 1.204 2.027" 2.560 3.127' 3.600
80 0.1760.264 0.411 0.846 1.201 2.016 2.542 3.100' 3.563
90 0.1:76 0~26S 0.411 0.846 1.199 2.008 2.528 3.079 3.'535

100 0.177 0.265 0.411 0.845 1.197 2.002 2.517 3.06~ 3.513 I \-

m= 2

I R o. O50 0.100 O.2 QO 0.500' 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
m

5 O. O52 0.108 0.233 0.799 1.458 3.780 6.067 9.454 13.27
10 O. O52 0.106 O. 228 0.743 1..292 2.924 4.256 5. 93"4 7. 559
15 O. O51 0.106 0.226 0.726 ,1.242 2.695 3.807 5.135 6.359
20 O.051 0.106 0.226 O. 718 1-.217 2.589 3.606 4.781l 5.849
,25 O. OSl 0.106 0.225 O .713 1.203' 2.528 3.492 4.593 5.568
30':: 0.051' 0.106 O. 225 0.709 1.194 2.489 3.418 4.470 5.390
3$ 0051" 0.106, 0.225 0.707 1.187 2.461 3.367 4..384 5.268
40' 0051 0.106' 0.224 O . 70 5 1.182 2.440 3.329 4.321 5.179
50 'O. O51 0.106 0.224 0.703 1. 176 2. 412 3.277 4.235 5.057
60 O. O51 0.106 0.224 '0.701 1. 171 2.393 3.243 4.179 4.977 I '

;70;: ;0. 051 0.106 0.224 0.700 1.168 2.380 3.219 4.139 4.,922
80 O.O51 0.105 0.224 0.699 1.166 2.37 O 3.201 4.110 4.881
90 O. 0,51 O. 105 0.224 0.699 1.164 2.363 3.187 4.087 4.849

100
'. Q. O :: ,1.105. 0..224 0.698 1.162 2.356 3.17;6 4.069 4.824

0.683 0.900 0.954
0;980.990

1.523"
.,

3.619 5.659 8. 669 12.06
'1.331 2.728 3.835 5.218 6.551
1 281 2.490 3.388.,4..447 '5.416
1.254 2.380 3.187 '4.113 4.937
1-.238 2.317. 3.074 3.927 4.675
1.,227 2.276 3.001 3.809 4.509
1.220 2.247 2.950' 3.727 4.395
1.214 2.226' 2.913 3.667 4.312
1. 207 2.197 2.862 3.585"4.199
1.201 2.177 2.828 3.532 4..125
1.1 8 :2.164 2.804 3.494 4.074
1.195 2.153 2.787 3.466 4.036
1.193 2.146 2.773 3.445 4.006
h191 2.139 2. 76, 3.428 3.983
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I

;

0.10Q ~.200 0.500 0.683 G.900 0.954 0.980 0.990
m" .'-..,i."..",.- ~

5 0-~'228 - 0.322 0.482 1.024 1.576 3.405 5.166 7.758 10.67
10 0.246 0.340 0.493 0.9"54 1.362 2.461 3.314 4.371 5.386
15 0.254 0.348 0.498 0.933 1~297 2.208 2.863 -3.626 ".4.318..' . ....

20. 0.258 O,~353~0.501 O.922.~,l.2.65.2.091 2.661 3.304 ~d...871
25-: :(h 26.1 0.355 0.503 o .916,c 1./246 2.024 2.547 3.126 3.627
30 0.263 0.3$7 0.504 0.912 b234 1.980 2.474 3.012 3.473
35 0.264 '0.35' 0.505 'O.9p9 '1.225 1.950 2.423 2.934 ~.368
400.265 '0.360 0~506 0.907 1.219 1.927 2.385 2.877 3.291
50 0.266 0.361 0.507 0.903 1.210 1.895 2.333 2.798 3.186
60 0.267 '0.3620.508 0.901 1,204 1.875 2.299 2.747 3.119
70 0.2680~36~~ O~508 0.900 1.199 1.860 2.275 2.711 3.071
800.269.()~363' Q.509 0.899 1.196 1.849 2'-257 2.685 3.036
90 0-~-2690'D64-0~509 0.898 ;'1.194 1'.841 2.244 2~664 3.009

100 0.269 0.364 0.509 0.897, 1.192 1.834 2.233 2.648 2.988

- 98 -
"",.

, I 18= 5

R o. O50 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
ml

5 0.198 0.290 0.449 1.000 1. 567 3.453 5.273 7.953 10.97
10 0.211 0.303 O.45p 0.932 1.359 2.522 3. 429 4.555 5.636
15 0.217 0.309 0.460 0.911 1. 296 2.273 2.980 3.805 4.556
20 0.219 o.312 0.462 0.900 1.266 2. 158 2.779 3.482 4.'103
25 O.221 0.314 o. 463 0.894 1.248 2.092 2.665 3.302 3.855
30 0.222 0.315 0.464 0.890 1.236 2.049 2.592 3.188 3.699
35 0.223 0.316 0.464 0.887 1. 228 2.019 2.541 3.109 3.592
40 . 0.224 0.317 0.465 0.885 1.221 1.997 2 .50 4 3.051 3.514
50 0.225 0.318 O. 466 0.882 1.213 1.966 2.452 2.972 3.408
60 0.226. 0.318 0.466 0.880 1.2D7 1.946 2419 2.921 3.339
70 0.226 0.319 0.466 0.879 1.203 1.931 2.395 2.885 3.291
80 0.227 0.319 O. 467 0.878 f.200 1.921 2.377 2.858 3.255
90 0.227 0.320 0.467 0.877 1.197 1.912 2.364 2 . 8 37 3.228

100 0.227 0.320 o 467 0.876 1.195 1. 906 2.353 2.821 3.206

18= 6'

- - 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 o.990
ml

5 o.252 0347 o.507 1.041 1.583 3.368 5.oá6 7.614 10.46
10 0.275 0.370 0.521 'o .971 1. 363 2.414 3 . 2 28 4..235 5.200
15 O.285 0.380 ..°.528 0.949 1.296 2. 158 2. 775 3.492 4.142
20 0.290 0.385 O.532 0.938 "L263 2. O40 2.572 3.171 3699
25 0.294 0.389 . 0.535 0.931 1.244 1.971 2 .457 2.993 3.457
30 0.296 0.391, 0.536 O.92,7 1,231 1,'927 2,384 2 . 88Q 3.304
35 Q.298 0.393 o.538 0.924 1. 222 1.896 2.332 ,2.802 3.200
40 0.299, 0.394 0.539 0..922 1. 215 1.873' 2.294 2.745 3.124
50 0.301 0.396 o.540 0.919 1. 206 1. 840 2.242 2.667 3.020
60 0.303 0.398 0.541 0.917 1.200 1.819 2.208 2.616 2.953
70 0.304 0.399 0.542, 0.915 1.195 1.804 2.184 2.580 2.906

'é I 80 0.304, Q..399 0.542' 0.914 1.192 1.793 2.166 2.553 2.871
90 O.305 0.400 0.543 0.913 1.189 1. 785 2.152 2.533 2.845

100 O. 305 0.400 0.543 0.913 1.187 1. 778 2.141 2.517 2.823
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