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V kaZdém konkrétnim m&¥feni{ je tfeba zvlddnout fadu problémfi, vEt3inou
specifickych pro danou dlohu. Sprdvnost zjidt&mfch hodnot zdleZ{ predevdim
na potladeni systematickych chyb, zplsobenych m&Fficimi pf{stroji nebo ne-
vhodnym postupem. Jédro tohoto problému vjstihuje jednoduchj pf{kled:
krats{m metrem nams¥ime nesprévné (pr{1i¥ velké) délky. Prdce spojené s
odstran&nim’ moZnych systematickych chyb pfedstavuae obvykle zna&nou ¥dst
némahy vynaloéené na celé m&¥eni.

Pfes obrovskou_rﬂznorodost maj{ m&feni vyrazny spoledny rys. Je Jjim
fakt, %e opakovéni za stejnych podminek neddvd presn® stejné vysledky.
Jednak se uplatfujf néhodné chyby m&¥eni, nebo se také samotné studované
aobjekty projevujl v néhodnych jevech, které se ¥1df pouze pravd¥podobnost-
nimi zdkony (m&feni v mikrosv&t&). Potrebné informace ze souboru naméie-
nych dat, ve kterém jsou patrné néhodné vlivy, ziskévéme vhodnym statis-
tickym zpracovénim.

Popisem néhodnych jevid se zabyvé teorie pravd&podobnosti, zpracovénim
pozorovanych néhodnych v¥sledkd daléi_matematické disciplina - statigtika,
Statistika pouZivéd pojmi a v¥sledkd teorie pravd&podobnosti; v kapitole I
tohoto skripta Jjsou potfebnélzéklady vyloZeny. K pochopent statistickych
metod je tfeba porozumét pravdépoddbnostnimu popisu ndhodnych jevd a zvldéd-
nout pouZit{ néhodnych promdnmych. UZite¥né Je i podrobn&jsi seznémeni s
n&kolika typy &asto pouZivanych rozd¥leni, které je rovnZ% soust¥ed&no do
kapitoly I. 5 ; ' -

Zékladni atat1stlckou ﬂlohou je zjistovén{ hodnot parametri zkoumané-
ho objektu z naméfenych dat. Metody statistického odhadu parametr jsou
obsahem kapitoly II. Velkd pozornost jJje v&novéna pfikladiim; je moZné, Ze
pro Fadu EtendFd by mohly byt prédvé tyto pfiklady vhodnymi "vstupnimi bo-
Ay " do studované problematiky. Vyklad statistickjfch testd hypotéz v kapi-
tole III Je strutny, moénost posoudlt rozhéleni dat pomoci testt dobré sho-
dy by vBak m&la byt povaZovédna za dileZitou.

K dal3fmu. studiu je k dispozici rozséhld 1iteratura, z dostupnych
prameni jaem vybral jen malou &&st. Zachdzen{ s vysledky mZFeni miZe byt
pobidkou k-pfemyéleni'o zdékladech matematiky néhody. Myslim, Ze by bylo
chybou podcenovat elementérn{ dvahy o pravdépodobnosti které najdeme v
n&kolika dobrych populdrnfch knihéch.

Brno, &erven 1983 Josef Humliek
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I. Zdékladni pojmy teorie pravd®podobnosti

1. Pravd&podobnost jevE_J

V soudasné dobd je zndmo n&kolik rdznych zplsobl, jak definovat
kvantitativné pravd&podobnost. Uvedeme t¥i moZnosti, z nichZ kaZdd Jje
svym zpisobem vyhodnéd a jejich srovnéni je uZite&né pro pochopeni probl
md stojicich v cest? zavedeni univerzélni definice.

Klasicksd definice

Pravddpodobnost P(X) urditého jevu X urdujeme pomoci souboru tzv,
elementdrnich udélosti; oznalime Je EyyeeesEp. To jsou navzéjém se vylu
gujfci jevy (nastane-li jeden z nich, nemdZe nastat Zédny jiny), o kte-
rych pfedpoklédéme; Ze Jsou "stejn& pravd&podobné", nebo "stejné moZné"
Pojem stejné pravddpodobnosti pokléddme za zdklaedn{ a nesnafime se ho ¢
finovat. JestliZe se uddlost X d4 vyjédr¥it jako sjednoceni nZkteré m-ti
raznych elementdrnich uddlosti (t.Jj. jakoc jev, p¥i kterém nastane E,
bo E_ nebo ... nebo E se vemi ky,...,k navzdjem riznymi), poloé%me

2 m :
P(X)=m/n. Pro pravd&podobnost elementérnich udédlosti méme tedy P(Ei)=1/

pro v3echna i=1,...,n. Podstatnd &dst klasické definice se dé vyjddrit
néslédujici formuiaci:

polet p¥iznivych pfipadd .

po¥et viech moZnych pfipadd - (1)
Ihned je ov3em t¥eba doplnit, Ze v3echny moZné pripady musf byt stejné
pravddpodobné.Vyhleddn{ mnoZiny elementérnich udélosti je obvykle zalo-

pravdépodobnost =

Zeno na symetrii objektd, které se daného jevu ulastni (hdzeni idedélnt

kostkou, ruleta apod.). Neni-1li polet vZech moZnych p¥ipadd kone&ny, al
zlstévéd moZnost zdlvodnit stejnou pravd&podobnost nékterych podmnoZin
v3ech jevd, lze definici (1) v podstat® zachovat. Namfsto podtu p¥fpadd
je nutné pouZfit vhodnou miru velikosti oblastf, reprezentujfcfch p¥{izni
vé a v3echny moZné pripady (délky, plochy atd). V ufebnicich teorie pra
d&podobnosti se v t&chto ckolnostech pouZivéd terminu geometrlcké pravdé
podobnoatl.

Statistickéd definice

Oznadme pbéet pokusl, ve kterjch je sledovén nghodny jev X, symbo-
lem N. Jestliée v M p¥ipadech jev X nastal (ve zbyly¥ch N-M nenastal), m
Yeme definovat pravd¥podobnost X jako limitu relativni &etnosti W/N p¥i
N jdoucim k nekone&nu:

P(X) = 1im B . aliss = (2)
Naoo

Pravd&podobnosti nemofného a jistého jevu jsou tedy po radé O a 1; Je-1:
X sjednocenfm kone&ného poltu vzdjemn¥ se vyludujicich jevd Al""'ﬁk'
je zrejm® P(X)=P(A )+...+P(Ak) Tato definice vyjadfuje intuitivn& z¥e -
mou souvislost mezi pravd&podobnost{ jevu a jeho Zetnosti p¥i opakova-
nych pokusech. AZkoliv nekone&nou fadu pokust nelze realizovat, predpo-
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klédéme, Ze s rostoucim po¥tem N se relativni Zetnost blf%f k limitn{
(i kdyZ tfeba nezndmé)hodnotd (2).

Modernf definice

Pravd&podobnost je definovéna jako ¢1selnd mira na mnoZin® F vSech
moZnych jevd (ke kaZdému jevu z F je pfirazeno ¥islo P), splnujfci{ né-
sledujfici axiomy: :

(a) P(X)20 pro v3echny jevy XeF,

(b) P(U)=1 pro jisty jev U(t.Jj. pro takovy jev U, ktery nastévd

vZdycky); (3)

(c) P(A1 nebo A, nebo ...) = P(A1)+P(A2)+... pro libovolné vzdjem-

né& se vyludujici jevy Al, yoee :

Vlastnosti pravd&podobnosti z klasické a statistické definice jsou zacho-
vény, chybf jen pfedpis pro konkrétni piirezenf numerickych hodnot prav-
d&podobnost{ jednotlivym jevim. To je p¥irozeny disledek poZadavku, aby
apardt teorie pravdépodobnostl mohl popisovat stejné mnoZiny nghodngch
jevd, které se 1i3{ hodnotemi pravd&podobnost{. Nap¥fklad p¥i hdzeni
idedlnf kostkou je P(1)=...=P(6)=1/6 (1,...,6 znamend vysledek hodu)
odchylka od idedlnfiho stavu vede k tomu, Ze se pravdépodobnosti 1i51 o4
1/6 a jejich hodnoty je tieba zg1stit. Métody teorie pravdépodobnost1
v3ak funguji stejn& v obou p¥fpadech,

: Pokusme se zformulovat hodnoceni uvedenych tfech zpﬁsobﬁ definice
pravd¥podobnosti., Pravdpodobnostni mira zavedené v modernf definici (3)
reprezentuje podstatnou strénku spoleénou néhodnym jevim; je vhodnd pro
logickou vystavbu matematické teorie. Klasicky prfstup (1) prokdZe mnoh-
dy cenné sluiby proto, Ze vyplnuje kostru obecnych poZadavkd hodnotami
pravdépodobnosti. I kdyZ velmi &asto potiebnou mnoZinu stejn& pravd&po-
dobn¥ch elementérnich uddlosti nenajdéme, nemé cenu klasickou definici
odmitnout; tim bychom se ochudili o mnoho podatath&ch'vjaledkﬁ. Statis-
tickou definici (2) povaZujf nZkte¥f auto¥i za jedin& sprévnou. V sou-
vislosti se dv&ma druhymi alternativami se v§ak p¥iklonime k chépéni
vztahu (2) jako prost¥edku k urdeni numerlckjch hodnot pravdépodobnostni
miry z moderni definice. .

Podmin&nd pravdépodobnost

Pravd&podobnost néhodného Jevu A za pfedpokladu Ze nastévéd jev B,
se nazyvé podmin&nou pravdépodobnoati. Znali se symbolem P(A[B) a je de-
finovéna pomoc{ pravd&podobnosti jevu AaB (t.j. gak A tak B soulasn¥)
ndsledujicim vztahem: '

_ P(AaB) = P(B)P(A[B). - : : ' fan - (4)
P(A|B) je definovéna jen tehdy, je-1i P(B)> O. :

Nezdvislost néﬁodnjch Jevihd : : -
Dve néhodné jevy A1,4; se nazgvajl nezévislé, jestliZe
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P(A;ah,) = P(A;)P(A,), neboli P(Al_!.Az) = P(4,), P(A,lA)) = P(4,). (
Pojem nezédvislosti ndhodnych jevil Jje velmi dlleZity a budeme se 8 nim
asto setkdvat, Horejsf definice se v8ak prakticky ke zji3t&n{ nezévig-
losti nepouZivd. Obvykle vyuZijeme empirickfch poznatkd k tomu, abychom

rozhodli o sprdvnosti tvrzeni, Ze dva Jjevy spolu "nijak nesouvisi", a tu
to nazévislost vyjéd¥ime formdlnd vztahem (5).

Jednoduchéd pravidla

Pro pravdépodobnost Ze Jev A nenastane (neboli nastane aev, ktery
ozna&{me bud ne A, nebo A), vychézi

P(A) = 1-P(4A). (6
Pravd&podobnost, Ze nastane alespori jeden ze dvou jevi A,B je
P(A nebo B) = P(A)+P(B)-P(AaB). ' (7

Pokud jev A mus{ nastat époleéné s prédvé jednim z k navzéjem se vyluduji-
cich jevd Byy.-eyBy, to Jest A je Jev (AaBl)nebo(AaBz)nebo...nebo(AaBk),
dostaneme s pomoci (3) a (4) tzv. vzorec pro dplnou pravdépodobnoat

P(a) = ZP(A&B ) = iP(Bi')P(AlE‘,i), : (8
: : i=1 5 ' ' '
Bayestv teorém

Z definice podm{n¥né pravd&podobnosti (4) plyne rovnost
: e : P(AIB)P(B)
P(AaB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A), neboli P(B|A) R
To je tzv. Bayes&v teorém, Je-1i aev B jednim ze vzéaemné se vyluéuai- _

cich Jevﬁ B; ze vztahu (8), vychézl odtud Bayesiv vzorec ve tvaru
: P(AIB )P(B )

i P(B; )P(AIB )

Smysl posledniho vztahu Je nésleduaici° pfedpoklédeame, Ze umime naait
pravd&podobnosti P(Bl),...,P(Bk) a P(A]Ei),...,P(AIBk) pro néhodny jev -
A, ktery nastédvd spolu 8 pravé Jjednim Jevem Bl""’Bk Budeme-li ze viech
vysledkd pokusd vybirat jen ty, ve kterych udélost A nastala, dévé Baye-
siv teorém (10) hodnoty pravd&podobnosti P(B;|A), které se obecnd 1i34

P(B; |A) = . e o

‘od vychozich pravd&podobnosti P(B ) néhodnjch aevﬁ B. sledovanfch bez

doplnujfict podminky.

2. Nédhodné prom&nné

Studium néhodnjch Jevli lze prevést beze zbytku do reli Eisel pro-

- stfednictvim néhodné promé&nné. To je prom&énné velidina, jejiZ hodnoty

reprezentuj{ vSechny moZné vysledky pokudu s néhodnjml jevy;- pravdépo-
dobnosti jednotlivjch vysledkl jsou tak pflfezeny odpovidajicim hodnotém
néhodné prom&nné. Bejrizndj3i ndhodné Jjevy, jejichZ struktura je z hle-
diska uplatndnf{ pravdSpodobnostnich zékond stejnd, Jsou popisovény
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jedinou ndéhodnou promé&nnou, Pro zkoumdni néheodnych prom¥nnych méme k dis-
pozici rozvinuty apardt matematické analyzy.

Je-1li mnoZina hodnot ndhodné promé&nné 7 spoletné (lzgeindexdvat pPi-
rozenymi &{sly, napfiklad y,, yy+.), nazyvéme v diskrétni néhodnou pro-
m&nnou & soubor pravddpodobnosti Pn(yl), Pz(yzl,... diskrétn{ funkc{ roz-
déleni. Vyhodné je pouZit{ spojitych ndhodnych prom&nnych, které mohou
nabyvat libovolnych redlnych hodnot ze spojitych intervalldl. Potom neni
moZné priradit dané hodnoté& nenulovou pravdépodobnost, protoZe pravd&po-

dobnost spojenéd s intervalem hodnot by byla nekonednd. Pfirozenym feSenim
tohoto problému je zavedeni hustoty pravdépodobnostl, zadané hodnrnot& x
spojité néhodné promé&nné f pPiradime hustotu

g ) ol PlECFEF AT (1)

AX->0 _ AX

 Pravd&podobnost, Ee'hodnoty f jeou z intervalu {x, = +Ax) Jje tedy pro

dostateind maléd Ax Ymdrnd délce intervelu = koeficientem Um&rnosti je hu-
stota f§ (x), neboli “pravd&podobnost na jednotkovou délku intervalu".

‘ProtoZe hustota Jje obecné& funkcl x, dostaneme pravdépodobnost pro-konel-

ny lnterval.(xi, X, ) 1ntegraci'
Xz E: 4
P(x;4 §<x21 § £ oex. _ _ (2)
xl . e
S pouZitim Dlracovy § - funkce miZeme rozdf¥it zadéni hustoty tak, Ze
v sobd zahrnuje vlastnosti diskrétnf i.spojité nghodné proménné, Nep¥fklzd
funkce :

£e(z) = Py 8(z-z) + Py 8 (z-2,) + (1-Py=P,) Fexp (_-) _ (3)

je hustotou néhodné proménné ¢, kters nabjvéd hodnot z,, z, s pravd&podob-
nostmi Pl’ P2 a libovolnych redlmych hodnot riiznych Od.zl, Z, 8 hustotou
danou t¥etim &lenem na pravé stirand vzorce (3). Aby byl splnén poéadaves
pravdépodobnostl alstého jeva (viz (1.3)), mus{ platit

%P.Z(yi) =1, Sf} (x) ax = ; - (4)
pro libovolnou ndéhodnou proménnou p (diskrétni) a g»(spojitou, vné inter-

vald moZnych hodnot poloZime hustotu rovnou nule). Z této normovaci pod-
minky vychdz{ faktor u exponenciéln{ funkce ve vztahu (3).

Funkce ndhodné proménné .

Je-1i ? néhodnéd prom&nné s hustotou f} (x) 2 h(x) zadend funkce s
hodnotaml ¥ = h(x), miZeme pfenést pravdépodobnostni miru z intervald
hodnot x do intervall hodnot y, které Jsou pak hodnotami nové néhodné pro-
m&nné (oznaéme Ji Q). Je-1i transformace J:E h{x) vzéjermé _Jjednoznalnd,
pfechézi interval {x, x+dx) v {y, y+dy) pro infiniteziméln{ dx; pfitom Jje

= lh(x)ldx. Pro- hustotu g?-(y) tedy s pomoci definice (1) dostaneme
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- i
gz(y) dy = ff(x) dx , a odtud

fe(x) s Ts [h'l(yJ] s
v’ (0| jr'[a )

H(x) zna&f derivaci & h™ (y) funkci inverzni: x=h'1(y), kterd podle pFed-
pokladu a jednozna&nosti transformace y=h(x) existuje. V opa&ném pripadd

se n&kolik intervald (x, x+dx) transformuje do intervalu (y, y+dy) =
pravd&podobnosti je t¥eba selfst pfes v3echny takové intervaly I:

Saz(ff) = me—- . ; (6e)
T |n(x)l
Vypolteme napi{klad hustotu pro y=x2; v tomto pfipad® je x=\Jy pro x>0

a x= -y pro x< 0. 0dtud dostaneme

fg(-r\f_) + £¢ (V)
il e

@-.z(y) = (5)

S?(y) = pro y> O, = ' N

Distrlbuéni funkce

K ﬁplnému zadénf néhodné prom¥nné § se vedle diskrétni funkce rozdi-
len{ P}(x ) nebo hustoty pravd&podobnosti Ty £x) vyborn& hodi distribuin{
funkce Fg(x) reélného argumentu x€(-00,09), definmovend vztshen

F}(_x) = P(fac. x) ' . = (8)
pro diskrétni i spojité '}, Souvislost s hustotou spojité néhodné promZnné
je podle (2) x;ésledujici:

1
\

re 0 = {eg(ura, fg‘(x_) = AF(x) (9)
-00 : dx

Druhé z hofejéich.formuli platf jen tehdy, existuje-1i v bod& x derivace.
Funkce Fj’(x_) mé podle definice (8) skok velikosti P(x;) v kaZdém bod& x;,
pro ktery Jje pravd&podobnost P(x;) nenulové. Distribufni funkce je nekle-
sajicf, podle vztahu (4) jsou Jjej{ krajn{ funk&n{ hodnoty O a 1. Diskrét-
n{ funkei rozd&leni, hustot& nebo distribudn{ funkei se stru®nd ¥{ké roz-
d¥lenf néhodné proménné.

Vicerozmdrné néhodné promémné

N¥které néhodné jevy je t¥eba popisovat nZkolika refilnymi &f{sly.
Usporédané n-tice redlnych &fsel (x;,...,%,), které je pFfirazena pravdd-
podobnostn{ mira, tvof{ hodnotu n-rozm&rné néhodné prom®mnné. Castoc se po-

" u¥f{vé také nézvl néhodng vektor nebo soustava ndhodnych promé&nmych,

Diskrétn{ ndhodny vektor Je uren pravd¥podobnostmi P(xl,...,xn) toho,
Ze ';jednotliv’é sloZky nabudou diskrétnfich hodnot X;;sXjoseecsX qoX n900e ¢
Hodnotém (Xypeee9x,) gpojitého nédhodného vektoru § (podtrZenim symbolu
zddraznujeme, %e jde o veliZinu s n¥kolike ls:omponentami ?1,.“,&1) Je pri-

fazena hustota pravdépodobnosti :
f_g_'(-xl“ pesesX ) = lim e P(xffa+lx) o ... = "iaé‘fn<xn""bxn)‘
7 ﬁxl',o pe ey ﬂ.:&l"b (6] &xlo .‘.Axrl I (10)
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DistribuZnf{ funkce je definovéna zobecn&nim vztahu (8):

F;-(xl,...,xn) =P(f1<x; 2 ...n8 falx,)e ‘ (11)
Souvislost hustoty a distribu®ni funkce je analogif{ prvni z formuli (9):
o X .
Fg(xyseen ) =..§§ ~§0 £ (tpeensty) aty ool At = ¥ (17)

Pravd&podobnost nalezenf funk&nich hodnot v zadané oblasti S2 je
P(_geQ_) = SQ_S {L(tl,...,tn) d@l at .- : g1 (13)

Margindlni a podmin&né rozd&leni

Projekce funkcf charakterizujfcich rozd&len{ pravdé&podobnost{ néhod-
ného vektoru do "smird" jeho komponent jsou oznafovény jeko margindlnt
rozd&€leni, Napifklad

) oo

f.h(xl) = S...o S f_?_.(xl’t2’..-.’tn) d£2 a0 e dtn’
-0 -00
Frl(xl) = F_r_(xl’ ,ooc,co) ; ; | : ._ - (14)

Jsou margindlnf hustotou a marginéln{ distribudnf’ funkci proménné §1
Tyto funkce urfuji pravd&podobnosti intervalﬁ proménné fl bez ohledu na
hodnoty zbylych komponentéi

Rezy rozd¥lovacich funkef (jedna nebo n&kolik komponent zadény pev-

ng) se nazyvajfl podminéné rozd&leni. Nap¥iklad z hustoty (10)_dostaneme

hustotu pravd¥podobnosti komponent . §,,..., ?n za piedpokladu, Ze fi na-
bfvé pevné hodnoty x{O), vhodnym.normovénim- ;

£ ¢ (x{° SR ) _ s
(°?= 31 ,12(0} da- ’ (15)
f}l (x> %) : ;

ffZ""'?n (xz,...,xh\ &1

kde fg, Je marginélni hustota (14). Normovaci faktor vychézi primo z de-
finice podmin&né pravdspodobnosti (1.4).

Nezév1alost ndhodnych promé&€nnych

é-li néhodny vektor_i,s komponentami fl,...,j dlstribuﬁni fUnkc1’.
které ae souﬁlnem marglnélnich distribuénich funked,

ozna&ujeme nébodné proménné fl""’? aake nezévialéc Smysl tohoto poame—

‘novén{ je stejny jakc v p¥ipad¥ nezév;gloati néhodnych jevid (§1, vzorec

(1.5)) - pravdspodobnosti nebo hustoty jedné z proménnych nezéle%f viibec

.ne ostatnfch. Hodnoty podminZnych pravd¥podobnosti nebo hustot (jeko nap¥,
‘ve vztahu (15)) jsou tytéZ jeko bez podminek, co% se dé stru¥n¥ vyaédfzt
formulf (16),

V§sledky m&fen{ - hodnoty néhodnych promEnmych
MErenim ziskévéme ve velkd v&t&ing pripadd soubory &fsel. Néhodné
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vlivy plsobici{ v procesu m&Feni vedou k tomu, -Ze je vice moZnfch vjaledkﬁ.

O tom se miZeme presv&dEit pouze opakovénim celého m&feni v nezmZn&ngch
podﬁinkéch. Zkudenost néds uli, Ze se relativni &etnosti moZnych vysledkd
8 rostoucim poltem opakovéni bliZ{ k pevnym hodnotém » pravddpodobnostem.
V opadném pripad® usuzujeme na zmdnu podminek m&¥eni. '

Nam&Fend Efsla Jsou hodnotami néhodnych prom&nnych. Cilem je oviem
zji&t&ni vlastnost{ m&Feného objektu, které jsou reprezentovény ‘pevnymi

hodhotami parametrdi. Tyto parametry, spolu s néhodnymi vlivy, formujf né?i

hodné prom&nné popisujici vysledky m¥feni, Vhodnym zpracovénim dat se
snafime’ potlafit vliv néhody a "urdit", nebo 1lépe "odhadnout"”, hledané -
parametry, Statisticky termfn odhad je lep3f, protoZe hodnoty parametrd

vypo¥tené z nem¥fenych dat tvor{ op¥t ndhodné prom¥iné a jejich souvie-
lost se skutelnymi parametry miZeme vyaédflt pouze pomoci poamu pravdépo-_

dobnostl.

Na zdvér ukééeme vysledky dvou typickych méfani
'Pfiklad m&feni &asového intervalu

20 méfeni byl vybrén Zasovy intefval znémé délky - totlﬁ doba, za. o

kterou probéhne vtefinﬂvé ru¥i&ka hodin dva vtefrimové dilky cifernfku,
Pri prﬁchodu rudky vychozi znalkou byly "run&" .spultiny, a po prib&hu.

dvou dflkd Opét ru¥nd zastaveny, digitéln{ hodlny, které poéitaly inter—
valy délky asi 0.58 ms (milisekundy). Podet tikd dlgltélnich hodin byl ;

- T T T : e =l
tls) [ L o
226 - ° 1 - : & -
.. ) L] " j " 4 "’-. : "‘ .- .
_2.93 B = % ‘." : 40-.. “' - *: ." _... : '."'-.
1.88 |- : e it S i
1. 68 Pi : .I " s ; :
B 58 188 = 1508 s 280

éislo mérent

5 dbr, 1. Vysledky opakovaného m&¥eni &asu.
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gzaregistrovén a m&Feni opakovédno celkem 200-krét. Vynechéme diskusi o moZ-
nych systematickych chybdch, které'by mohla byt velmi obséhlé i v tomto
jednoduchém pfipadd. Vysledky jednotlivych m&¥en{ se ovem 1i3{ od sprév-
né hodnoty toﬂza, predev3im proto, Ze se mdlokdy podai{ spustit a zasta-
vit hodiny p¥i prichodu ru¥ky presn nad znafkou ciferniku. Soubor vysled=-
k& Jje gréficky zndzornén v obr., 1l. Registrovﬁné ddaje Jjsou hodnotami dis-
xrétni néhodné prom&nné (popze celod{selné ndsobky délky tiku digitdlnich
hodin. V § 11 se k tomuto pffkladu vrdtime a uvidfme, Ze toto diskrétnt
rozdslenf miZfe byt velmi dobfe aproximovéno jednim znémym rozd&lenim spo~
jitym; ukdZeme, jak je t¥eba ziskané data zpracovat a jak interpretovat
vyeledky. .
Hrubou piedstavu o hustoté pravdépodobnost1 pifisludné néhodné prom&nné
poskytuje hiatogram na obr. 2. Vys3kou sloupcld Jsou tam zndzornény polty
nem&Fenych hodnot ve dvaceti stejn® dlouhych intervalech mezi nejv&t3im
& nejmen3im ddajem. Cetnosti v jednotlivych sloupcich histogramu jsou né-
hodné veliiny, proto dochdzf k vyraznym odchylkém od p¥edpoklédaného

'plavného prib&hu hustoty pravd&podobnosti.

V tomto m&Fen{ se uplatiujf néhodné vlivy prost¥ednictvim nekontro-
lovatelnjch lidskych reakci, Zrejm& by nebylo pfilié obtiZné epouﬁténi
a zastavovdn{ hodin zautomatizovat a tim m&Fen{ zpFfesnit. Pro nédsledujicd
priklad bylo zvoleno m&Feni, do jehoZ pribdhu &lov&k nezasahuje.

P¥{klad m&¥eni propustnosti spektrometrem

Propustnost (podfl intenzit pro3lého a dopadajiciho.a?étia) zkouma-
ného vzorku se m&¥{ spektrometrem. Ze sv&tla vychézejfcfho ze zdroje se
vybiré urfité pésmo vlnovych délek. Svitelny paprsek je rozd¥len na dvé
%4sti, z nichZ jedna prochéz{ vzorkem a druhd jde mimo n¥j. Obs &&sti jsou
registrovédny detektorem, kterj prevéd{ intenzity na elektrické nap&ti,

V elektrickych obvodech jsou tyto signély zpracovény tak, Ze ddajem na
vystupu je propustnost vzorku. 8innost modernich spektrometrd je ¥{zena
potftefem a m&¥eni, vEetn& zdpisu vysledkﬁ, miZe probihat zcela asutomatic~
ky. Presto jsou vysledky op&t zatiZeny néhodnymi chybami.

Pro na3i ukézku jeme vybrali date poffzend ne kvalitnim infralerve-
ném - spektrometru, na kterém byle pevn¥ nestavena vinové délka sv&tle a po-
g{ta¥ registroval v konatantnich Zasovych intervalech vystupni signél., Ti-
sic zapsanych hodnot Je znézorn&no v. obr. 3 ve form& histogramu. Aby vy~
nikl diskrétn{ charaskter vjsledkﬁ, zachovali jsme: signél ve tvaru celfch
gigel - tak, Jjak vychézi z analogové- dlgltélniho prevodniku v pfistroji.
Propustnopt dostaneme nésobenim tohoto Udaje konstantou, danou nastavenim
aparatury; nesprdvné nastaveni vede k systematickim chybém., Kolfiséni asig-
nédlu, oznaefované jako Sum, Je zplsobeno ﬁfedevéim-néhodnymi procesy ve
zdroji svitle a v detektoru. V dobrém p¥istroji Jsou tyto prvky vybrény
tak, aby poméf signél/5um byl co nejvdtdi. ZlepSeni dosaZitelné s pfija-
telnou némshou obvykle nenf moZné. Névod k optimélnimu zpracovéni dat,
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Obr. 3. Histogrem vysledkd 1000x opakovaného méfeni na infralerveném
spektrometru.
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kterd jsou k dispozici, poskytuji statistické metody. Analyzou rozd&lent
ndhodné veliliny z tohoto pffkladu se budeme zabyvat v §§ 20 a 21; ukéZe-
me, Ze je stejného typu jako v hofejdim p¥{klad® ru¥niho m&¥eni &asu.

3. Vliastnosti nédhodnych promé&nnych

Néhodnd prom¥nnéd Je tpln® zadand svoji distribuini funkci{, pF{padni
hustotou nebo diskrétni funkci rozd¥leni, Velmi uZiteZnd jsou ndsledujicf
&{selné hodnoty, které vystihujf nékteré podstatné vlastnosti rozdéleni
pravdépodobnosti. :

Stfedn{ hodnota

‘néhodné veliéiny p (diskrétni, rozdéleni P(y;)) = j (Spoalté, 8 husto-
tou fj(x)) je definovéna vztehem L -

. E(yp = ZyiP(yl E(f) = S xf(x)dx , . o5 51
JestliZe tyto vjrazy exlatu;i Pro zadané funkce 3(2) h(f) Jjsou stfedni
hodnoty L s v :
' E[g(.z)] .}:.g(yi) P(yi),- z[mg)] Sn(x)f(x)ax. 23 @

Je tfeba si uvédomlt, Ye st¥ednt hodnota neni funkci hodnot néhodné pro-‘-
' m¥nné; symbolem E (§) ijadfuaeme, Ye jde o stfednf hodnotu prom&nné | 2
Je to lineérni{ funkciondl, z definice (2) vychézi . S

E adltj) + bd, j.)] = an[dl(f)] + bE[da(g)] EL.55 L0}
pro libovoln& éisla a,b, Stfedni hodnoia charakterizuje polohu rozd&leni.
Ozﬁaéuje se n&kdy také- jako matematické oéekévéni, expektance, stfed roz-
d%ieni. Pro n&kterdé rozd&leni toto gislo neexistuje, nap¥. pro tzv. Cau-
chyova hustotu f(x} -Eﬂ71+x2)] = (71z §9) neni 1ntegré1 (1} deflnovén.

Disperze : 3
Je stfedni hodnota kvadrétﬁ oﬁchylek od stfedni hodnoty néhodné ve-
li¢iny:
n(;z)" = E{[y—E(z)] ?} = _Z [yi.-E(Q)]_z' P(ivi), |
n(ga = E{[x-mj)] 2] = S[x B¢ £xax; & (4

pokué existuae, charakterizuae $1¥ku rozd¥leni{. Velmi &asto se pro ni u¥f-
vé aymbolu*s ’ hodnoté G'se pak fiké atfedni kvadratlcké odchylka.

Hed1én a. moda

gsou daléimi charakteristlkami polohy rozdéleni. Medién x1/2 Je ta-
kové hodnota néhodné proménné f dlstrlbg‘ni funkei F(x), pro kterou
‘Jinymi elovy, pravdépodobnoati Ye § nabude hodnot pod a nad medzénem jsou
ste;né & rovnaji se Jjedné poloviné. Pro symetrické rozdéleni je medlén :

€



Sap=

- roven st¥edn{ hodnot&, Moda X Je hodnotou, pro kterou mé hustota ﬁax1mum
f(xm) nebo nastévé maximum pmvdépodobnosti P(x ) v pripad® diskrétnfho
rozd&lent, .

Momenty l
Momentem ¥&du k néhodné veli&iny f vzhledem k Eisln ¢ se nazyvé

st¥edni hodnota ‘E [(f—c) _] Momenty vzhledem k podétku (c-O) byvajl ozna- I
govény jako algebraické- = _

Yy = E(§9, | ' | e e 'I
momenty vzhledem ke stfedni hodnot& (c = E(f)j'jaou béntréini: — .

= e{[f - =p1<}. - Powan

Stfedni hodnota Je tedy prvnim algebraickfm momentem (?1) .dlsperze dru- I
hym : centrélnim momentem (ﬂ%) '

Aaymetrle a exces

i Asymetr:.e g’l :1e definovédna jako

Yr\f‘f‘a/ ) = 45 /2" e e et
Prév symetrlcké rozd&leni je (u3 a tedy i asymetr:n.e nulové. Pro nesymetri.c—
ké rozdéleni Je 3"1 vhodnou mirou odchylky od aymetr:.e. Exces :

 foe Ll e e '-‘9)_'!
je zvolen taek, aby pro normélnf rozdslent (§4) byl nulovy Umoénuae rych- [
lé posouzeni 0dliZnosti zadaného rozddleni od norm&lnfho (Je mirou "Spi-
Eatostl" ...X‘2>0 mé rozd&leni oati’-eaéi X‘zco rozdéleni ploéﬁ:l’. neé nor-

'm&1nf se stejnou disperzi). A v e = i |
Momenty nédhodného vektoru = Soval e Ao ool '

Poimy sti‘-edni hodnoty a- momentﬁ zavedené ve vztazich 1), (2) (6) a
‘(7), se dajf snadno zobecnit pro vicerozm&rnou néhodnou prom&nnou. . Kvﬁli
aednoduchostl zéplsu se omezime na pfipad ndhodného vektoru‘g_se dvéma I
komponentaml (&1, i2 kter§ nabyvé: hodnot (xl xé) 8 hustotou £ (xl xa). _i

St¥ednt hodn_ota funkce h (jl,fz) je def:l.novéna formul:i_ anal_og_:.c.‘:_:ou k (2):
00 ' : T

E[ﬁ(fl,f2)] SS h(xl,xz)f(xlgx )dxldxz; | : -:"j ‘. o ;(105

Zvolime—li za funkci h mocniny ?1 8 ?2’ dostaneme z posledniho vztahu mo- -
menty vektoru j_. VypiZeme explicitng neadﬁﬁ.eﬁztégéi z nich, Dvoa:.ce prv-
ndch algebrai.ck:}ch momentd :

€O, : e
-E(fl) =_-8le f(xl,xz) dxldx”, E(fz) = Sg'x r(zl,x2) dx,dx, (11)
byvé znafena jako stfed rozddleni vektoruji Déle Jsou to druhé centrélni
momenty :
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_ n(g ) =62 = E{[fl-E(fl)] & ncgz E{[ -E(fz)] il
coZ Jsou disperze kqmponent fl' 52 (diaperze margxnélnich rozdé&leni ze
vzteht (2.14)). Konedn&, smfZeny druhy centréln{ moment

D(fy, o) = E{ff -E(fl)][jz-ﬁtfz)]} = (§,§,) - E(fl)E(fg_') (13)

" se zna&{ také jako kovariace §; a E 2 nebo korele&n{i moment, Viimneme i,
‘Ze z definicf (12) a (13) wychdz{ 6] = D(§;,§;).

Korelaﬁni koef1cient

Koeficlent korelace g(il,f ) mezi fl a fz je definovén vztahem

ﬁ(h'fz.’ = D(§;,%,)/ D(fl)D‘(fz')_ =_n(_h, F /(636505 i (14)
snadno se dvéfi ¥e miZe nabyvat pouze hodﬁot z intervalu {-1,1). Jsou-1i
fl’ fz nezévislé (viz §2), je E(f fz) = E(leﬂﬁﬂ a podle (13) wyjde
D(fl’f2 = 0, tedy i Q(fy,$,) = 0. Je-1i korelan{ koeficient nenulovy,
nemohou byt p¥{sludné néhodné proménné nezévislé. Obrécené tvrzeni viak
neplat{: existujf zévislé néhodné promépné_ které maj{ nulovy korela&ni

koeficient. Je-1i ¢(§,,%,) = O, fikéme,'iekfl a'jz jsou nekorelované, co%

je slab3{ vlastnost neZ nezédvislost, PFesto je koreladni koeficient uZi-
teinou charakteristikou; podrobn&ji prozkouméme -jeho vyznam v pfipadé
normélng& rozdéleného néhodného vektoru v § 6. :

Matice druhych momentd a xoreladnich koeficientﬁ

Je-1i poet n komponent néhodného vektoru § v&t3{ ne? 2, miZeme de-

-finovat smiSeny druhy centrélni moment a koreladni koeficlent pro“kazaou'.-

dvojici }i’ f; z pfisludného dvojrozmérného marginélniho rozdélen{ (roz-
déleni_g_lntegrované pFes wdechny sloZky krom& i-té a j-té). Gtvercovou
maticl 8 prvky. : cad 1z
D(gl’ &3 i3> 1!'0"n A : 2o _ (15)
nazyvéme metici druhych momentd, kovarian&ni nebo dleperzni matici n&kdy
také matici chyb. V diagondle Jsou dlaperze aednotlivych komponent:

Dy 52’ matice Je symetrickd (Dij = D 1) Ctvercové matlce sestaveué

Z koreleénich koeficlentﬁ

?ia ?‘fpf‘;. Du”'j’lﬂ 15005 : e 2£16)
se oznaéuae ~Jjako koreleéni matice. Je op&t symetrlcké v diagonédle Jsou
jedni¥ky (korele&ni koeficient kaZdé komponenty se sebou samou Je roven
jedné). UZitednymi Eisly jsou tzv. globdélni korelalni koeficienty @3 pro.
ks¥dou komponentu j o Jsuu to maximélnf hodnoty korelainfho koeficientu

;?(fl,b) kdy% y probfhé vZechny moZné linedrni kombinece viech komponent
evektoru_i krom& i-té. [} tedy uddvéd miru korelace f se souborem zbylych
;xomponent. Predpoklédejme, Ze ke kovariaini matici (15) existuje matice
_;inverzni, ;eai i-ty diagonélni prvek oznaéime (D™ }iia Pro globdlnf
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korelaXni koeficient vyjde jednoduché& formule

=( E [Di'i {D'l)ii]-l : : ' e O

JestliZe je kovaria¥ni matice singuldrni (neexistuje matice inverzni), jé
alespon jedna ze sloZek §. n&jakou linedrni kombinaci ostatnich, tedy -

pln& korelovand s toutc lineérni kombinaci'(€i= 1).

Linedrn{ funkce nghodnych proménnych"

Lineérn{ kombinace alfl+...fanfn}néhodnich‘pr§g§nhych fl;""fn

(8y5---22) jsou &igla) tvoii néhodnou-prpménnou,'pro ni% snadno najdeme
gtfedni hodnotu a disperzi: :

i=1

E(iaifi’ =3 By, e s’
i=1 _ s '

- 6 -~
D(Zgifi};z_ ‘T___aiajb(fi,?n) Za‘ nchm}: ?a 4230(f g ). (iew)

Podobn¥ pro smiSeny druh§ centrélni moment dvau lineérnich komblnaci -

: ade Vyaédfeni

o g imt - Saeptge v

i=1 i=1 J=1

Disperze jsou kvadratickou formou koef;cientﬁ rgsxladu ai. Pokud Jsou f

vzdjemn& nekoreluvané e 3.?i3=0 pro vﬁeehna i%j), zﬁstane % (18b) Jen .
prvni élen na pravé stirand:

&

'nczaigg=za§bc§i). 5 Sk s - (191

iel

Nhlezeni hustoty lineérni kcmbinaee g huatoty £ (xi,...,x ) Je :
trochu slo#it¥js{. Elementérn{ dvahou nebe vyuZitim vstahu (2.5) zjist{~ -
me, Ze hustota konstantniho ndacbku a?_nﬁhodné proménnélfje.néaobkem hus-
toty fjl (x):.

Sag
: Cely problém 8e tady redukuje v podatat& nae ur&eni hustoty aau&tu dvou -
;proménnych.?sfl fz. Distribuéni funkoe g Je - :

o y”_x

FE(y)- SS rfl'fzcxl'xz’d“iaxé dez S tflgfatxlii 3dxl (21)

“‘1"'“2"
Jsou-li ?1’ §» nezdvislé, je ffl'f2(xl'x2) ffl(xl)ffZ(x : subatituci v

i(21) doateaneme

g.fax) -—Lfitx) =-=-f‘j.(a’°). = - - o it (20)_

M e NN e M EE s e e




oQ e Y. . o : k
Fz(y):gdxz fffztxz)ffl(t-xzma Sat[sffztxz)rh(;-szaxz]. (22)

Podle vztahu (2.9) je tedy hustota souétu dvou nezévielych néhodnjch pro-
mEnnych déna konvoluci : .

fz(_y)‘—fgffz(u)ffl(y-u)du.. = Ridiiateallatiae @

Podfl nezdévislych néhodnfch promﬁnnych

Predpoklédejme, ¥e fl' fz jsou nezévislé a maji hustoty rfl(xl)
ffz(xa) resp. distribun{ funkce FTI(xl) Ffz(xé)‘ Hustotu podilu =fi/j2
najdeme pomoci dxstribuéni funkce

(y)-— ﬂ £ l(xl)sz(la)dxldxz=jdxzs ffl(xl)ffztxé)_dxf_

o "2" A P A
o ©° . on : . : :
de jffl(x )ffz(xz)dxl SFfl(yxz)ffz(xz)dx2+g[1-rjl(yxz)ffz(xz)dxz - (24)
: Y¥X —RRENE -
Podle vztehu (2.9) dostaneme hledannu huetctu derivovénimo '
0 e v :
2(y) 'E? Fz(y) szf 1(yxé)r}2(xé)dx; szi}l(yxz)ffztxz)dx - .  - Fzé}

'Pflbliiné formule pro stfedni hodnotu a diaperzi nelineérni funkce p

- Stiednt hodnogg & disperzi fnnkce h(fl,...,f ) néhodnjch promtangch
mi%eme aproximovat jednoduchymi vztshy za predpokladu, Ze. je prﬁbéh h
v okolfl st¥ednich hodnot. E{jl),...,z( fn) téméf lineém:[ \ TaylorovE

rozvoji.

Blfyeees )h[E(}I ,...,E(fn)] Z[fi'E‘fi]T

zachovéme pouze uvedenéd dva Eleny, symbol E u derzvaci znamané Ze jde o
-~ hodnoty v bod¥& E(}l),...,E(f ). Stfedni hodnota druhého élenu v (26) Jje

nulovg, proto

tooe -',‘ : (26)

{_h(jl,...,,}n] ~ n[E(f..),...,E(fn)] - I' ; : s (_2'?}'

Pro disperzi funkce h dostévéme <
D[h(h, i fn)]= E{[h'—-E(h)] 2};;1:{i= [fi-E( flfj l ~E( fa AE-} %

I}t *ZZ—% h \ D5, fpe - . (28)



MEOT L=

To je semozfejm& vzteh (18b), jen na mistd koéficientu a; atoj{ derivace
ah/afi. V rozvoji (26) jeme zachovali linedrnf kombinaci f a aditivnf
konstenty, které disperzi neovlivni. Upln& stejné odvodime smifeny druhy
moment dvou funkef h(fj,...,f ) & g(fl,...,fn).

D(h, g)-E{[h-E(h)] [e-EC g?]} Z Z

_'6_8-\ D(fi_,fj).. >

Kvalita aproxlmaci (27)- (29) zéle?{ na tom, Jjak dobré je 11neérni
pfibliZen{ funk&nicli prib&hl pomoci dvou Elem'l Taylorova rozvoje v t.akdvé
oblasti argumentd, které podstatn& pPispivé k disperzi. Velikost této
oblasti zéle¥f na tom, jak 3iroké jsou rozd&leni prom¥nnych gl""’fn
tedy hlavn& na jejich disperzich. Aproximace se v zédsadd zlepﬁuai pi’~i
zmenéovéni drithfch momentd IJ(‘E:L fa). - . x

Jsou~1i f nekorelované dostaneme z (28) a (29} 3ednodu§§:[ vztahy

D(h)& _i, . D(h,8)= :
F T (3? ' Z afi

= 35? ile

. Prvni z relaci (30), pi‘epaane pro stfednt k:vadratické odehylky 6' qD(h), '-
! i D(f;), se Fikd také (Gaussiv) zékon pro pFenos chyb: v P e

2 oh
_G’h \/(a'}ll ) 5 +...f(§-—-

D(’fi')_. (30)

n

|
|
-+
]
N
|
|
2

Charakte rlstlcké funkce

Fourierova transfomace hustoty nebo diskrétnf f‘unkce rozdélem‘. se
nazyvé charakter:.st:l.ckou funkcd néhodné proménné. Je to komplexni ftmkee

- redlné proménné L
)

7}(t)=E exp(it?)] =_§aezp(itx.)f_f‘(x)dx. : el ;- -‘ (32)
pro spojitou p\*oménnouf 8 hustotou f_f (x). Charekteriatické Mkce dplné
popisuje néhodné promémué hustota Je déna obrécenou transformaci

£g= —-——SXf(t)exp(—ixt)dt. A L e '(33)
Jsou-1i a, b konetanty, plati _ . . ; |

Xagot sfom[itafer]}emiimtpenr. e

Pro-nezdvislé fl’ ?2 dostaneme charakteristickou funkei souftu fl fz jako J

: souéin

'X? +f2(t)-—E{exp 1t(f1 )]} -—E[exp(itfl)] [exp(itf }é?(h(t-)“xf?(t'}.'. (35}).

|



T

To Jje aeden z divodd velké uﬁiteénost:. charakteristické funkce (namiato

konvoluce hustot (23) méme jednoduchy sou¥in charakterist:.ckjch funkef).

Znalost Xg(t) je uZitednd i pro nalezen{ momentd (6) ze zépisu exponenty
pomoci mocninné rady:

ug i Zw m)‘k. x Zoo (-.t)"Ic e
Xf(t)-E[ Z J L Efg ) = Vi £5 7 s (36)
k=0 k"o E T k=0 ; ' :

Komenty ?k jsou, aZ na faktor ik/k!, rovny koeficientﬁm u élenﬁ t Vv roz-

klagu X(t) v _mocm.nnou fadu,

4, Normélni rozd&lend{

Spojité néhodné proménné které naijé 11bovolnj'ch reélnjch hodnot x .
a hustotou pravdépodobnostl _ _ : ShE ey
G 262 T - : (1)
mé tzv, normélni, nebo Gauasovo—Laplaceovo rozdéleni Kvﬁli struénoat:.
vyJjadfovéni pfestaneme v daldim textu odliSovat oznaleni pro néhodnou pro-.,

m&nnou a Jeji hodnoty, pouzivané d&sledné v§§2a 3, budeme napf'iklad i‘-ﬁ-—
kat, Ze (1) Je hust.otou prom&nné x. : = :

. f(x)

Rozd&lenf (1) je zadéno dvéma reélnymi parametry i guf mﬁﬁe byt 1i-
bovolné, G' mus{ byt kladné. ftae ati"edni hodnot.a,G ati‘edni kvadratické od-"
chylka (G' dl&perze)" e :

E(x)= M, D(x)=6%, picalat dnet i WHEE R0, W (2)3
Normélni rozd&leni je aymetrlcké vzhlédem ke sti‘-ed.ni hodnoté f&, které je
zéroven medlénem i ;]edmou modou. Charakter:.stlcké funkce'

Xerwomptuns = Kool iy TR BRI i (3)
Centrélni momenty (3.7) 1ichého Fddu aaou nulové, pro. eudj i‘éd vychézi

S (201 Lok
k(lac)!

Asymetrie (3.8) i exces (3 9) jsou nulové: J1= 50

2k

Erdi g el ot e | (4)

 Pro hustotu (1) ae uiivd znagent H(ﬁ,ﬁz) ueai charakteristickj "Zvo-
'novy" prib&h je pro t¥i rdzné dlsperze 6° nakreslen v obr. 4. Diatr:.buéni

ﬁmkce Je - :
F(x)= @(ﬁ’é‘ xde Plz)=

2 §exp(-£)dt-. Sy <y e Al (5)
o . -\{21_1"-_“, s '

1Funkci é(z) se ¥{ké integrél pravdépodobnosti nebo funkce chyb. F(x) pro
|tf.-1 riizné disperze je nakreslena v obr. 5. Pomoei distribu¥n{ funkce (§2)
-‘mﬁzeme vy;jédf‘it pravd&podobnost, ée hodnota x padne da zadaného intervalu:



. o

To je jeden z dlvodld velké uZiteéno_sti.' charakteristickd funkce (namfsto
konvoluce hustot (23) méme jednoduchy soudin charakteristickfch funkef).
Znalost Xg(t) je uZitednd i pro nalezen{ momentd (6) ze zépisu exponenty
pomoci mocninné rady:

it btae)s Wk e
g (0= E[Z-——j—] Z = E(g ) = Z, ke g (36)
k=o k=0 =0 5= :

Momenty V. jsou, a% na :ﬁ'hktor ik/k!, rovny koeflcientﬂm u ?Slem} t* v roz-

¥ladu X(t) v mocninnou I'adu.

4, Normélni rozd&leni

Spojité néhodnd proménné, kterd nabyvé l:l.bovolm?ch reélnjch hodnot x

8 huatotou pravdépodobnoati. P E SRR
-(x—F)z] - Sl
en{ / 2k Rt ; o
G'{ 26° i 5 Sati (1)
mé tzv, norméln{, nebo G&uasovo-Laplaceovo, .rozdéleni Kvﬁl:.. struénosu
vyJjadfovéni pfestaneme v dal3fm téextu odliovat oznafeni pro néhodnou pro-_.
m&nmou a jeji hodnoty, pouzivané dﬁaledné v&§§2a 3, budeme napi’*;tklad > OO
kat, ée (1) je hustotou prom&nné x, ; i e

f(x)- =

Rozd&leni (1) je zadéno dvéma reélnjmi. parametry §o et ‘mdZe byt li-
bovolné, 6' mus{ byt kladné, M je sti“edni hodnota, 6 stf'edn:( kvadratické od-'
chylka (G dlsperze)' : :

E(x)= &, D(x)=62, picalst dogted waam e " (o) |
Normélni rozd&leni je symetrlcké vzhlédem ke sti"edni hodnoté (l-l, které Jo
_ zéroven medlénem i aedinou modou, Charakteriatické f’unkce.

NCi=cxplint — W be/E) .~ oo o SO s €30
Centrélni momenty (3.7) lichého #4du jsou nulové, pro. sudj féd vychézi
(2k) ¢ 2k : :
o = B
: k(k):
Asymetri& (3.8) 1 exces (3 9) jeou nilovés Jas ¥»=0-

e Ll e e | (4)

" Pro hustotu (1) se uzivd ‘gnagent ng,ﬁa), Jeai charakterlatickf "Zvo-
hov;?" pribéh je pro t¥i rdzné disperze 62 nakreslen v obr. 4. Distrlbu?.‘,ni

- funkce. Je

F(i)=§£§q¥‘, ‘kde @(z)=

i § exp(—gz)dt, e g, - (9)
. {21'_\*__,, s :

|Funkci. é(z} se Tiké 1ntegré1 pravdépodobnosti nebo funkce chybe F(x) pro
|tf'i rizné dlaperze de nakreslena v obr. 5. Pomoc{ distribudnt funkce (§2)
'nﬁieme vy:jédfit pravdépodobnost, ée hodnota x padne da zadaného intervalu:



Ol:_;f. 5. Distribu&nf funkce

normélniho _ro_zdéieni 8 ZL=0 a 62=1,4;9.'
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" P(xe {Xy9%,) )=F(12)-F(xl). Vyéialenim integrélu pmvdépodobnosti (s)

i zjistime, Ze .

{ fe(_ggxg_cuﬁ)-o,seg,, ; p(tg—zs'sxcé:.+2s‘)=o.954. b : (6)._

t St¥edn{ kvadratické odchylce € se v p¥{padd normélnfho rozd&leni ¥{ké také

' standardn{ odchvlka. Intervaly a+6 & w426 s pravdipodobnostnim obsahem
(6) se pak oznaéuj:’. Jako intervaly 8 jednou a dvéma atandardnimi odchylk:a-
mi. s

! Velmi potfebné funkcé chyb (5) hyle seoboRbEt  CabITOVARE G mznjﬂ f'

modifikecich), U¥ite&né 35011 rizné aproximace, které umoZnu;j‘i vypo&itat

dostate¥n& presné hodnoty s minimélni némehou, nap#, - ;

é(z)" -—l}j,——a_-__?—/—zlt (0. 3193815-0.3565638t+1 7814781’. -1 B21256t.3

gk 3302741:4) £=1/(140. 23164197 pro z?,o p L iRl ey

@(z)ﬂ-— é(lll) . pro zc 0; :

chyba této aproximace Jje pro llbovolné 2 menﬁi ne% 10_7 ;
: Néhodnd prom&nné (x-(L)/G mé tzv, standardni norméln{ rozdéleni N(o, 1) 8e

i st¥ednf-hodnotou O a disperz{ 1; :je:ji di.atribu&ni ﬁmkci Je- integrél prav-'
i dépodobnosti § ' : PRI :

Norméln{. rozdéleni mé pfi zpraeevéni visledkﬁ m&Fens. podstatnou dile-
" %itost., Predeviim v mnoha eituacich velmi dobfe vystihuje rozloZenf nam¥-
. Fenych hodnot. Jestd ddlezit&jsL Je rakt., %e i pro data s vyrazn& odlis-
nym- rozdélenil maj{ statlstlcké odhady z nich spoétené rozdéleni zhruba
normélni; tuto souvislost vystihuje tzv. centréln{ limitnf v&ta (§5). Na-
vic je normélnf{ rozdZlenf limitnim p¥{padem iady dﬂlezitych diskrétnich -
‘spojitych modelovjch rozdéleni (59). ek
Pro nezévislé nomélné rozdélené velit‘.iny x; vychézi nésledu;jici LC
leZité vysledky:
‘a) Libovolné linedrni kombinace alxl-n-...-t-a xn mé opét normélni rozdéleni-. :
O tom je moZné se pfeavédéit pfimjm vypottem konvoluce (3 23) nebo mno-
" hem’ 1lépe pomoci vlastnosti (3. 5) charakteristickych funked, Stfedni :
hodnota Ma disperze 62 muef podle (3.,18a) a (3.19) byt -

ttu h-i-...-e—a e:.n, 2==a§62+...+a26'2 . < LR X ror Vit _'“_-'(8).:
b) Néaledu;jici funkce (ve statistické teminologii tzv.’ vybérové stfedn:( :
hodnota a disperze) . : ;
i .== -—--Z: 8 =-}- nZ ey
n (x i.-i-)

i=1 < e i=1

(s ittt T e

Jsou nezévialé tehdy a jen tehdy, kdyZ vSechna xi Daﬁ at.e;iné normélni
-rozdéleni (s tjmii c-l.,e). '
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5., Zékon velkych €isel a centréln{ limitni v&ta

Zékon velkych &isel

Souvislost prafdépodobnosti p néhodného jevu X a &etnosti M Jjeho
vyskytu v N-krét opakoveném pokusu je intuitivné zFejmé: Cekéme, Ze se -
relativni Cetnost M/N bude s rostoucim N pribliZovat k pravd&podobnosti
p. ProtoZe podfl M/N je néhodnd velilina, je t¥eba pro olekévané p#ibli-
Yovén{ k hodnot& p formulovat pravdépodobnostni. tvrzeni. Negznéméaéi Je
Bernoulliﬁv teorém; pro kadé 8>{)plati

Fy

Vyjédfeno slovy: at zvolfme E€>0 jakkoli malé, s pbavdépodobnoati libo-
voln& blizkou k jedné jsou pri dostatedn& velkém potu pokusd odchylky
pom&rnych &etnost{ M/N od hodnoty p men3f neZ & . Formuli (1) se ¥{k&

" (slaby) iékon velkych &isel. Tvrzeni

P (11111 -}i‘“ p) : = . : (2)
N=aoo N _ : 3 -

je siln&jsf (z (2) plyne (1),ale ne naopak); objevil je Borel a F{ké se

mu silny zdkon velkych &isel.

Pro pPivrience statistické definice pravdépodobnosti (§1) je zdékon
velkych &isel tautologif, protoZe pravdépodobnost urfujf prévé z rela-
tivnich &etnost{ p¥i opakovéni pokusu. Pro zasténce ndzoru, Ze se prav-
d&podobnosti daji (alespon nékdy) vypoéist ze struktury Jjevi, je pfedpo-
v&d Eetnosti ﬂaﬂmuloglcké vjstavby teorie a v&ty o konvergenci posloup=-
nosti M/N%podstatnjml vysledky. Slaby a silny zdkon vyjadfuji dva rizné

typy konvergence hodnot pomdrnych &etnost{: tzv. konvergenci podle prav-
d&podobnosti, popsanou vztahem (1) a konvergenci tém&r jist® (2)).

Jako zdékon velkych &isel se krom® (1) a (2) oznééqji také ndsledujici

v&ty o konvergenci posloupnosti aritmetickych prim&rd néhodnjéh prom&n-
nych., Jsou=-1i Xj,X5se-e nezévislé néhodné proménné se steanou stfedni

hodnotou.ﬂ.a disperzemi D(xl) D(x, ),... takovymi, Ze

Tim = D(x;)=0, pak llm P(-“- X~ <€)=1 (3)
N"'°°N2§1 : ' INiZﬂl#l-. . -

pro libovolné £>0. To Je slaby zéknn_velkﬁch_éisel - posloupnost pram&rd
konverguje podle pravddpodobnosti ke stfednf hodnot&. Silny zékon tvrdi,

_%e pro ndhodné promsnné, jejichZ disperze splnuji podminku

1im [i __(ﬁ_)_] - B (4)
£ 00 = ; ;

~ konverguje primdr ke stiedni hodnot¥ tém&F jist&:

1im P(|¥ - plce)=1 . : ' _ 1

'!




A= ey e e SO

L e g

-

e
N ' _
P [11111 G2 = *ﬂ]" 1 oo : (5)
N¥o°® i=1 - :

Ob& vity (3) a (5) se daji zobecnit pro p¥ipad posloupnosti prom&nnych
s riznymi stfednimi hodnotemi E(x,), E(x;),... , Jejich aritmeticky pra-
m8r konverguje k 1imit¥ prdm¥ru stfednfch hodnot [ZE(xi)] /N,

Centréln{ limitn{ v&ta

uddvd, jaké Je v 1limité& rozdéleni aritmetického prﬁméru”nezévisljch
ndhodnych promZnnych Xy s X 2,0.., které maj{ stejnou diatribuéni funkei se
stiednf hodnotou m & disperzd 62, Pedle (3.18a) a (3.19) je st¥edni hod-
nota prim&ru. xN-(x +...+xN)/N rovna E(x“)—fb a jeho disperze D(xN) GQ/N.

hustotu pravdépodobnosti Xy dostaneme gz (3 23) kompllkovanym zpﬁsobem,
totiZ N-l-krét opakovanmou konvoluef., . L

S pomoci vlastnosti (3.35) charakteristické funkce vﬁak snadno zjis-
t{me, %e charakteristickd funkce X(%;) se pro N3 blf#{ k charekteris-
tické funkei (4,3) normdintho rozdéleni. Huatota prﬁméru Je tedy

- - (X~ )2 . <l
i N-00 EN . *N ("’ : - .
NaT = e - sl - =
rozdélenf s€{tancld > miZe byt 3akékoliv, staéi kdyi mé koneénou disper—
zx‘S . To je tzv. Lindbergﬁv-Lévyﬁv teorém, nebo gedna 2 variant centrdl-

ni limitn{ w&ty. Jind varianta plati pro posloupnost nezévislych néhodngch
proménnﬁcn Xje¥X5y000 B€ stfedniml hodnotami f&l,éLz,... a dlaperzem1

6}, 62,..., které nemus{ mft stejnou distribuéni funkci. Rozdéleni arit-
metického prim&ru je v 1limit& N> op&t normélni, velidina

n : :
S Zd"n /1/21161 S e e 2 A0

mé asymptoticky rozd%leni N(OC, 1). K platnosti tohoto tvrzenf stalf, aby
st¥edn{ hodnoty u; & disperze - Gi existovaly a nerostly p¥{1i3 rychle

8 rostoucfm i. Postadujfc{ je napffklad spin&ni Ljapunovovy podminky
existuje takové a >0, Ze :

: N R : i . £
2+a 2\ 2+8 :
: E(x.= Ak, = = Q. ]
I:gmm [ > Elxy-py) ] 7t zi=1 G_l) =9 _ (t?)

i=1

" Pf{klad: sou¥et rovnoméfné-rozdélenjch néhodnych &fisel

Konvergenci soudtu nezévislych ndhodnych prom&nnyeh k normélnimu
rozd%leni budeme ilustrovat na pffkladu rovnomdrn¥ rozd&lenych (§9) ve-

- 1i&in x; 8 hustotou



= o7 .

fixg) =1, x,€{0,1). _ :
Hustcta aritmetického prﬁméru'ii = sN/N, kde sy = x1+.;;+gﬁ,

¥it analyticky; je to po ¥dstech polynom stupn® N-1:

(N=-1)! i=0 -

— 2k Sk =
XN&<-ﬁ', N >" k=0'o¢-’N-l.

Stfednt hodnotu a disperzi squétﬁ sy miZeme vypo¥ist mnohem snédze ne?

hustotu; s pomoef (9. 6) dostaneme

B(ay) = NE(x;) = N/2, ﬁ(sﬁ) = ND(x;) = N/12. .

(9)

se dd vyjéd-

(10)

(11) 4

Srovnéni hustoty soudtu sy a normélni hustoty se stejnou stfedni hodnotou
a disperzi Jje v obr., 6. Je viddt, Ze konvergenae X normélmimu rozdZlenf .

ni.
- T T T =3 : r T | T
fGo [ AL
N\ e
B8.6 |-
Ba4 b =)
A2 7
EQE ""l ]_

Je velmi rychlé ve1151na 512~6 né praktlcky standardni{ normélni rozdéle-

Obr. 6. Hustota praiaépoddbnoati soudtu N nezévislych rovnom&rn¥ rozddle-

nych néhodnych prom&nnych (plné &éra), normélni hustota se stej-
nou sti¥edni hodnotou a dlsperzi (podle vztahu (11) Zdrkovand &éf

ra).
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6, Vicerozm&rné normélni rozdélenf

Zobecndni normélniho rozddleni (4.1) na p¥ipad n-rozm&rného ndhodné-
ho vektoru vychdzi z poZadavku, aby hustota byla UmErné exponencidlnif
funkei kvadratické formy jednotlivych sloZek:

£(XqpeeesXy) = ¢.exp [--—-Z Zan(xi t“i)(x -f-la ] (1)
. _ i=l j=1
Kone&ny tvar této hustbty odvod:[me pqdrobné;ji., protoZe se pfitom ukdiZe :
rada uZiteZnych souvislost{. Kvili pfehlednosti zépisu zavedeme nésledu-
Jici konvence: &tvercovou matici budeme znalit velkym pismenem s podlo%e-
nou vlnovkou, sloupcové vektory podtrZfenim, transpozici libovolné matice
hornim 1ndexem T (napfiklad sloupcovy vektor se sloZkami &5 Jjako &y réd- -
kovy vektor& (ﬂ'l"“'f‘h))' Argument exponenty v (1) tedy struind za-
piZeme aako _ i
_.é.. (g—&) A (_1;—&), _ : ey
kdy%Z matice A mé prvky (A}ia ='a'3. Hofejéi vyraz je skalér, protoZe sou- -

&in matice A se sloupcovym vektorem x-ﬁf Je sloupcovy vektor, ze kterého
- vydde nésobenim fédkovym vektorem (x-ﬂ.) skalérni hodnota dvojndsobné su-
my v (1). Aby funkce typu (1) m&la vlastnosti hustoty, musi bj‘t matlce A
symetrické a pozitivng definitni, Existuje pro ni rozklad A = LT. 5L 8 re-
gulérni matict L (jinymi slovy, matici A dosta.neme podobnosttu transforma—
el jednotkové matice I: A = LTIL = LTI..). Lineérn{ transformaci hodnot
néhodného vektoru X : =

= Lz -@ ~ ' e )
dostaneme (2) ve tvaru soudtu kvadritd

.._2-(:: g)T L L(x/u)'= "EZL_ETE = _;.;. (y§+..'.+y§). = (4)

{Transpozice. souc‘.:[nu matic Je soulinem tranesponovanych faktord v opalnénm
potadd: (x—d_{-}T T= {L(x—ﬁ.)]T T .) Nynf miZeme snadno spo¥ist hodnotu
k_onatantar cv (1) z normovaci podminky pro hustotu:

S‘. .o S f(xi, i ,xﬁ)dxl._ . .dxn'-- S .. .‘S c-exp (%}_Tg) [Qet(‘{a]-ldyl. .- a7 =1.
—~c0 '  -oo : : (5)

. V poslednim vztahu v-yatupuae Jjekobidn traﬁafnmace (3) dyl...dyn=

= det(L)dx,...dx . ProtoZe S exp(- tzjz)dt.- j,l a déle det (A)“det(LT) i

= det(L) "Elet(L)] 2, dostévéme z (5) pro konstantu ¢ vztah ;
det (L

T dhiAEa 4¢2n?? det (A71):° ' - | T
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Je tfeba si vZimnout faktu, Ze y ze vztahu (3) je nédhodnym vektorem s ne :

zévislymi komponentami, které maj{ standardnf{ normélni rozd&len{ (nulové

stfedni hodnoty, jednotkové disperze a nulové korela&ni koeficienty). Zo '

becn&nim postupu z § 2 pro ureni hﬁstoty funkce ndhodné prom&nné na pi{

pad vektord totiZ zjistime, Ze vztah (2.5) zistane zachovén, jen na mig-

t& Ih(x)[ se objevi jakobién transformace. Z hustoty (l) tedy dostaneme
s vyuZitim (6) hustotu vektoru y

) f(x) 1 T [—‘ i
ely ]F‘—”‘ exp(-5 y= Y) =1 l—=exp(-=) (7)
o det(L) 2 s i=1 ‘éal‘“« T2 «
ve tvaru soufinu standardnich normélnich hustdtmjednotlivych'komponent
Vektor st¥ednich hodnot y je nulovy, co? zapifeme symbolicky jako E(y)=0.
Podle (3) miZfeme do tohoto vztahu dosadit y=L(x1E), protoZe podle (3 18a)

Je E lineérni operdtor a L Je reguldrni{, dostaneme odtud E(x1a) 0a tedy
st¥edni hodnoty vektoru x:

E(x) = e : (8)
Matice druhych momentd vektoru 3 Jje aednotkové symbollcky E(yy ) I'
soutin sloupcového a fédkového vektoru ny tvofi &tvercovou matici nxn

a funkciondl E plsobl na kaZdy jejf prvek zvlééf Dosazenim za y z (3)
a vyuZitim linearity E dostaneme

B[y =" ] - mlep el - 5,
=

B y?

neboli pro_matici.jg druhych momentd vektoru vztah

D= E[(x—f-)(x—gl-)T]" L"l(L'F)" = (L L) A"l : : (9)
Mat1ce A koeflclentﬁ kvadratlcké formy (2) je tedy rovna 1nverzni kova- T.
ria¥n{ matlcl D . Kdo nevélF{ maticovym zépisim, miZe se pokusit vypolist
prvky D(x.,x ) matice D jednotlivé. Kovariance vyJjédfime pomoci korelad- -
nich koeflclentﬁ Q e dlsperzi g2 jako D(x 2 ) = ?136'6' (v1z (3 16)) -
~ dostaneme vjhodny tvar kovariadni matice "

. G} uz 6,62 =ee ?4,“»6;6«;
Qaz 9 5
b= e 2 _ | Qo)
' o : . G'?"
?-'h'nl 46;.4 Qﬂwagu e e T ]
B _

Libovolné n—rdzﬁérné'normélni'rozdéleni miZe byt zadéno n-tici stied-

! nich hndnot(u:a n(n+1)/2 nezévislymi prvky symetrické matice - bud A ne-
 be D Vyjédreni hustoiy (1) 8 normalizaéni konstantou (6) pomoci matlce

P je




=

3 | g T - -
Tix) = = exp | - F(x-"D 1(5-23)]. (11)
(21 det(B) :
Veli&ina
J (E'&’TEFI"-’E’A‘J = (x-@ AGxp) | (12)

se nazfvé kovaria&ni formou néhodného vektoru X, Je to jedndrozmérné né-
hodné prom&nnd s rozdélenim X2 s n-étupni volnosti (§ 8); nebof se dé4 na-
psat jako soufet kvadrétl n-tice rezdvislych prom&nnych se gtandardnim
normélnim rozdélenim...?=jz?z. Hustota (11) Jje konstantnf{ na plochéch
f: konst. a pravd@podobnostn{ obsah t&chto elipsoidd (pravd&podobnost,
Ye x padne dovnit¥ elipsoidu) Jje déna distribu&n{ funkel

Z pozoruhodnych vlastnosti rozd&leni (11) uvedeme avé: :

a) Libovolnéd projekce na prostor men3i dimenze (margindlni rozd&lend, §2)
je op&t normdlnf s matici druhych momentl sestavenou z prvkid matice
(10) odpovidajicich zbylym proménnym. Napfiklad marglnélni rozd&lend{
kaZdé komponenty xi ae -

£(x,) = N, 62). - | . (13)

bi leovolny ez (podminéné rozd&leni, §2) je op&t normdlni. Rez rovinou
x3= xl s tej. rozd¥len{ s konstantni hodnotou xi )sloﬁky x;, mé mati-

: ci druhych momentﬁ‘gn 19 kterou dostaneme 1nverzi matice A -1 kova-

riaéni formy zbylych prom&nnych.
Dvojrozmdrné normélnf rozd&leni

Pro dvoarozmérné (n=2) rozd&len{ miZeme snadno vyjédfit exp11c1tné
prvky matice D 1. hustota (11), zapsan& pomoc{ -stfednfch hodnot a, , .,
standardnich odchylek 1,6'2 a korela&niho koezﬁi‘cientu?mé tvar

1 1 (o f)2 o ~p5) (x,m
£xy,%,) = expq- s %_‘ul ) (xp a“a #2’7-
2“616‘ -0 2(1-? ) 6,65 62 :

8

(14)
‘Mi%eme s8i Jji pfedstavit ndzorn&€ jako zvonovitou plochu nad rovinou X1 9%5y
nebo p¥i pohledu shora znézornit soustavu vrstevnic - &ar s konstantn{
funk&ni hodnotou. Vrstevnmicemi Jjsou elipsy

TGN ) (k) |
[ 5/ 8211 -Zq Rarty ol + xeza-z ] A= konst, (15)

ProtoZe k0?ariaéni forma na levé stran® (15) mé zndémé rozd&leni (X se
dvéma stupni volnosti), miZeme vypo¥ist pravdZpodobnost, Ze dvojice Xy 9%

leZ{ uvnit¥ elipsy (15):



=

= Fxg 9

Fi% je pfislu3néd distribuéni funkce. V obrézku 7 je nakresleno ndkolik
elips s riznymi pravdépodobnostnimi obsahy P=0.99, 0.954, 0.583, 0:5,. 0.2,
pro které podle tabulky v dodatku D1 vychéz{ hodnoty A po ¥ad& 9.21, 6.158,
2.298, 1.386, 0.446; korelani koeficient je 9==—3/4. :

Z hustoty (14) odvodime podminéné rozd&leni X, 28 predpokladu, Ze x
nabyvd pevné hodnoty (viz (2.15)):

1 - :
glx; )= x(xlix ) \(—61\1_-_?2 exp{2(1-?2)6§l;4 A QG (x, ﬂqﬂ}. (16)

Je to normélni rczddleni se stfedni hodnotou a disperzi

; : _' 6-‘1 ; i L e
E(x;} x,) =§1*?§2-(x2-52) ,  Dlx)x,)= 61 (1-¢%. B A

2

. V tomto mist® méme dobrou pfileiitost ilustrovat smysl pojmé zdvis-
lost a korelace nsdhodnjch prom&nnych, Norméln& rozd€lené promé&nné Jsou
nezévislé préve tehdy, kdyZ jsou nekorelované, Je vigé&t, Ze hustota (14)
Je pro@= O soulinem hustot N(Lu,l, 6’1) a N(&, 52). Jingmi slovy, rozdéleni

ka¥dé proménné je nezévislé na tom, jakou hodnotu nabyvé druhd z nich.
Obecn? (pro jiné rozddleni) je ov3em nekorelovanost slabS{ neZ nezévis-
lost (§3). Je-1li korela&ni koeficient fﬁzny od nuly, zéleZf podle (17)
rozd&leni X, na tom, jaké hodnoty nabyvé X5 prl‘qw?l se zuZuje kolen
stiedn{ hodnoty zévislé na X,. V limitnim p¥{padé dplné koreleace (? 1)

- nabyvajf{ néhodné promé&nné Xy 5%, hodnot, které spolu souvisi vztahem

(xl—gul)/S' (%=, /65 - e (18)

miru zév1slost1 ? obou prom&nnych miZeme zndzornit jedté jinak. V obrézku
tipsy
8 gsou nakreqlenyrﬁonstantni hustoty, které majf stejny oravd&podobnostni
obsan P=0.954 a 1i31 se hodnotou korela&niho koeficientu. S rostoucim g
XA

= tuz-r-_.?,sz
Obr._? Elipsy (15) normélniho rozd&le- -

ni -s koreladnim koeficientem

g = -3/4. Pravd&podobnostni ob-

sah je, po fad¥® od nejvétsi k |
= nejmen3f, roven 0.99, 0.954,

. NN
ﬁs‘“f”s} &@ %Gt 0.683, 0.5, 0.2.
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Obr. 8. Elipsy s pravd&podobnostnim
obsahem 0.954 a raznymi ko-
reladnimi koeficienty g= O
(kruh), 0.5, 0.9, 0.95, 0.99
(nejuZs{ elipsal. :

se oblast do které bod Xy X5 padne s velkou pravd&podobnosti, zuZuje.
Pro ? 1 zdegeneruje elipsa v isefku a x; Je linedrni{ funkci x, podle
vztahu (18).

Pravdépodobnostni obsah eliptickych oblasti poditdme jednoduse pomoci
d1stribu&n£ funkce X% - rozddleni. Uilteénym ddajem je pravddpodobnostni
obaah obdéInikd xle<h-kﬁ" sl K6 26([12 -k6,, M,*+k6,) pro zadané nésob-
ky: k ‘standardnich odchylek; k Jeho vyéisleni Jje tfeba 1ntegrovat funkcl

-chyb (4:5):
s Lul+k6' 924-1:6'

k . :
2 - 2
: : 2 k-ot -k-ot t
P = dx £(x; ,X,)dx,= !—S é(_?-_)- __2-)]ezp(-—-)dt. (19)
; '%ﬁ? 1 S F2z2 . [ = q; 3 2
. étl-. 1 El __k% _? _ ;:
Zévislost P na korelaénim koeficientu pro n&kolik hodnot k Je nakreslena

v obr. 9.

7. Binomické a Poissonove rozd&leni

Binomické rozd¥lenf. Diskrétni néhodné proménnd, kterd naijé celé nezé-
porné hodnoty r s pravdépodobnosti :

" B(r) = CInS-pVE8  vso 0, Lo 0w, o] Ay

kde N je celé kladné, p redlné, O<4p<1, mé tzv. binomické rozd¥lent.
Pravd&podobnosti (1) jsou &leny binomického rozvoje ;
Mo b i :
- Nt o : y
N r N-r ; p
(ptq) = e e g e (2)-
1 r=0 rt!(N-r)! L LS : ;
8 9.= 1-p. Stredni hodnota, disperze, asymetri:a exces:
: 1- 6p(1-p) : (3)

VNp(lp 3'2 prl-p?

Proménnéd s binomickym rozd&lenim popisuje v¥sledky opakovanych poku-
8l 8 ndhodnym jevem, ktery mé jen dve moZ¥né vysledky..Jeden z nich

'E(r)=NB, ﬁ(r)zﬂg(l—p),gi
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~ Obr. 10. Binomické (N=10,p=1/2, svislé tsefky) a normélni rozd&leni.
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(oznaZime ho Usp&ch) mé pravd¥podobnost p, druhy l-p. Pravd¥podobnost,

fZe v N pokusech nastane r-krét Gsp¥ch, je déna formulf (1). Toto rozdéle-
n{ se dd poufft v mnoha situacich, vybereme-li z moﬁnjch vysledkd né&jakou
podmnoZinu a povaZujeme Jji za Uspé&ch., Napfiklad poﬁet uddlosti v jedné
bunce histogramu mé binomické rozd&leni.

Pro velkd N se dé diskrétni funkce (1) dobfe aproximovat hustotou
pravd¥podobnosti normélnfho rozddleni. V obr. 10 je nakreslena rozd&lova-

 ¢f funkce (1) s N=20, p=1/2 a hustota normélniho rozd¥leni se stejnou

stfedn{ hodnotau 10 a disperzi 5.

Poissonovo rozdé&lenf{ méd ndhodnd promé&nnd, kterd nabyvéd celé nezéporné
hodnoty r s pravdépodobnosti

P(r) =4"'"°*'_"‘P(“'¢”L)-, P=0,1, 000, _ (4)

r!

kde M0 je reélné &islo. St¥edni hodnota, diaperze, ésymetrie a exces:
E(r)=D(r)=p, g'fl/JF, {o=1/ ke . ¢5).

Poissonovo rozd&leni ddvé pravd&podobnost vyskytu r udédlosti v da-
ném Zasovém intervalu, jsou-li tyto udélosti nezévislé a vznikajl s .

,konstantni rychlosti. Nap¥iklad, z radiaktivniho zdroje vyiétagi ddstice

taek, %e pravd&podobnost vyzéieni aedné éstice za infinitezimdlni gas .
8t je v3&t. Pravddpodobnost vyzéFeni ¢ ¥4stic za konedny interval délky
t Je déna rozddlenim (4) se stfedni hodnotou (=vt. V 1imit& pro N

a pfi soulasném zmenSovéni pravd&podobnosti p takovém,' Ze soudin Np

zistévé konstantni, Np=mv, dosteneme totiZ z binomického rozd¥lenf (1)
P(r) = nm[N)(ﬁ)" (1-&)N“'] - (6)
N> ‘ -
prévé P01ssonovo rozdéleni (4).

S rostouci st¥edni hodnotou M se dajf pravdépodobnostl (4) dob¥e.
aproximovat normélnf hustotou.NQLtw ~vigs obr. X2.

8.'X2, Studentovo a F - rozd&leni

Ve statistice hraji podstatnou r011 nédhodné promZnné, které Jjsou
funkcemi normdln& rozd&lenych néhodnych velidin; ve statistické termino-
logii se oznaduji jako vyb¥rové rozd&leni z normélniho souboru. Uvedeme

tFi neadﬁleiltéaéi

Xz - rozdéieni

(6ti chi-kvadrdt) mé& néhodnd proménné naijagici pouze kladnych re-’
élnych hodnot s hustotou '
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~ap =

(x/2 ) (n-2)/2

f(x) = exp(-x/2) : ' (1)

2l(n/2) ‘
n je celé kladné &{slo, tzv. poet stupnd volnosti, funkce I’ je Euleriv
integrdl druhého druhu., St¥ednf hodnota, disperze, asymetrie a exces:

E(x)=n, D(x)=2n, x1=242/n., Xé=12/h. (2)

. Charakteristickd funkce:
A(t) = (1-2it)"V2 . (3>
RozdZleni (1) mé néhodné veli¥ina x, kferd je soudtem kvadrétd nezé—
vislych promé&nnych XygeeerXyy 2 nichf ka%fdd4 mé standardni normélni rozd&-
len{ N(0,1): | S

S

x-x§+...+xh : ; s - K4).

0 tom se miZeme presvédiit s dosti velkou némehou vypoftem hustot podle
(2 7) a (3.23), elegantn¥ pomoci charakteristickych funkci

‘Soufet dvou nezdvislych prom&nnfch s 7& - rozd&lenim s n, & n, stup-
ni ?obnosti mé rozd&leni (1) e n=n,+n,. Pro velkd n se (1) blf%{ normél-

nimu rozdé&leni N(n 2n), viz. obr. 14, Je3t& rychleji se k normélnimu roz-
d&lenf bli¥{ veli¥ina {yx, pfi¥emZ pro jej{ hustotu plati

g(V2x) = N(y2n-1 , 1) pro n30. | i I (5)

Z pribliZné formule (3.27) a z (2) vyjde stfedni hodnota E(V2x)=2n a dis-
perze D(JV2x) = D(x)(l/JEﬁ)2 1, Se stfedni hodnotou \2n~1 je aproximace (5)
lepsd.

Studentovo t - rozd&leni

mé néhodnd prom¥nné nabjvajici réélnjch hodnot s hustotou

r el 2 -ngl ' . '
£(t) = 2 (1+ = - (6)
Jana [° (n/2) n ’

kde n je celé kladné &fslo = polet stupnd volnosti. Préci o t-rozd¥lent
publikovél v r. 1908 anglicky statistik Gosset pod pseudonymem Student.
St¥ednf . .hodnota, disperze, asymetrie a exces:

. e L = n 1 3 b - 4 6 x . 2 =
E(t)-‘O, D(t)= = pro n> 2, K'lzo, 5'2 -—-n_4 p;‘o. n>4. (7
‘Hustotu (6) mé néhodné velidina

po S g - < . 48)

- Jx/n.f' Vﬁ;§+...+xﬁ)/n o

‘kde x & x Jsou nezévislé, x mé stenderdni normélni rozd&leni e x rozdi-




Obr. 13. Rozd&lenf X°.
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Obr. 14. Rozdélem’._?{z (piné 3éra) a normélni rozddleni se ‘stejnou‘ati‘edni
hodnotou a disperzi (&&érkovand &dra).
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leni Xz s n stupni volnosti (vztaeh (4)). Pro rozd¥lenf s n=1 se pouZivé
nézvu Cauchyovo (§9). S rostoucim n se hustota (6) pFibliZuje ke standard-
nimu normélnimu rozdélenif. Obvykle se t-rozd&leni nahrazuje normélnim
N(0,1) pro n3 30. '

F - rozdéieni

je zobecn¥nim p¥edchozich dvou. Oznaluje se &asto také jeko Fishero-
vo-Snedecorovo nebo jen Snedecorovo, nebo Jjako rozd&leni vz. Hustota prav-
d&podobnosti je nenulové jen pro kladné -hodnoty F:
o2 ol m-2 _mm’ :
m BE m
£(F)=) =k TR P B0 (9)
Famy M

Zde jsou m, m celd kladng éisla - polty stupn& velnosti, Sti‘-edn" hodrota
‘a disperze:

¢ : F) ] ; ] 5 | -
B(P)=—B pro w>2, D(F)= ZMmu-2) ro m'>4 - (20)
o 5 P! - 1
_ ; m(m-2) (m—4)
Hustotu (9) mé néhodné velilina
%’(x§+...+é) : :
i i _ (11)

X B lad
; o (x1+..-+'xm,) I
kde xl""' ,xl,...,xmnasou nezév1slé nornélnd rozd&lené - -prom&nné se

stfedniml hodnotami nula a stejnymi dlaperzeml 62(F na 62 ne"év1si). Je
to tedy podfl (x/m)/(x/m'). prom&nnych x a x;, které maai'X - rozd¥leni s
m a o stupni volnosti. Pro m,m'-» 00 se hustota (9) bli%{ k normélni, ale
pom&rné pomalu (vzz obr, 16). Pro m=1 se F - rozdéleni redukuje na Studen-
tovo (pfesn&ji na t 2) & ot stupni volnosti. Pro m'3% mé jmenovetel v (11)
norméln{ hustotu se st¥edni hodnotou 1 a disperz{ klesajiel Jjako 2/m; ve=
li¥ina mF md tedy rozd&leni, které se bl{Z{ k:"?{2 s m stupni volnosti,

Pom&rn& &asto se pouZivéd také néhodnéd proménné z=-%lnF=an§-. Jejd

roZdéleni ge oznafuje jako Fisherovo a mé proti F vyhodu v rychlejdim pii-
bliZen{ k normélnimu rozddleni p¥i zvitSovénf m a m{.
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Obr. 15. t - rozdélen{ s riznym poftem stuphid volnosti n & limitn{ nor-
méln{ rozd&leni. -
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Obr. 16, F - rozd¥leni s rdznym poltem stupnﬁ volnosti nzsm (plné Edra)
a normélni rozd&len{ se stejnou st¥edni hodnotou a disperzi jako

mé F pfi m=d=50, t.j. N(1.04, 0.0925) (¥érkovend ¥éra).
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9. Dald3{ modelovéd rozd&leni, souvislost n&kterych rozddleni

Radu zdkladnich rozd&lenf popsanych v pfedchozich paragrafeéh doplni~-
me n&kolika daldimi uz1teénym1 typy.

Multinomické rozdéleni

mé k-rozm&rné diskrétni néhodné proménnd nabyvajici celych nezdpor-
nych hodnot ri,...,rk z rozmezi 0,1,...,N s pravd¥podobnostmi

N! .y
rito..n b Py "‘pk p : (L

P(rl'o-o,rk) =

P¥itom Jsou parametry DyseessPy nezépornéd redélnd &isla takovéd, Ze
pl+..+pk=l. Stifedni hodnoty a disperze Jsou

. E(I‘i) =N D(I"i_) = NPi(l'Pi_) » ; (23

P; »
smiSené druhé momenty a kerela&ni koeficienty

D(-ri’rj) e LE Rt o "\{pipj/(l“Pi)(i—?j) pro-i . (3)

Je to zobecn®n{ binomického rozd&lenf na p¥ipad, kdy mé& pokus vice ne¥

dva moZn¥ vysledky. Vztah (1) udévé pravddpodobnost, Ze dostaneme r; r;vy-
sledkd typu i v N nezévislych pokusech, kdyZ D je pravdépodobnost vysied-
ku typu iv Jjednom pokusu., Multinomické rozdélen_ popisuje napiiklad let-
nosti v k sloupcich histogramu s celkovym po&tem udélosti N. Korelaéni
koeficienty (3) jsou zdporné, zvdtdenf podtu v jednom sloupku vede k prav-
d&podobnému zmenseni podtu v kterémkoliv Jjiném sloupku histogramu., Prc
velky pofet k jsou pravd&podobnosti malé: ﬁié(i. Disperze ze vztahu (2)

je pribliZné D(gi)ﬁszi = E(r;) a néhradou stfedni hodnoty poltem uddlos-
t1 ry dosteneme uZitelnou eproximaci stredni kvadratické odchylky

Joie) = 6=y . _ Lo

Rovhomérné‘rozdéleni

mé-spojité néhodné prom&nnd, kterdé nabyvéd libovolné hodnoty 2z inter-
valu {a,b) s konstantni hustotou

£(x) = bfa . xe<g,b}. - _ (5)

St¥edni hodnota, dlsperze, asymetrie a exces:

E(x) = (a+b)/2 , D(x) = (b-2)%/12 , y;=0, 3’2--1 Becsieeit . 14B)

Charakteristickd funkce:

P slnhtlt(b~a)/2] it(b+a)
X ) S oy i (7

Rovnom&rné rozd&leni miZe popisovat napi#{klad chyby, vznikajic{ zaokrouh-
lovénim &isel. '
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Beta - rozd&lent

mé spojité néhodné prom&nné s hodnotami z{0,1) s hustotou

(n+m) 1 n-1 : : '
£(x) = ] (1-x) 1) :
x )r‘(n)xm x » x€0,1) . | (8)

kde n,m jsou parametry (celé __kladni &fsla). St¥edni hodnote a.disperze:

B(x) = Dix) = m = (9

e
el (m+n)?(meme)

asymetrie a exces:

= 2(n-m) Vmén+1 :3(m+n+1)[2(m+n) +nm(m+n—65]
1 ymn (m+n+2) . X mn(mn+2)(m+n+3)

Toto rozdsleni se uplathuje v pripadech proménn:)?ch ohmnléen:?ch shora i
zdole. Zvlé3tnim p¥{padem je rovnom&rné rozdéleni “(m=n=1). Nékollk hustot
typu (8) je nakresleno v obr. 17.

=3 (10)

Exponencidln{ rozdé&leni

mé spojitéd ndhodnd prom&nnd nabyvajici kladnych hodnot - s hustotou

£(x) =L exp(-X), x>0, = = = ()

c: e . :
kde >0 je redélny paremetr. Stfedni hodnote, disperze, asymetrie a exces:
. = 2 2 = -. .. . - -. f X :
E(x) =M, D(x) = @&~ , 8"1- 2, 3'2- 6. i : _ (1?)
Distribun{ a chamkteristické funkce: 2 -
F(x) = 1-exp(-%) , X(8) = Q-ju)”L, e wr

i Typ:.cké pouziti Jje néaleduaici pi*edpoklédeame, Ze udélostl vznikaj{ né-.

hodn& s konstantnf{ rychlostf{ (poZtem za jednotku &asu) ¥V, Pravdépodobnost .
vzniku N uddlosti za &as t Je ddna Poissonovym roédélen‘.(m (8§7) se st¥edni.
hodhotou Vt. Pravdépodobnoat, %e v intervalu {0,t) pozorujeme alespon
jednu udélost’ podle vztehu (7.4) rovna 1-P(0)=l-exp(~vt)Cast, b¥hem kterého '
zaregistrujeme alespon Jjednu uddlost, Jje tedy néhod.né proménné 8 distri- !
bu¥n{ funkef typu (13).

Dvojné exponencidlni (ILaplaceovo) rozd&len{ = : _ !

mé prom&nné nebyvajici libbvolrﬂch- hodnot s hustotou

£(x) —-—"—‘-exp(-mlx-,d) e f (14) -
A0, fl, Jsou redlné parametry. Sti‘edni hodnota, d].sperze, asymetrie a exceév

E(x)=g, D(x)=2/72 » ¥1=0 » 3‘2=3 . : ey (15) l

Pro velké |x| ubyvéd hustota (14) pomalea:. nei pro normélni, ale rychleai
me% pro Cauchyovo rozd&leni (19).
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Obr. 17. Hustoty be’ta-rozdéiéﬂi' a8 r&znjm:. i;;x?émetrj;“n,m'.
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Obr, 18. Hustoty gama-rozd&leni s rdznymi hodnotaemi e=h, plné éra; .
' " normélnf rozasleni N(1,1/16), ¥érkovend ¥éra.
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Gama -~ rozdilendt

Je zaddno hustotou

. :

e a{ax)” “exp(-ax) 50

) e : S
kde a,b Jjsou redlné kladné parametry. Stfedni hodnota, disperze, asymetri!
a exces: 2 :
- S 2 g '

E(x)=b/a, D(z)=b/a®, f1=2Ab, §,=6/b- (17)

Charakteristicka funkce: X(t)=(1-it/a)~P. ' : (18)

Toto rozde€leni je uZitefné v pripad® promdnnfch ohrani&engch shora nebo .
zdola. Zvldsitn{m piipadem je exponencidlni (b=1) a %2 rozd&leni (a=1/2,
b pfirozené). Sou¥e! n nezdvislych ndhodnych proam&mmych s exponahciélnim,
rozdélenim (11) md gama~rozd&leni s b=n, a=l/#. Hodnota parametru a oviiv-
fuje pouze mEfitko prom¥nné. S rostoucimi hodnotami &,b se p¥i a=bd rozdd-
lenf (16) rychle pFfibliZuje normélnfmu N(1,1/e). V obrézku 18 je nakresle-
no ndkolik hustot (16); kfivka s a=b=1 je hustota eaponenczéWniho rozdé-
lenf (11} se stfedni hodnotou #=1,

Cauchvavo rozddlent

péd spojitd ndhodnéd proménng, nabyvajici 1ibovbinych reéln&ch hoénot
s hustotou a charakteristickou funkel

() =;%,—-1;—i-§-, A(t)=exp(-1t] )., - e (19)

Stifedn{ hodnota, disperze, 25ymetirie ani exces neexistuji. PSlohu rozdd-
f leni{ (i9) miZe charakterizovat medién nebo moda (oboji nulové), rozptyl ‘
kolem nuly t#eba polo3fi¥ka v poloviZni vy3ce (Jednilka). Ve fyzice se
hustota {19), zapsand ve tvaru

(20)

oﬁnaﬁuje Jako rozdé&leni Brelta-wlgnera. Parametry X, ai‘uréuai modu a po-
lo3ifku, Srovnéni Cauchgovy 2 normédlni hustoty Je v obr. 19.

Modifikace mooalovéch rozééleni - od¥f{znuti

Jednim z nejlast&djdich defektd pii pouZit{ modelovych rozddleni Je
skuteénost; Ze oblast moZnych vjslédkﬁ.méfeni nen{ nikdy nekoneéné. Ne-
pifkiad V'§f13pfedpoklédéme-moénost.naméfit 1ibovolnou Xladnou hodnotu
doby Zivota &dstice; odvozujeme Jji v3ek z délky stopy, které je omezena
rozmdry registradnino za¥{zeni. Tento nedostatek_se d4 korigovat tak, Ze
zachovéme funkéni tvar hustoty f(x), ale oéffzneme intervaly hodnot, kte-

ré nemohou nastat. Pro rozd&leni v 1ntervalg (a,b) musime pavodni f(x)

normovat: : :
| ??x)'=- bf_g - x¢&(a,b), (21)
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kde jsme distribu&ni funkci pfisludnou k hustotd f(x) oznadili jako F(x).

Souviglost né&kterych modelovycﬁ rozd&lent

V obrédzku 20 je schematicky vyznalena souvislost vybranych modelovych
rozd&leni. Pro nZkteré hodpoty parametrd, v&t3inou v asymptotické 1limitég,
prechdz{ fada rozd&lenf y jiny typ. Centrélni postaven{ normélniho rozdd-
len{ v tomto schematu je jednim z -d3vodd jeho extrémn{ uZiteZnosti.

fGo

Obr. 19. Cauchyovo (plné &éra) a norméln{ (N(0,1), &érkovend &éra)

rozd&lent.
multinomické | binomické p->0 Poissonovo
N, k, k=2 N, p e e
 EEEe—— / -
PysecesPy 7
N—> oo H—>o0o - — &= oo
: :
omali ]l |
N
00 m,mn’ -100\1 =
'xz m'—> oo E m= Studentovo
P A=
n — m, m n

Obr. 20. Souvislost modelovych rozd&leni.
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II. Odhad parametrd

.

10, #otody statistického odhadu parametri

Ve velké vétdiné pPipadd Jje cilem mé&Feni urdit hodnoty neznémych ve-
1:&in, které budeme oznadovat jako parametry. N&kdy je cfl Jiny, totiZ
poascuzeni sprévnosti jedné nebo nékolika hypotéz; v takové situaci se po-
ufivrs ;i stetistické metody testd hypotéz, kterymi se budeme strudné za-
byvat v &dsti III. V dloze urdeni hodnot parametr&'z namérenych dat bude-
me roxzliSovat dvd& moZnosti - prfimé a nepiimé mEfeni. V prvnim pP¥{padé jJe
m3fenyxs ddajem pFimo hodnota hledaného parametru,-v druhém'je souvislost
m&fen¥ch dat s hledanymi parametry vyJjédfena zadanym funk&énim vziahem,
tzv. modelem, PFimé m8¥eni{ miZeme samozfejmé& chdpat jako trividini »¥ipad
m&reni nepfimého. Odlidujeme je kwvili jednoduchosti,'ve Xteré vynikne
podstata statistickych metod. -

Vjoledky m&Fen{ jsou hodnotami néhodnych prom&mnnych, at i v alsled-
ku nghoénych chyb v procesu mé&reni nebo proto, Ze se samotny studovany
objekt ¥{df pouze pravddpodobnostnimi zdkxony. Hodnota paramétru odhadnu-~
t£€ z méfeni je tedy také ndhodnd a neJjipln&jif{ moZnéd informace o ni Je
jeji rozddlent, Budeme co nejdisledn&ji pouZivat statisticky termfn ochad
rarametru nisto b3Zné&j¥iho "uréeni" (nebo "zméfeni"), protoZe vyjadiuje
tuto poditatnou okolnost. Pro oznaleni odhadu parametru @ budeme uiivat
symbolu @.

Z jednoho scuboru namé&fenych dat je obvykle moZné sestrojit mnoho
riznych odn2dd hledaného parametru, Odhad ge funkef namd¥enych hodnot,
kterd se ve statistické terminologii oznalduje jako "statistika" (tohcto
terminu uZivat nebudeme). Z rdznych moZnosti je t¥eba vybrat nejvhodndj-
%4, spinujfc{ Fradu pPirozenych voZadavki. Zdkladni{ vlastnosti by méla byt
tzv., konzistence. Metoda odhadu se ozn=2&uje jako-konzistentni, konvergu-

;i-11 odhady ke skutelné hodnot& parameiru pFi zvEtSovéni poliu mdfeni,
Konzistence odhadu zaruluje, Ze s pomoci dostaten& wvelkého podtu m&Feni
dokéZeme "lokalizovati® neznémy parametr s libovoln€ welkou pTesnosti.
Mapriklaé zdkon velkych &isel (8§5) ¥ikd, Ze aritmeticky primér je konzis-
tentnim odhadem stiednf{ hodnoty. '

Dz218{ potFebnou vlastnosti dobré metody odhadu je nestrannost, Cahed
A - " 5 Y ;
@ perametru eo je nestranny (nevychyleny), jestlife jehe st¥edn{ hodnota
v2dy (rozumi se pii kaZdém poltu N namZFenjych #d=23j8) rovna 9,:

E(8)-8, = E(8-8 ) = O. e
nziatence a nestrennost jsou schematicky zmfzorn®ny ¥ obr., 21. Je tieba
-5 uvZdomit, Ze zudzeni hustoty f(g) pri zvéiéeﬁi poétu méreni neznexend,
58 konkrétn{ hodrota konzistentniho odhedm - mmsf bFt bifZ ke skutelné
hodrioté @, zv&t3{ se pouze pravdépodobmost. 2= sSe to stane.

. '|
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konzistentni ~ konzistentni nekonzistentni

nevychyleny vychyleny : vychyleny

8, 97

Obr,: 21. Hustoty pravdépodobnostl odhadu 9 ‘pro ruzné poéty N méfenych
udaji. o

Je-11i 9 nevychylenym odhadem € o9 neznamené to JjedtE, ﬁe nevychjle-
nym odhadem n&jaké funkce h(€,) Jje h(G). Nap¥ikled, mé-1li 8 standerdn{i
normdlnf{ rozd&lent, tedy stfedni hodnotu nula, mé kvadrét (8)2 rozdslent
n% se stfedni hodnotou 1 (srovneayhustoty v obr. 4 a 10). Pro st¥ednt :
hodnotu kvadrétu dosteneme z (3.4)

(&) = [E(é}] +D(G)s S | - 2y
odchylka od kvadrétu stfedni hodnoty je rovna disperzi D(G) ‘PFi zuZové-
n{ rozd&leni kon21stentniho odhadu s r03toucim pottem m&feni se vychyle-

nost odhadu h(8) zmensuje. Uplatnuae ae totiZ pouze malé.oblast argumen-
td, ve které se dé funkce h aproxlmovat llneérné (viz (3. 7)Y, '

Efektivnost odhadu

Vynodné Jjsou takové odhady, Jeaichi rozdéleni kolem hledané hndnoty.
je co neju¥si. Vhodnou mirou 3i¥ky rozdéleni 8 Je dlsperze D(G), k hod-
noceni efektivnosti pouZivéme podil D /D(G) kde D in je nejmensd{ moz-,

néd disperze mezi viemi odhady. Obvykle se darf celkem snadno najit asymp-.

tOthKOJ efektivnost v llmlté NaoD(N .je pofet zm&fenych ddaaﬁ) Je-11
D(@) Dpin? oznaduje se P krétce. aako efekthni odhad,

Odhad intervalem & oblasti hodnot.

Usté4lenou formou udévéni vysledkﬁ méfeni jsou intervalové odhady.
Nam{sto -jedné hodnoty 8 (to Je tzv. bodovy odhad) je odhad parametru vy- -
jédfen intervalem (ea, b)’ ktery se zadanou pravd&podobnosti P obsahuje
bledanou hodnotu €. To znrnemend, Ze pii opakovéni celéhc méfeni sice bu-
dou vychézet rﬁzné intervaly, ale zhruba v nP p¥ipadech z celkového poltu
n bude hledané hodnota uvnitf 1ntervaluo Pro zadané P lze najit vice in-
tervall s touto vlastnosti & je treba vybrat optimslni - to je nejdastsji
interval nejmensi délky(pro "nejpresntjsi lokaslizeci” nsezndmé hodnoty).
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Takto vybranému intervalu se ve statistice ?¥{kd konfiden&ni interﬁal 8

pravd&podobnostnim obsahem P, nebo interval spolehlivosti.

rozdélend
Intervalovy odhad jJje zprav1dla zaloZen na znalosti¥bodového odhadu

3. Velmi &asty Jje pripad, kdy mé 8 normélni rozd&leni se znémou disperzi
G% zdpisem :

ot c .

rozumime interval (3—6; Svsi, ktery mé podle (4.6) pravd€podobnostni ob-
sah P=0.683. Je to tzv. interval s Jjednou standardni odchylkou. Pravd&po-
dobnostni obsah 0.683 udédvanych interveld by m&l byt dodrZovén a v piipa=
d&, Ze je jiny, m&l by byt uveden spolu s intervalem, Hodnota P=0.683 ne-
mé jiné oprévnéni neZ tradici a souvislcsi se standardni odchylkou normél-
niho rozd&leni. Podobné& interval %¢26} podle (4.6) s P=0.954, se &asto u-
vdd{ jako ﬁjsledek mérenf{ - v pfipad&, kdy chceme standardni pravddpodob-
nost 0,683 zv¥tdit. Mezi délkou intervalu a jeho pravd&podobnosinizm vbsa-
‘hem je treba vybrat rozumny kompromis. =

Odhadujeme~1i n&kolik parametrd soudasné, uddvéme oblast hodnct, kte-
ré se zadanou pravdépodobnosti dbsahuje hledény bod prostoru paracetrd.
V nédsledujicich odstavecich se budeme hledénim takovych 1ntervalu a oblas-
_ti n&kolikrédt zabyvat.

Z béﬁnﬁch metod odhadu vybereme dv& nejdileZit&jsf, které zo;évidla
dévaji vysledky s poZadovanymi vlastnostmi (konzistence, efektivnost).
ProtoZe v tomto misté& chceme vysvétlit podstatné mydlenky metod, budeme
hovoflt o jednom parametru; technické .detaily postupu s véi3im polten pa=-
‘rametrd Jjsou v nédsledujicich ods;avcich (zejména §§ 15-17).

Metoda maximélni wvé&rohodnosti

Pfedpbklédéjme, Ze nezévislé nam&fené hodnoty Yyreees¥y Jjsou nshodné

&{sla popsand hustotemi f(y;|®), zévislymi na hledeném paremetru 8. Odhad
je mo¥né zaloélt na principu maximéini v&rohodnoti - najft ho tak, aby s
hodnotou 9 byla nam&fend data pravdepodobnéaﬁi nez s jinymi hodnotami 8.
"Hustota pravd&podobnosti N-tice nezévislych ndhodnych promZnnych je rovna
soudinu 3ednot11Vych hustot

PP doSazeﬂi nam&¥enych hodnot y; je L funkci ©, pro kterou zavedl Fisher
oznafen{ funkce v&rohodnosti a pouZil ji k¥ formulaci metody maximélni v&-
rohodnosti: pro hodnotu 8 mé L(8) maximum. Je nutné si uv&domit, Ze pro-
mZnné © nen{ ndhodné; zachdzime s ni tak, Ze zkoudime, jak velkou. vérOa
hodnost L majf Jjejd moZné hodnoty a pro odhad vybirdme bod maxima. 8 uz
oviem je ndhodnou proménnou, proto%e p¥i opakovéni m&feni vyjde jind
N-tice y; a tedy i jinéd funkce L(8).

_—c T

Podminku maxima L miZeme zapsat Jako podafinku mexima logeritmu L
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(L & InL maji extrémy ve atejnych_bodech)g

inl, =i‘__ln f(yi\ 8). ' (4)
i=1
V&rohodnoat mi¥e mit n&kolik maxim, D& se ukdzat, Ze prév& jedno z nich
dévé konzistentn{ odhad a v asymptotické 1limit® N300 je to meximum abso-
lutni. Pro kone&né N je v¥ak vybdr sprévného mexima v "patologickych" p¥{-
padech (maxim je vic neZ jedno) problematickj, obvykle je t¥eba hledat
dalsd informace o mdreném objektu.

V3echny ddaje potiebné k ur&eni‘rozdéleni odhadu 8 Jsou obsaZeny v
hustotéch f(ylle)' zdtraznime jedtd aednou, %e funkce vérohodnostl n(e)
nen{ hustotou pravdépodobnosti odhadu 8. Prakticky se hustota 8 dé najft
v ndkterjch jednoduchych a pritom dileZitych p¥ipadech. V nésledujicich
odstaveich uvidime, Ze odhady maj{ typicky rozd¥leni normdlni nebo blizké
k normélnimu. Obecng Je hledéni hustot odhadd zna&nd obt{#né, funkini zé-
vislost 8 na méfenjch datech y; - je déna pouze implicitn¥ - podminkou ma- :
xima ‘v&rohodnosti. Pot&sitelné Jje zgednoduéeni pro N2> ; za velmi obec-
nych podminek maj{ odhady, diky platnosti centrélnf limitn{ v&ty, normdl-

ni rozd&lenf. Pro disperzi o vychdzi v 1limit¥ jednoduché formule =z

D) aop r Slanyd ; e - - (5)
' 26° 6=0 itk '
je to zéroven minimélni moZné hodnota disperze. Odhad metodou maximélni
v&rohodnosti Je asymptotlcky efektivni,

Metod& neamenéich &tverch

Abychom mohli pouZit metodu maxlmélni vérohodnosti, musime zndt roz-
d&leni m&fenych hodnot v zdvislosti na odhadovaném~parametru. V metodé
nejmen3ich &tvercd stadf znalost zé71elost1 st¥ednich hodnot E(y. \6) a
disperzd{ D(y'le) na parametru 6, Odhad 8 hledéme, za pfednokladu nezévis-
losti naméfenjch Yis z podminky minima aouétu gtverch odchylek '

(6)

: Z[.Yi"l()ﬁlm]
=i iniae e Diyel6)
Vybiréme'tédy takovou hodnotu, pro kterou jsou c&ekévané (modelové) stred-~

ni hodnoty co ‘nejbl{Ze nam&renym Vi Pfitom po&itéme s tim, Ze pro hleda-
nou hodnotu 9, budou odchylky y;= E(y ]6 ) zpravidla tim vErsL, &f{m v&t3{

Jje disperze y;. Proto jsou v sumé (6) kvadréty odchylek ndsobeny tzv. va-
nou 1/D(y;|€). &im v¥tsL je dieperze i-tého bodu, t{m men3{ je jeho véha
a relativn{ pifi{sp&wek do soultu; podminka minima S povoluje v tomto bod& .
v&t5{ odchylku, Naopak, modelové a nam&fend hodnota s malou disperzi mus{
byt blizké; velkd véha v soudtu Stvercd ovliviuje vybér odhadu v tomto

eméru,
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Odhad 3 gse nezm&ni, nédsobime-1li v3echny &leny v sou¥tu (6) stejnou kon-
stantou. To znamend, Ze neni t¥eba zndt v3echny disperze D(y- IB), stadf
jejieh relativni velikosti, Jaou-11 v3echny D(y |8) stejné a nezévzslé

na 8, neuplatni se v odhadu 8 z nejmen3ich Etvercﬁ vibec; potom hledéme
minimum aumy

s = {\;[yi-E(yil e)] Z:[y--f (e)'_]

i=1

: (7)

Zde jsme zavedli nové oznadeni fi(e) pro funk&nf zévislost i4té hodnoty
modelu mEFenych hodnot na parametru. Takovy zdpis- je b¥Zny v situaci, kdy
mé&fené hodnoty-.yi Jjsou souXtem

yi = £;(0)+g (8)

hodnot modelu a ndhodné chyby E; s nulovou stiedni hddnotou. Casto Jsou
mé&¥ené ddaje ziskény pii rﬁznﬁch (zndémych) hodnotéch né&jakého parametru
x, coZ zapi¥eme symbolicky jako

yy = £x;,8) + E.. 9)

d% linedrafho modelu, kdy E(y; [6) lineérni funkef @ a D(y;|8). ne-© nezé-
visi. PFedev3im jsou odhady z minima S linedrnimi funkceml Ty Jsou ne-
vychylené pii libovolném N a majfi minimdlni disperzi ze véech moZnych ne-
vychylenych linedrnich odhadd (Gaussova-Markova v&ta), Tyto vlastnosti

" mezévisi na rozd&leni dat, jsou dény pouze linearitou modelu. -

Rozd&leni dat

Maji-11 méfené hodnoty y; normélnf rozd¥lenti (4. 1) se stfedniml hod-
notami f; (&) a disperzemi 62 nezévislymi na 6,

- [y -f, (9)] } i ' s
f(y.le) = = ' (10)
e T6, { - _

vyjde velmi Jednoduchd souvislost logarltmu vérohodnosti (4) a soudtu
Etverch (6): ‘

Pozoruhodné vlastnosti mé odhad metodou neamenéich ¢tverceld v pifpa- l

-£, (8)
1nL = Z [yl ] - ln(JE‘l—fGi}= -%- ZM(J—_G' ). (11)

=1 2 5

Protoﬁe druhy élen na pravé strané (11) na @ nezévist, max1mum vérohod-

metody odhadu Jjesou v tomto pi"ipadé ekvivalentni.

Data, které maj{ pPibliZn& norméln{ rozd&leni, se ‘prakticky vyskytu-
jf velmi Zasto; jejich zpracovéni budeme v&novat. nejvét3i pozornost. Je-11
rozdéleni jiné a pritom znémé, jeé obvykle vyhodné vyuZit metodu max;mélni
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v&rohodnosti. S odhadem parametri z dat s rozdélenim Jjinym neZ normélnim
se setkéme v §§ 13-15. V pi¥ipadé nezndmého rozd&€leni dat je zpravidla
preferovéna metoda nejmendfich &tvercl, diky jejim optimdlnim vlastnostem
pro linedrni modely (nezdvisle na rozd&leni). Formulace odhadu Jje jedno-
duchéd a nédzornd, coZ Jjist& piispivd k popularit® této metody; pouZivéd se
velmi &asto pro nelinedérni metody, kdy uZ diskutované optimélni vlastnos-
ti neméd.

Volba metody odhadu by m&la byt adekvétni dileZitosti Fe¥eného pro-
blému a nérodnosti experimentdlni préce. Bylo by nesmyslné znehodnotit
vysledky obtiZnych m&¥en{ na drahjch aparaturich jednoduchou neefektivni me-.
todou. Na druhé stran& Jje v mnoha situacich hledénf optiméln{ metody ne-
pfim&fené nérodné, mnohem vyhodn&js{ miZe byt pouZiti mélo efektivn{i me-
tody s tim, Ze pot¥ebnou pfesnost zajistime t¥eba opakovénim mEfent,

Poznémka o inverzni pravd&podobnosti

V pfedchozich dvahéch Jjsme hledany parametr Gd povaZovali za pevnou, -
i kdyz neznémou, charakteristiku mé€¥eného objektu, které se projevi v roz-
dsleni odhadu 8. Pomoef symbolu podmfin&né pravd&podobnosti (§1)- oznadime
_hustotu odhadu f{ele ). Fekt, Ze rizné hodnoty B vedou k rdznym rozd¥le-

lenim odhadu umninuae formulaei pravdépodobnostnich zévéri o souvislosti
hodnoty ) ziskané z konkrétniho méreni s hledanym. 0,

: O problému hledéni 9 se dé4 hovofit dpln& jinym zpﬁsobem. pozoro-
vanéd hodnota 8 specxflkuae, které z moénjch hodnot 6 Jsou vice a které
- méné&- pravdépodobné Tento pohled na.prcblém odhadu Je vyJjédren zavedenim
:rozdéleni p(8, l@) ve kterém je 8 proménnou a 8 podminkou (obrécen®, neZ
v hofejsf hustot& f(@]@ )). Pravd&podobnosti p se oznaduji jako inverzn{.
Pou¥it{ pojmu inverzni pravd&podobnosti miZe byt velmi p¥itaZlivé; otdzka
" Jakd je pravd&podobnost toho, Ze skutelnéd hodnota je 8, , kdyZ z mé¥ent

vychézi 9?“ se zdé byt poloZena sprévné. Manlpulace 8 p(@ IB) je zaloZena
na anesové teorému- (1,10), presn¥ji Fefeno na jistém zpﬁsobuhaeho inter-
pretace. Nebudeme se.timto prdblémem zabyvat, odkéZeme pouze na podfobnou
a zajimavou diskusi v knize [14]. PridrZime se b&¥ného chépéni{ odhadované
vellﬁlny Jjako neznémé konatanty a inverzn{ pravdépodobnost p(@ le) pouzi-
vat nebudeme., :

11. Pr{klad m&ien{ &asového intervalu

Ukéﬁeﬁe, jak se dajf prostfedky teorie pravd&podobnosti a matematic-
ké statistiky ﬁouﬁit v konkrétnim p¥{pad® - p¥i zpracovéni dat ziskanych
rutnim méfenim_znémého ¢asového intervalu to=2s z prikladu v § 2. Cely po-
stup zalo¥{ime na piredpokladu, Ze se rozdéleni nem&¥enych hodnot dd dobfe
aproiimovat normdlni hustotou; k posouzeni vhodnosti této aproximace se
vrét{ime na konci tohoto paragrafu. Ve co se dd fici o Zetnostech moZnych
visledkd m&fenf je tedy obsaZeno ve dvou parametrech normélnfho rozd&len{

=
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Stifedni hodnota Jje rovna hledané veliling to a disperze Gz(nebo atandard-l
ni odchylka®) charakterizuje chyby mé&feni.

f(ti) =

Zapomenme na chvili, Ze stfedn{ hodnotu t  znéme; nasfm dkolem je
odhadnout t_ a 6° z nemd¥engch hodnot t;,i=1,...,200, Ptéme se: kterd

gisla t, @ 62 v normélnfm rozdsleni nejlépe souhlasf s tim, co jsme ve l
dvou stech m&Feni zaregistrovali? Nejlep3{ dosud znémé odpov&d na tuto
otézku je ta, Ze je tieba parametry nejit tak, aby s nimi byla prévé ta-
to naméi¥end data nejvérohodn&js{ (§ 10). ProtoZe predpoklédéme nezdvis-
lost jednotlivych t;, je hustota pravdépodobnosti N-tice v¥sledkd rovna
soudinu hustot (1)

N _ {t.-t -
L = exp[ ——]-'——-—9—*-—].
: I—l 6V2 T 062 J

Fa

A g N
.

(ti"‘to) a

=]
Mz.

o
it

|
fl

Podminka maxima L vzhledem k t Jje totoﬁné 8 podminkou minima eouétu

¢tvercl odchylel-: ti-tye _ _
Z kompletnich dat (N=200) vychézi v naﬁem pi‘ikladé t =1, 992815,

V 2 =0, 13353._'1‘0 jsou ovdenm hodnoty néhodnych promérmy;:\h - pfi opakové-
n{ celého experimentu budou vychdzet rdznd. Rozdéleni t, je podle (4.8)
a (1) normélnf se st¥edni hodnotou t a disperzi D(t )= 6’%’1‘! Rozdéleni

>

néhodné prom&nné NG /62 Je ’}(2 s N-1 stupn&m volnostl (§ 8); 6 ze vztahu
(4) se toti% dd napsat jako sou¥et N-1 kvadrét.ﬁ nezévislych linedrnich
kombinac{ veli&in tg 10 2 nichZ kaZdd md atf‘edni hodnotu nula a disperzi .

Meximum v&rohodnosti L najdeme nejlépe Jjako maximum funkce
2 N -t N '
1nL(t°, 6°) = - E ~ st S (TREEaaate '
. E : S
i=1 2‘:.!2 =
7 podmfnek maxima '6(1nL)/3t = 0, 3(1:11,)/66\2..0 dostaneme odhady

' 62, Instruktivni je ovéFeni tohoto . Dro N=2, Odhad. &2 je vzchyleg.
v-yade

protoZe st¥edni hodnota rozd&leni XN 1 Je N-1 (viz(8.2)), odkud

st¥edni hodnota E(GZ) = 62(Nn- 1)/N#62. Podrminka konzistence odhadu G ov
fSem spln&na je (pro N5®© Je E(ez)-—yﬁ ). Je z¥ejmé, Ze nevychylenym od-.
hedem disperze 62 je veli&ina ' . ‘I
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hﬁ! A2

o5, N ik N2 _ :

B =i 9 N_:_Z“f%’ 5. (4a)
i=1 ;

pre v&t&i N je oviem rozdil mezi'odhady {4} a {4a) nepodstatny.
Fal
Znalost rozdéleni t a 62 umoZnuje zfcrmulovat v¥eledek md¥eni, to-

ti? pravd&podobnostni zévéry o souvislosti t s hledanou hodnotou t . Né-
hodné promé&nnd .

(-t JER Dt
wfx?/[(n-l)egl J?/(zé-l)

mé podle (8.8) Studentovo rozd&lenf s N-1 atapném volnostlo Ozned{me-11
: N

asl& i
b =71 Y N(N=1) E (ti'to) ’ _ (6)

(5)

miZeme vypoéist pravdépodobnost fe 1, leZf v intervalu (%t wké't +k5)

tt—t

[t. (:(t -kS £ +ké‘) = P( —%:—941:)- (K)~Fy_; CK)=2F . (K)-1, =

1
pomoct distribuni funkce Fy_, Studentove rozd¥lenf s N-1 ‘stupném volnos=
ti. ProtoZe p¥i N-1=199 je Studentovo rozdéleni prakticky totoZné s nor-
mélnim, je pravdSpodobmost (7) rowns O.683 pro k=1 a 0,954 '
pre k=2 (srovnej s {4.6)). M¥li bychom zachovat konvenci & udat jako vy;;"
sledek méfeni intervalovy odhad s pravdépodobnostnim obsahem 0.683, kte-

rym Jje t 1:8

iy 9928 £ 0,0095)s. ' e ; (8)

Shrneme smysl tohoto vﬁaledku S pravdépodobnoeti 68.3% obsahuji takto
ziskené intervaly t 15 sprévnou hodnotu t, (pfi mnohondsobném opakovéni

bude v 68.3% pfipadﬁ L. mezich intervalového odhadu, ve zbylych 31.7%
mime n¥), Pritom vime, ;akjm zplisobem musime zm&nit délku intervalu, aby
se jeho pravdépodobnoatni obsah zménil. Chceme-1i “mit vEt3L 3istotu" Ze
jsme sprévnou hodnotu.v intervalu zachytili, muaime ho zv&t3it. Vyhovuje~
~1i pravd&podobnost 95.4%, vezmeme interval t = 25'° obecny névod je pod-
le (7) obsaZen v distribudni funkci t-rozdéleni.

Odhad podle (8) sprévnou hodnotu ts =2g obséhuje; hru néhody bychom
pozorowvali Oparovénim m&feni{. Méme véak dobrou moZnost ilustrovat statis-
tické zékonitosti tak, Ze budeme naméfeny soubor dat povaZovat za opakova-
né méreni (¥ekn¥me Ztyricetkrét) mendftho po¥tu hodnot (pdti), Vysledné
intervalové odhady s N=5 Jsou graficky znézornény ¥, obr. 22 svislymi dasel-
kami, jejich% stfed je v t a krajn{ body v t —3' t-+$

Z prvnich ¥ty pdtic ty nap¥iklad vysly odhady
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Obr. 23. Distribudnf funkce F(k) Studentova rozd&leni. Nakresleny hodno-
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(2.030%0.032)s, (2.058%0.059)s, (1.963%0.057)s, (1.862%0.025 )s., (9)

V obrézku 22 vidime ndzorn& souvislost odhadu & sprdévné hodnoty. Shodu
pravd&podobnostnich tvrzeni o intervalovych odhadectn: a pozorovanou skute&=
nosti poscudime kvantiitativné,

Ze Ety¥iceti interveld v obr. 22 jern dvacet obsahuje sprévnou hodno-
tu t,. S pomoci tabulek v dodatku D2 zjistime, Ze pro N~1=4 stupn& volnos-
ti ae pravd&podobnost {7} zhruba P=0.62 (& ne 0.683 jako v pripadd velké-
ho Ni) pro interval %-—5} teje k=1. Polet n p¥iznivych pFipadi (interval
obsahuje to} Je néhod: - veliCina s binomickym rozd&€lenim. Jeji st¥edni
hodnota je 40x0.62=24.8 = odmocmine z disperze Y(40x0.62x(1-0.62)) = 3.1
(viz § 7). Krom& velmi pravd&podobnych hodnot (25,24,26 atd.) se tedy pri

i opakovéni celéhc pokusu oblas objevi pondkud mensfi nebo vEi3{ pofet prize-
s : nivych pripadi. PouZijeme-~li aproximace binomickéhc rozdé&leni norméinim,
i dostaneme pomoci distribudni funkece (4.5) pravdé?odobnost, %e polet piiz-
? nivych pripadd bude mensi neZ st¥edni hodnota alespon o tolik co v naZem

pFipadd:

P(ng 20,5)»«@%) ~0.083 .
3.1 _
Neni{ tedy celkem Zédny divod k podez¥eni, Ze naSe intervalové odhady ne-
maji poZaedovany vyznam. Pokud jde o polet p¥iznivych p¥ipadd v obr. 22,
pozoroveli jsme prost& vysledek, Ktery se objevi zhruba jedenkrét v kaZ-
dych dvandcti opakovénich. =2 :

Horejd{ dvaha je jednoduchym prikladem statistického testu hypotézy.
Testovanou hypcotézou je pravd®podobnostni obsah P=0.62 intervalového od~
hedu, pfedpovidajici;prostfednictvim binomického rozdéleni pravd&podobnos~
ti viech moZnych vysledkd. Je-li pravd&podobnost pozorovaného vysledku
pr{1is mald, méme pochybnosti o sprévnosti hypotézy. Z¥ejm& neni moZné
urdit piesnou hranici pravdépodobnosti pro zamitnutf hypotézy, protoZe
i mélc pravdipodobné Jjevy mohou nastat. Musime se smi¥it s omezenymi mo%-
nostmi, které méme pfi studiu néhodnych jevi. To samozfejm& neznamend, ze
vysledky statistickych testd jsou bezcennd. Kdyby polet piiznivych prips-
dd v obr. 22 byl napfiklsd jen 15, m&li bychom pédny ddvod k domn&nce, Ze
je testovené hypotéze nesprdvné (takovy pPfipad, pokud je hypotéza sprévné,
nenastévd Eastéji'nei agi jednou v tisfci pokusech).

Chceme~1i udet intervalové odhady s N=5 ve standardnim tvaru, t.j. s
pravd&podobnosti (7} rovnou 0.683, musime zvolit k=1.142 (viz tabulku ¥
dodatku D2). Pro P=0.954 je tfeba & ndsobit faktorem k=2,858; .z takto zwéi-
Senych interveld v obr. 22 pek u¥ jem t¥i (4.,12. a 33.) neobsahuji hodno-
LAVER 4 —25, coZ je v dobré shod® se st¥edni hodnotou polftu priznlvych pii-
pad& 40x0,954#%38.2. Stoji zetc viimnout si odhadu ze gtyrté pdtice (po-
slednti v (9)); i iotc se "“ndhodou” miZe stét (s pomoci tabulek v D2 zjisti-
me, Ze o n&co mén& jak v jednom ze sta pokusd). DileZitym faktem je nutmost
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zvétdit interval t -5' fektorem k pro dosaZeni poZadovandho pravdépodob—
nostnfho obsahu P, a to tim vice, &im mend{ je po¥et stupnd volnosti N-1 l
a &¢im vé&tdf je P. To je v1dét pi"ehledné na distribu&nich funkecich Studen-

tova rozd&len{ v obr. 23. !

Rozd&leni nam&ienych hodnot

Odhady {4) jsou zaloZeny na pFedpokladu, Ze naméfené hodnoty magf '
normélnf rozd&leni (1). To vdak miZe byt nenejvyd aproximace: pfedeviim
vime, %e t; mdZe nabyvat pouze diskrétnich hodnot, i kdyZ dosti jemn& od-
stupnovanych., Ddle je zfejmé, Ze vysledkem méfeni nebude nikdy zdéporné
&1{8lo, existuje jist& i horni hranice. Presto je normélnf{ rozd&leni{ v tom-
to pfipad® velmi dobrou aproximaci., Cdsteln& je to viddt v histogramu v 0
obr. 2. Je tfeba si ov¥em uv&domit, %e ¥etnosti v jednotlivych sloupcich |
jsou néhodné veli&iny (s multinomickjm rozd&lenim, § 9)., Mohou, podle
(9.4), siln& kolisat kolem st¥ednich hodnot a tim zt&Zovat srovnéni s pri-
b&hem hustoty pravdépodobnostl. Lep31 je pouZit tzv. empirické distribul-
ni funkce - z
: 0 pro t<t(1), : '

Splt) ={i/E pro t€ {t(i), t(i+l)), 1-1,...,N-1, (10)
1 pro tyt(N), : : .
kde t(1),...,t(N) je N-tice vysledkd m&¥ent tisecesrty usporddand podle ve=

likosti od nejmen3{ k nejv&t3{ hodnot¥. Funkce (10) mé skok velikosti 1/Npg
v ka¥dé nem&Fené hodnot&. V 1limit& N-o0 ge bliZ{ k distributn{ funkci né-.
hddné-prdménné, kteréd m&Feni popisuje. Srovnéni norméln{ distribusni funkei
se st¥edni hodnotou a disperz{ odhadnutou pomoci (4) s émpirickou disiri;.
budni funkei (10) je v obr. 24. Maxima odchylky obou zdévislost{ se dd vy-
uZf{t k presn&jsimu posouzeni shody (Kolmogoroviv test, § 21), zde se spo-_
kojime s kvalitativnim konstatovénim gouhlasu emplrlckého a hcypotet.lckého.
rozd&lend.

Aritmetické priméry {\0 nam&¥enych hodnot jsou také rozdileny zhruba .
norméln&d. I kdyby namé¥end data m&la jiné rozd&leni, podle centrélni li-
mitnf v¥ty (§ 5) je prom&r esymptoticky normélni. V obrézku 25 je empirice
ké distribudni funkce &tyficeti prﬁmérﬁ z pétic po sob¥® ndsledujicich naf.
m&¥enych ddaji a normélni distribu¥ni funkce se stredni hodnotou jako v
obr. 24, disperze je zmen3ena p&tkrét. Je tfeba si v3imnout rdznych m¥¥{-
tek &asové stupnice v obou obrézcich. -

Pro rychlé kventitativni posouzeni ahody naméi‘enych dat s normélnim

. rozd&lenim je moZné pouZit hodnot empirickych koeficientd asymetrie a

excesuﬂ_ " :
Z(t ~t5) /N 2 (by-t )/ '
i=1 i PE= ¢ ; : (11
&= » By TN =0 =3 _
3/2 (t.~-t_)°/N .
S (bt /K > esty)
i = ‘ B




Obr. 25. Empirické distribudni funkce
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Obr. 24"Empirické-&ietribuéni'funkce z dvou set nam&Fenych ¥asd (plnd &&-
ra) & nypotetické normélni distribudni funkce (&gdrkovand &&ra)..

oy -

&éra) a hypotetickd normélnf distribudni funkce (Zérkovanéd &4ra).
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co¥ jsou odhady asymetrie y7 (3.8) a excesu 3’2(3.9). Pro normélni rozd&ie

ni ofekévéme malé hodnoty & a 8y, protoZe §;=y>=0.g,,8, jsou ale hodnota-

- mi ndhodnych prom&nnych se stiedy nula a disperzemi

D(g, )~> % , D(g,)> %—é- pro N3, (12

s asymptoticky ‘normélnim rozd&lenim, Z nalich 200 hodnot ti vychéz{
gl=-0.218, 82=_0' 108, Odlisnost od nuly je mélo vyznamnd, protoZe st¥ed-

n{ kvadratické odchylky jsou podle (12) zhruba 1[D(g1)';60.1'?,‘ D(ga) ';:-0.35-
s pravd&podobnosti 68,3% Cekdme & Vv intervalu £ 0:17, g V intervalu
2035. -

Divody k pouZitf normélni hustoty (1) v naSem p¥{kladé jsou tedy né-
sledujfci. Shoda s namd¥enymi daty je netolik dobré, Ze ani pro skutedné
neznémé (diskrétni!) rozddleni nemiZeme &ekat vyrazné zlepSenf., PFitom 1-

dostaneme jednoduchym zplsobem optimélnf odhad m&Fené veliiny a jeho i
pravdépodobnostnfcharakteristiku. Vysledek m&Feni (8) nemdZeme podstatné.
zlep8it hledénim a zpracovénim jiného rozd&leni, které by snad lépe vy-
stihovalo situaci (diskrétni, zhora i zdola ohraniZené). Jednou v&tou:
norméln{ rozd&leni je zde aproximaci, které poskytuje v3e co k dosaéeni
cile poti¥ebujeme.

12. 0dhad pflmo m&fenych hodnot : .

~ Podstata statistického odhadu pFimo méf'enj'ch hodnot rozdélenﬁch nor-
 mélnd je popsdna a ilustrovéna na p¥fkladu konkrétniho m&feni v pFedcho- '
zim paragrafu, V tomto odstavci postup zobecnime pro pifipad rtznych vah
nam¥ienych hodnot a shrneme do pfehledu jednotlivyeh krokd zpracovéni dat..

Pfedpokléde jme, Ze méme soubor nezévislych naméfanfc_h hodnot
Yyreees¥y, 8 normélnim rozd&lenim kolem hledané st¥edni hodnoty 8, & s dis-u

perzemi 51,...,€§ :- _ = i 3 I

Ply.) = —3L — exp -—-i—]. ' _ (1)
ok yom 6" [ 262 '

Rozd¥leni{ néhodného vektoru s komponentami Fyreees¥g Je tedy normélni s .
diagondlni kovaria&ni matic{ D, i-ty prvek v diagondle je Gg (§ 6); 2z

piSeme ji ve tvaru 1 e - f
5 G 0 =
WZ. 0 4/‘-’«‘1 :
p = 62w L = 6° . =62 . (2)
~ o~ -
. .
0 wN t 0 /W’N

: =D =0 = =
v je matice vah; jejimi prvky Jjsou kladné &isla wi-—ﬁ /65_ oznalovanéd jako
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véhy jednotlivych nem&¥enych hodnot. Hodnot#& E?z se ¥1ké disperze pro jed-
notkovou vdéhu,. Pfepis D= 52W’1 nen{ jednoznalny, viechny véhy miifeme né-
sobit stejnou kcnstantou a tuu pak vyndsobit i 6%, Smysl vah je z¥ejoy:

jejich podfl w, /w Jje roven podilu disperz{ GQ/E méfeni s men3{ disper-

z{ mé v&t3{ véhu, musi se vice uplatnit v odhadu st¥edni hodnoty. Pfedpo-
klddejme, Ze Jsme nékterému méFen{ priradili pevnou véhu, nejlépe jednot-
kovou, & t{m jsme definovali rozklad (2) Jednozna&né&, Pi#ipad m&¥eni se
stejnymi vaheami dostaneme volbou W=I, kde I je jednotkové matice. .

Odhad st¥ednf hodnoty Go

Logaritmus v&rohodnosti (10.4)N-tice y; de

N 2
P S e B el flhgfr + 3-1n 21, (3)

3 S ; A Z ‘ in
Maximum funkce vw&rohodnosti L nastane pro takové =8, pro které je-lnL
(neboli suma &tvercd odchylek) miniméln{; z podminky 31nL/38=0 vychdzf

i

~uIEy Wiy
W-s
S

i

o>

. (4)

Qahadem 8, metodou maximéln{ v&rohodnosti nebo nejmensich &tvercd je vé-
Yend st¥edni hodnota vSech df1¥fch vysledkd, Rozd&leni 8 je podle (4.8)

normdlni se st¥edn{ hodnotou a disperzi

ZE:W Gz/w . g?
A : i ;
E® = o, D) = o e
(2::w- )2 ZZZw.
j=1 1 j=1 1

Odhed 6, intervalem pfi znémém &

Znéme-1i hodnotu 6, miZeme vyuZit vztahu (5) k urenf intervalu, kte-
ry obsahune 8, se zadanou pravd¥podobnosti. Nejkratd3{ z takovyjch intervald
mé stied v 8. Ozna&ime standardn{ odchylku rozd&leni 8 symbolem 5' tedy
podle (5)

N : : : _ .

i=1

S pouZitim dlstrlbuéni funkce (4.5) normélniho rozdéleni mifeme vyjddiit
pravd€podobnost, Ze 8, leZ{ v intervalu B—RS :

p[eoécﬁ-k& 31-1:8)] = P( 1—5-9-‘00 = Qo-§-0= 2. (7

K poZadované pravd¥podobnosti P tedy najdeme pot¥ebny nésobek k standard-
n{ odchylky{g. Pokud k intervalovému odhadu nepoddéme jiné vysv&tleni, m&l



- by mit pravdépodobnostn{ obsah P=0. 683 a tedy k=1 (1nterval 9-3') intewal
6%25 mé P=0.954, viz (4.6).

-59 -

Odhad neznémé hodnoty 62 !

Pokud disperzi pro Jednot'kovou véhu neznéme, miZeme Ji odhadnout op&
z podminky maxima v&rohodnosti L, &ili 31nL/3(6 ) = 0. Ze vztahu (3) vyja.

":‘l‘*Z w(y-9)2 v BSlmE ey (8)

é’z Je ov3em ndhodnéd velifina, D4 se dokézat, Ze Ngz/s2 mé Xa rozd&leni s ‘l
N-1 stupném volnosti; lze Ji vyjédf-it Jako soudet N-1 kvadrdétd nezévislych
linedrnich kombinac{ Jednotllvych DR z nichZ kaZdé mé st¥edn{ hodnotu nu
la a disperzi 1. Dvojice y--9, 33'9 nezévislé nejsou, ka%dé yy,...,yy vy-
stupuje ve vztahu (4) pro 8. Odhad (8) je vychj'leny, protoZe Jeho stf‘ednf!
hodnota nenf rovna odhadovanému 6°: :

'E(ﬁ_ ) = (G2/ME(NG/6D) = 62(N-1)/R<E2, Nevsehfleny odknd tedy mbze byt !

~y A e ’ .
6= b "‘:«".IZW (.v -8, ' = <88>.

‘nen{ to uZ ale odhad negvérohodnéaéi. (N-1)6'2/62 ndé rozdéleni 'X2 N-1° ‘pro

v&t3{ N je rozdfl mezi odhady (8) a (8a) nepodstatny. Znalost rozd&leni
prom&nnych 6 resp. hQ umoZnuje formulaci intervalovych odhadd hodnot.y 62
s pfedepsanym pravd&podobnostnim obsahem (odhadnout “chybu 6'(6') chyby 6
K tomu sta¥f wyuzit distribu¥nf funkce rozdéleni X

Odhad 60 intervalem hodnot p#i neznémém G'_ ; : :

Je-1i hodnota © neznémd a odhadujems Ji z nem¥¥enych dat, je'-_kozist
~ ce intervalového odhadu pro €, o n&co sloZit&jsl neZ v predchozim pripady
(7). VyuZijeme faktu, Ze podil

- (6-0,)/4p(® 66, el o il
SR -] Ju?/[cx-nz:wi]
i=1

mé Studentovo rozd¥lenf s N-1 atu;mém volnosti (§ 8). S oznaéenim .
A a5 Z :
§ -5 1 Z\N;wi(_yi-e)z : (10 .
](N-l)Z:w V (N-I)le A=1 e =l
e :

dostaneme pravdZpodobnost ' 2 : .

A
AL AATTA 6-6 |
P[eoé(@'kg-‘?*k&] = B( l——flac) = FN_I(k)-FH_ll(Tk)=2FN_1(1:)—1_ _(11).



.

O
vyjéddfenou pomoc{ distribudni funkce Fae 1 Studentova rozd&lenf s N;l e{uﬁ;
n&m volnosti. Prehled o souv1slost1 k a P poskytuje obr. 23. V 1limit% Nyoo
je t-rozd¥leni norméln{, § ze vztahu (10) je standardnf odchylkou odhadu
9 a interval g—S(t Je pro k=1) mé pravd&podobnostn{ obsah P=0,683. P¥i

zmenSovéni N je treba pro zachovéni P zv&tSovat k, a to vyrazn&ji pro vét-
51 pravd&podobnosti (obr. 23 nebo tabulka v D2),

Kontrola rozdé&leni dat

Sprévnost pedpokladu o normélnim rozd&leni (1) mé¥enych hodnot se dd
d&inn& posoudit pomoci statistickych testl dobré shody (kapitola III). Zde
se omezime na orientadni posouzeni nofmalipy souboru dat pomoci empiric-
kych koeficientd asymetrie & excesu

A3 N i
ﬁwi(y.—ﬁ) izzg_ Wi(yi—9)4

2 : a2
E W (y -9 7 w.(y.~-8)

gl=“r_

Jsou to odhady asymetrie (3.8) a excesu (3.9), které jsou pro normélnf rogz-
d&leni nulové. ;
Disperze néhodnych prom&nnych gy185 Jjsou

: i S
D(g. ) =_EN(N-1) , Dig,) = —24N(¥-1) : (13)
8 (N=2) (1) (F+3) £ (N-3)(N=2) (N+3) (B+5) 2

rozdéléni g 2 & Jsou asymptoticky normélnf. Vyjdou-1i hbdnoty (12) dale-
ko od ﬁuly, méme podezient, 2e‘roﬁdéleni dat normélnf neni. Vysledek
.Igll?_,- 2\19(31-) nebolgzP,Z\lD(gz)_ vétSinou povaZujeme za vyznamny nesouhlas s
predpokladem, protoZe takovy pifpad nastédvé p#i norméln¥ rozd&lenych datech
z¥idka (mén& jak v 5% pripadi). :

Népadn& vybofujici hodnoty

~

Velmi &asto se stane, e odchylku od o&ekévaného rozd&leni dat zpﬁsobu—
jen jedna nebo ndkolik mélo népadnd velkych nebo malych hodnot. Jejich pfi-
tomnost byvé zplsobena neZéddoucimi vlivy p¥i m&feni, jako je chybny zépis
udaje nebo néhodné krétkodobd porucha mé¥ici aparatury. Je moZné ndpadn¥
vybolujici data vynechat a tim m&¥eni "zachrénit®, Pfitom je treba postu-

‘povat velmi opatrn& a s uvdfenim moZnych pf{&in vybofeni, protoZe vynechdé-

ni dat, které do souboru pat¥{f, je rovn&Z neZédouci{. Rozhodujici Je zna-
lost konkrétnfho procesu m¥fenf, statistike mi%e poskytnout pomocné kri-
teria pro vylou¥eni nefekan® velkych nebo malych hodnot.

Pro ddaje Yysee-sYy 8 normélnim rozdélenim (1) se dd snadno najit
rozd&leni maximélni hodnoty b S Pro jednoduchost zdpisu dvou nésleduai—
cich formulf poloZime 8=0 a G§=1; pro ka?dé y plati
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Obr. 26.
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Obr. 27.

. a1 | 1 : 1 i

g : a e
- _ ‘ Ymax
Hustota nejv&ts{ z N-tice nezdvislych hodnot se standa
normélnim rozd&lenim, '

m

%

! I L : T : 1

-

; « 1 1
10 ' : 100 1000
N

ReSent m bovnice_(12.16} v zévislosti na po&tu N normélnd roz-
d&lenych hednot; p je pravd&podobnost, ¥6 Y oc? 90+m6'.
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Bly . 4y) = PTCr o o B vl Pl ce). .. Doy esi IBHE ties
max yl y yh y yl y o }Fﬂ(y y o \14)

To Jje distribu¢ni{ funkce Fyly . x) meximéini hodnoty; vyjde tedy rovna N-t¢é
mocning integrélu pravdépodobnoeti (4.5), Odtud dostaneme, & pomcci (2 9,
hustotu

2

i N-1,. 1 J
—Fy(Tpay) = N@ (ymax)mexp (= —2=

dymax

fN(ymax) X, | {15)

Hustoty (15) jsou nekresleny v obr. 26. S rostoucim N se rozd&lent Youy
posouvé k vEtSim hodnotém a zuZuje se. Napiikled pro N=1000 je s velkou
pravdépodobnostf y_ € {(2.5,4.5), pravddpodobnost Ypex >4 Je meld, Vrdes- '

me-1i se ke st¥ednf hodnotd §, @ disperzi Gg v rozd&leni (1), dostaneme
ze (14) pravd&podobnost

y""e J - ;
p =F[(—-—"L——3) >m] =21 -@h(m} {16y
61 max

toho, %e odchylka y; od , prekrof{ m-nésobek stendardni odchylky &;. Pro

t¥i malé hodnoty p je v obr. 27 nakreslens zévislost m na N. Je vidst, Ze
v odiivodn&nych pripadech miZeme vynechat takové hodnoty‘y{, které jsou

e . Sgs .
o 3-a% 4- nésobek G' vEt3{ neZ odhad 8, (poéitany oviem bez vynechévanych

hodnot); pravd&podobnost, Ze do souboru patf{ Jje velmi mald, Stejné se ds<
ai posuzovat nédpadnd melé hodnoty - mens{ ¢ m- ndsobek 61 neZ 9«;

13. Pr{kled méFeni doby Zivota &éstice

Nestabilni &dstice maj{ omezenou dobu Zivote =~ rozpadajf =e. Rozped

je néhodnym jevem, ktery se dé dobfe popsat exponencidlnim rozd¥lenim {§9):
1 . t ; ;
£{t) =— -—) . (1)
(t) T exp ( < _ |

£(t) je hustota prevdpodobnosti, Ze doba které uplyne mezi vznikem & rog-
paden &éstice je t. Cely proces je popsén jedinou konatentou T Too které
¥{kéme dobs Zivota., Je to strednf hodnota rozd¥leni (1), které zéroven
uréuje i disperzi (viz(9.12)):

: ; 2
E(t) =T , D(t) =T . _ (2}
Pivot &déstic miZeme pozorovet pomoci stopy v registra¥nim zafizeni, etopz
zei{né v mist& vzniku e kon&{ v miat® rozpadu. DokdZeme-1li urfit rychlost_
pohybu kaZdé &édstice, miZeme z délky stopy vypolist dobu mezi vznigg%gaeno
Predpoklddejme, Ze jsme sledovali N ¥dstic a ziskali N-tici nezévie-
1fch hodnot ty,ecety. I kdy% se ném podarilo potla¥it néhodné chyby v




procesu méfeni na zanedbatelnou udroven, jsou t; néhodné &fsla s ro‘zdélenj
(1). Studujeme néhodny jev; cflem m&Fenf je ur&eni kcnstanty’(: jejtix
hodnota umoZnuje pi‘edpovidat pravd&€podobnosti prostifednictvim hustoty (1

ST

Optiméini odhad 't;‘ dostaneme z mexima v&rohodnosti (10.3) nam&iengch

nezdvislych ty - - . .
N 1 ti
L) =1 e ("*-%—) ’ (3)

i=1 l

neboli gz maxima funkce

1 . .
1nL ”%_i i+ N1nTl (4).
= i=1
A
Maximum nastévé pro hodnotu T=T , pro kterou 9(1nL)/aT= O: ,
A ] N '
'c; __N_Z:ti' (5)

Nejvérohodné;:éim odhadem je aritmeticky prim&r nam&fenych &asi. Néhodné I
proménné th:’ mé gema - rozd¥lenf (9.16) s parametry b=N, a=1/T . StFedni

hodnota a disperze odhadu jsou : = = ’I
: N A N T* ; .
E(’U'.) = ‘I:’ D(fc) = BN ﬁ: (¥

: g §=:1 @b ) ig-;o e N : (G}l

Odhad (5) ;Je konzistentni a nevychjleny, Jjeho rozd¥leni je asymptoticky
normélni.

Skute¥né mé¥eni dob Zivote fdstic vyZaduje mohutné experimentdln{ z
¥izen{. My se spokojime se simulac{ pomoci poéitale. Vhodnym programem
nerujeme N-tice pseudonéhodnych &isel x; 8 rovnom&rnym rozd&lenim g(xijﬂ

pro x; € (0,1). Transformaci -
dostaneme pseudonéhodné &isla s hustotou (1), coZ snadno ov&¥{me: pomocyt’
(2.5). ProtoZe na volb& jednotek &asu v naéem simuloveném experimentu ml
zéleZ{, pouZijeme ‘t’ =1,

Budeme sledovat vysledky odhadu (5) pro rdzné podty "namé&fenych" hr:l
not N=8,16,32,...,2048, V#sled jsou graficky zndzornény v obr. 28 ve
tvaru intervalovych odhadd "U , kde st¥edni kvadratickd odchylka. podlel
(6) Je SN'C /\N. Vidime, jak se 8 rostoucim N zkracuji{ intervaly (velmi

pomalu, aako l/vﬁ\f). Pravddpodobnost, Ze obsahuji hledanou hodnotu 'C’ Jje
blizké stendardnim 0.683. A¥koliv majf data ty rozd&leni (1) podstatné '
1i8né od norm&lniho, rozd&leni primsru (5) se podle centréln{ Yimitni v
ty normélnfimu bl{%{, a to tim vice, &{m v&t3{ je N. I pro dosti melé N
aproximace normélnim rozd¥lenim dobré. Ukazuje to obr. 29, kde Jje empi

-
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Obr. 28, Intervalové odhaﬂé'ht;.s rignym pb&ten H_iéf.pjéh'hodnot.

T T T 1 - | T

1‘5
SE

!

g. a

8.8

8.4

8.2

! 1 i 1 - 1 1 :
A
au 6 1- B " l- 4 ‘r‘o

Obr. 29. Empirické distribu¥ni funkce odhadf doby Z¥ivota &éstice pro N=16,
plné ¥éraj; normdlnf Aistribufnf funkce N(1,1/16), &érkovend &dra.



= {

rickd distribuni funkce (viz{11.10)) primérd & N=16, ziskand 128-nésob- ]
nym opakovénim pokusu. Hustoty gama - rozdélen{ prim&ru (5) a aproximativ

niho normélnihe rozdéieni miZems pro B
Neib&Znéjsim odhedem po*ohv rozd&leni ndhodné prom&nné x Je ar1tme~]

N=16 porovnat v obr. 18.

14. Odhad polohy symetrického rozdélend

ticky primér
-.“‘w]-‘-ﬁb( b '
X =g (X do. . +Xy) (1)

nam3¥enych dai (polohu nejdastdji charakterizujeme st¥ednf hodnotou, mi-
feme v3ak pouZit t¥eba medidn nebo modu {(§ 3)). Jsou k tomu dva podstatnr‘
divody. Predevdinm je primér opiimsinf v pripad€ normdln® rozd&lenych dat

B

(né minimdln{ disperzil. Z& druhé, zdikon velkych &isel (5.5) zaruduje
asymptotické (N30} priblifeni k hledzné hodnot& pro libovolné rozd¥leni
kteréd mé konelnou disperzi D(x). Pokud E(x) a D(x) neexistuji {tfeba pro
ddleZité Csuchyovo rozdéleni), nelze orimdr X vibec pouZit; nenf-li roz-'
délenf x normélini, existujf W€inn&js{ odhady. l

Zam&rime se na nékolik Jjedmoduchych symetrickych modelovych rozdé&le
nf z § 9. Optimdlni odhedy (s nejmendf digperz{) dostaneme metodou maxl-—]

méln{ vérohodnosti:

- rozd&ieni optimélini odhad polohy I
{a) normélni aritneticky primdr ¥
{(b) rovnom&rné poloviZni suma krajnfch hodnot X l
(¢) dvojné exponencidlni | medién X :
(d)} Cauchyovo z podminky maxima v&rchodnoati (fedeni n
' lineérni rovnice) l
V pFfipad¥ Cauchyova rozd&leni (odhadujeme x, ze vztahu (9.20)) Je tireba
Pedit nelinedrni rovnici s vysledek nemiZeme zapsat tak obecn&, Jjako prl
zbyld rozd&leni. Medidn v (c.) znamend takovou hodnotu, pro kterou je mi

niméln{ suma . :
~ ~
= - CRCaY e « 2 '
sy [xl xl + +ixN xl (2)
Kvantitativn{ srovnéni efektivnosti jednotlivych odhadd Jje moZné provés'
v 1imit®& N300 tak, Ze spolteme jejich disperze (za pPedpokladu D(x)=1):

rozdélendi : medidn | prim&r |polosume krajnich hodnot
(a) normélnt G/ (2N) | 1/N /(12 1nN) '
(b) rovnom&rné 1/ | 1/0120)) 1/(28°)

(c) dvojné exponenciélni 1/(2H) 1 2/N ‘Il’2/12 l
(d) Cauchyovo xl/am)| oo oo

1

PodtrZfenim jsou oznafeny nejmendl moiné disperze, viz prvni tabulku v .;

|
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tomto odstavci. Polovi&ni sou¥et krajnich hodnot pro rownomdrné rozd¥lent
je msymptoticky velmi uZinny (kvedraticky pokles disperzetvﬂ'z, v ostat-
nich p¥ipadech nedv#éeown“lJ. Pro libovolné ohranilené rozd¥leni budou v
odhadech hrét ddleZitou roli krajni hodnoty.

Pokud rozd&leni dat neznéme, snaZime se najit odhad polchy, ktery bﬁp
de co nejefektivn¥j&f pro vice druhd rozd¥leni. Jednou z moZnosti je tzv,
vyrovnany prim¥r. Z N—tice'xl,...,xﬁ vynechéme m hodnot, zpravidla m/2

nejvitdich a m/2 nejmen¥ich a polohu odhadujeme aritmetickym prﬁmérem zby-
lych N-m ddajd: : ! :

:N-m -R-—-- i xbd )y b : . (3)
i=m/2+1 : :

kde jsme jako x(1),...,x(N) ozna¥ili nem3¥end date usporédané podle veli-
koati. ?olba m=0 gnamend prﬁmér X; p¥i m=N-1 pro N liché, resp, m=N-2 pro
N uudé ' Je vyrovnany prim&r (3) roven mediénu';t Volbou m v daném rosmezi
dostdvéme odhady, které jsou jistym kompromisem mezi vlastnostmi X a X,
Pogoruhodny Jje fakt, Ze pro mas0.54N je v asymptotické 1imit§ diaperze

- ¥yrovnaného prﬁm&ru pro kaZdé rozddlen{ gz trojice - normélnf, dvojné ex-

penanciélni, Cauchyovo - pouze o necelou &tertinu v8t81 neZ je disperze
pfﬁalu&ného optimélntho odhadu.

P¥{klad odhndu stfedn{ hodnoty rovnom&rného rozdsleni :
'Srovnéﬁa podrobn¥ji odhad polohy rovnomérného rozd&leni
Cf(x) =1, x&(-1/2, 1/2) - | - (4)

prﬁm&ron X8 poloviénim soudtem krajnich hodnot ¥ nam&fenych nezévisljch
ﬁdajﬁ :1,...,:N Prim&r mé rozdsleni bl{zké k normélnimu (§ 5, obr, 6) .

se stl‘odem Oe diaperzi 1/(12N)¢ Rozd&leni T se. dé neaanéze naj:l‘.t. z du-

tribuﬁnich funkei F(xH) = (1/2+xu) : F(xm) = 1'(1/2'xh) maximn Xy @ mi-:
nimpa xp V N nasévialych pokuaech._?#aledkgm Jje syget;ickd hustota, tvorg-
nd polynomf stupnd 2N-1 v intervalech (-~1,0) a (0,1). V obrézku 30 je na-
kreslena pro dvé hodnoty N. Pro stfedni hodnotu a disperzi tohoto rozdile«
ni 133&1
2@ =0, 0@ = u/[z(N+1)2(n+z)] e (5)

Rn:dlllni polosumy krajnich hodnot je pro v&t3{ N u%i{ nez rozdélani
primérd (obr. 30). Jestd nézorndji Je viddt podetatnd v&tsl efektivnost
odhadu pomooi Y v obr, 3l. Tam jsou nakresleny intervalové odhady -pro. mz-,
ny polet bodd v louboru dat, generovaném v poéite&i. S pomoc! distribul-.

pich funkci'! e T byly intervaly zkonstruovény tuk, eby mély standardni _
prlvdlpodobnostni obash 68,3%..
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15, Priklad odhadu dvou parametrd linedrnfho modelu

Metody odhadu vice paremetird budeme ilustrovat na dvbjrozmérném pr{-
padd, ktery je dostatein& obecny & pritom velmi mézorny. Predpoklédejme,
e pro rdzné hodnoty nezévisle proménné x m&¥{me hodnoty zdvisle prom&nné

2 : :
y = a0+b°x 5 _ : (1)

Zévielost y(x) je urena dvojicl pax-ametzﬁ'aog bys které vystupujf{ v mo-

delu (1) linedrn&; jejich hodnoty hledéme nepffmo 2z nam&¥enych dvojic
X; % 0 linearit& modelu rozhoduje zévislost na parametrech, nikoliv ra
nezdévisie promé&nné.

Predpoklédejme ddle, Ze nezdvisle proménnou miZeme urdit pFesnd (ne-
bo ase zanedbatelnou chybou) & vysledkem m&Fenf je N hodnot prom&nné y:

yi = ao+boxi+ai.9 i=1,'s¢s ,N, . : = . g (23

pro N-tici pevaych hodnot x;» Néhodnd chybe i-té hodnoty (ozna¥ili jeme
e mé_symetrické rozd¥leni{ se et¥edni hodnotou nula. Vysledky m&fent
i ; 3 ! : = ’

_t.j; N-tice hodnot (xi,yi);,byly simulbvény ne poditadi ze pomoci generé-

toru pseudondhodnych &isel, Zvolili jsme
ao 2'1, bo = 2 ’_". y ? : : - _ _. (3)
ekvidistentnf sff x; z intervelu {0,1>:

1 (1’1)/(N""1)’ 1“'1,..., Ak o - (4) 3
& n&kolik moZnosti{ rozdé&lenf{ chyb. P#fkled taktec generovanych “experlmen»
télnfech" dat ukazuji k¥{¥ky v obr. 32. Diky rychlosti po¥itade miZeme ge-
nerovéni a zpracovéni dat mnohokrét opakovat a sledovat souvislost vﬁaledn

k8 se sprévaymi hodnotami (3).
Normélni rozd&leni chyb
UkéZeme podrobné vysledky vfpoétﬁ pro chyby €; ‘rozd&lené normélné

se stejnou disperzi 62 pro viechna Xye Hustot& pravdépodobnosti gednotlim
wych hodnot Y3 Jje tedy normélni se snfedni hodnozou 8 +b 12 e disperzi 624

(y.-a —b X )
1 1 i
; f(yi) = eXp | =
o yZie® [ . 2a?

P¥edpokléddme samoiiejmé_nezévialost naméfenyéh hodnot yj; nejvérphodnéj;

L ) (5)

81 odhad parametri 8, ,b, dostaneme z podminky mexima logaritmu funkce vé=

iéhodnosti

) -
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Obr. 32. Zévialoat (15 2) genarované pro N-lOG s nomdlné rozd&lenou chy-

-69_—I

bou se st¥edni kvadratickou odchylkou - 6=0,1 (kf{ky) a prolo!e-
. nd zévislost s odhadenm. parametr& (13&) (plné Eéra). :




{

0 =
N N 2,2 .
(y:-a=bx%)
1= 1l e = -2 — A - L neanem. (6)
: i=] 262

Maximum (6) vzhledem k a,b nastane prévé tehdy, je-1i miniméln{ souéet
Stverch odchylek hodnot naméi‘enych (yi) a predpovizenych modelem (a+bx )

S = g(yi—a-bxi}%'. . : (7

Z podminky 0S/da =dS/ab = O vyJjde soustava dvou linedrnich rovnic (i‘iké
se i jim n normélin{ rovnlce) pro hledané odhady a bl : -

N N : '
a.N-t-gZx Zy' aZx.+?:in iy il ey

i=1 i=1 i=l i=1

J é—li determinant soustavy

| iak uin = (Z:xz) z‘ 3 (x§-x§>2 e
I' ; o =1 i=1 J=iel £ : '

ﬂenulov? (podle (9) k tomu sta¥{, aby v N-tici argumentd x; byly alespon
dva r&zné), existuje préavé jedno YeSenf., MdZeme Je napsat explicitn&:

<4 --l-Zyi[ Zx (x -12)] B =-;-Zyi[z:x 2_x2 )] ol (20)

i=1 . -1 i=1 gul
Odhady Jjsou linedérnimi kombinacemi norméln& rozd&lenych nam&¥enych hodnot

o ¥ majil tedy také normdlni rozd¥leni, Pi‘-Imy_m vypodtem miZeme najit sti"ed:-

ni hodnoty a druhé ﬁaom_enty; s pomoc{ (3.18) dostévéme

@) = o, E® =

'nl%

L Zx ). -(11)

i=1l

N
2 g
D(a) "6'2(&) *Q-Zx'},-D(b) =62(p) = 62%‘,

o7
™
1
]

-

V&uﬁli Jjsme nezdvislosti rdznych Yy cee D(y'l,y ) = 625. o kde Si.j Je Kro-

neckerovo delta (:ledm.éka pro i=j, Jjinak nula). Odhady a b Jsou vZdy kore-
lované, protoﬁe D(a %)#0. Korela¥ni{ koef:.clent - :

.Eiﬂ_&_ : /1w 2 ' RS
i 1 @6 1— g Zx | |

_zévis:[ pouze ‘na hodnotéch X;,e.«,Xy- Sto;]i zato si v8imnout, Ze matice
druhych momentd (11) je aZ ma faktor G rovna inverzni matici soustavy

: nomélnich rovnic (8). Je=1li disperze jednotlivych hodnot ys znémé, vime

A
o odhadech a, b prostfednictvim (11) vée, co v&dét miZeme.,
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Vypolet & dety z obr. 32 vedl k ndsledujicim hodnotém:
.- =
a = 1,022, b = 1.971, (13a)
A
§(8) = 0,0150, §(b) = 0.0332, Q= - 0.743. : (13b)

ProloZené zdvielost 2+Dx? je nekreslens ¥ obr. 32.

0dhad eliptickou oblast{ p¥i znémém €

Pri opakovaném pokusu budou body (2,b) wychdzet néhodn¥ kolem st¥edu
(ao,ba) = (1,2) s norméln{ hustotou s paremetry (13b). Analogif interva-
lového odhadu jednoho parametru je zde odhad pomoci oblasti, ktéré obsahu-
Jje hiedané hodnoty & pfedepsanou pravdZpodobmosti. NejvfhodnZjsi oblasti
je vnit¥ek elipsy s konstantni hustotou (=& pFi zedendm prevdZpodobnostnim
obsshu minimélni plochu, &imZ nejlépe lokalizuje hledenf bod ¥ rovinZ pa=~
rametri). Z § 6 vime, Ze konstrukce takové elipsy wyplive ze mlosti
rozdéleni kovariadni formy normélni hustoty. Eowerisini forme p: pro pro:nén-
né a ﬁ se dé napsat ve tvaru

f-.-.-——-[(a-a )2N + 2(9-& )(b-—b )sz-l- s )22:&]
i=1

: [{3.30)2 (8-a )(b-bo) @ %]
1_? 62(8) gcrm)fztc%) 62(“)

mé rozdéleni 7{2 se dv&me stupni volnost:.. Vnitfek elinim konat. =_7\
mé praydépodobnostni obsah dany pi‘-isluénou distriboZfaf{ funkci:

B (14)

P(f<N) = Fxg . | : (15)
Elipsu S'—}\ mﬁieme interpretovat dvojim zplisobem: bul =£ stfed v

(e, ,b ) nebo v (a b) (obr. 33). V obou p¥ipadech dévé =ista se. stejnou -
huatotou pravdépodobnosti vzéjemné polohy bodd (a b ) a (A%) .Prvni mo§-1
nost bychom pouZili pro predpovi&d vyskytu odhadd p:h nrélél (a_,b ), dru-
'hé se hodf pro FeSeni nasi dlohy - elipsami kolem (= %) se anaiine zasdéh-
nout hledany bod (ao,b )« Volbou konstenty A urdujeme velikost elipsy a .
tim i jejf pravd¥podobnostni obsah. Nepfikled A=1 znemend podle (14) elip-
su, kteréd je vepsané do obdélnika a—ﬁ'(a)’ b-Gﬁ)') - viz obr. 33. Jejf prav-
d&podobnostni obsah je asi 0.4 (hodnota distribu®ni funkce (15) v bod?

1 ,.. tabulke v dodatku D2). P¥i 392-nésobném opakovéni celého pokusu v
po&itafi obsahovale elipsa g=1 bod (1,2) ve 164 p¥ipadech, coZ Jje ve vel-
mi dobré shodé s oéekévanjm po&tem 392x0.4/2157. : z

_Odhad disperze 6°
-+ Neznéme=-1i 62, miZfeme ji odhadnout z naméi‘-enych dat. Z podmim




Obr. 33. Elipey f=1 s kovarian{’

-1-72 - .‘
: o : 2y S e
A b maxima vérohodnosti vzhledem k 62 (nea-—.
F ! ‘1épe s pomoci (6)...'3]:111:/3(02) =0) dosta-.

‘neme odhad

% X :
62=’%¢‘ Z (yi-a—gxg)z = So/“" (16)

Symbolem S Jeme ozna(‘.a.ll tzv rezid—
uélni‘ sumu Etverc&, €. )% hodnotu S ze

stupnd volnosti rovnym N-2 (d4 se vy-

- 2évielé nejsoul). Odhad (16) je. vychy-

formou § podle (14),
¢ =-0.74; obdélnik

o

= 52(N 2)/Nf:62. Nevychjlenym od—-

. pad¥ (N"lOO) je’ rozdil mezi 62 a 6.
,.2' . zenedbatelny; v pokusu, p¥i kterém vy-

81y odhady (13a) bylo 6 0.0098 v dobré shod& se akuteénou d:.aperz:[ dat

62 = 0.01. .

_Odhad parametm ehptickou oblast:f. pi"l neznémé d:.sperz:. 6

Pod{l :
2 g
i e _ . an
'_Z iy & s,/(8-2)
- N-2 6‘2 _ : ' S Tism

na neznémé disperzi 6'2 nezévisi a mé podle. (8.11) F-rozdélem’. s m=2,

m' =N-2 stupnl volnosti. Vnit¥ek elipsy IZ A mé tedy pravdépodobnoatni ob--
sah roven hodnot& pifsludné. dlatribuéni funkce v. A:

p(gz\m-%“m. s s¥sgaino ipzos. i (am).

Oznaé ime

N :
= :
1l 4 :
S‘(a) FIN o 1;1 xl . S(b) 1’ N- 21’ (19)

odhady standardnich odchylek a b, které dostaneme ze vztahd (11) a (17)

Rovnici elipsy = =A pak prepifeme do tvaru

;a_a°1 (8-a,) (B-b_ o (B-vy? (20)
1-9 [wn 5 3@ )8(15) [gm] e |

+> vztehu (7) v bod¥ mlnlma. N¢ /(:T2 je né-!
hodné velilina s 7( rozdélenim s poétem‘

j4arit jako sou¥et N-2 kvadrétd nezé- .

‘vislych prom®nnych s rozd¥lenfm N(0,1);
Jjednotlivé sEftance v sou¥tu (16) ne- |

le protoée Jeho st¥edni hodnote ae -
| g)
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Pro A=1/2 je to elipsa vepsané do obdélnika ax 8(3), %ﬁ 5'('1;) a jeji prav-
d¥podobrniostni obsah je F, 98(0 .5)R20.4 (tabulka F-rozd¥leni je v D3; vy&ila

steané hodnota jako nahofe pro elipsu g-l, podle § 8 je rozd&leni velil&i-
ny 2F, gg blizké k Xz). |

Elipsy (20) majf nejen néhodny st¥ed (8, B), ale i velikost (S(a)
Stb) jsou nghodné veliZing). Sledovali jsme je pfi zmin&ném 392-nésobném
opakovéni pokusu. P¥i prvnim z nich vy3ly odhady odchylek (19).

SA) = o. 0148, T 0.0328, = (21)
ja v dal¥feh podle o¥ekévéni kolfsaly kolem svych stfednfch hodnot 6(2),
GTb) ze vztahu (13b). Prvnich &tyFicet elips ¥=1/2 je nakresleno v obr.
i34, Celkem 169-krét obsahovala elipsa bod (1,2), opdt v dobrém souhlasu
s predpov&zenou pravddpodobnosti ~0.4. V obrézku 34 bychom si m#li v3im-
nout toho, jek zéporny koeficient korelace rozdéluje odhady (3'%) kolem -
'ﬁhlopfiéky z levého horniho do pravého dolniho rohu, Pravdépodobnostni ob=-
§aah obdélnika a-g(a) g(b) ae samozTejm& o n¥eco v&tS8i. Z obr. 9 v § 6 2
Eodeéteme pro ? 0.74 pravd&podobnost asi 0.55; pozorované relativnf Zet-
nost priznivych pfipadu 225/392220.57 je s ni ve vyborné shodi.

_  Intervalové odhady aednotllvych parametrd

Zatim 3sme se aoustredlll na odhad obou parametrﬁ soulasné. MiZeme
maj{t také pravddpodobnostni tvrzeni o ka¥dém parametru zvid3¥. Predeviim
je z¥ejmé, Ze intervalovy odhad 8%6(8) (chépany tak %e sledujeme pouze
,aouv1slost a 'a Q - bez ohledu na to, ‘jak vychdz{ D) m& pravdépodobnostni
.obsah O, 682 marginélni rozd&len{ 2 Je N(a = Se(a)). Stejné tvrzen{ plat{
lo odhadu b-SCb). :

. Pokud disperzi 62 neznéme a nemi¥eme spodist GTdL 6(B) ze vztahu (11),
'mﬁZeme pouZit Studentova rozd&leni pro sestrojeni 1nterva1ﬁ pomoc{ 513)
@Tb) ze vztahu (19), Postup je presnd stejny aako v pfipadé p¥imo m&¥ené
hodnoty (§12).

Je-~1li hodnota aednoho z parametrd zndmé, mé odhad druhého opét normél-
it rozddleni, s disperz{ zmenZenou faktorem 1_? (viz podmfn&né rozddlenf
(6.16), (6. 17)) Napffklad fixovéni hodnoty parametru b—b vede ke zmenée-
n{ disperze 2 podle vztahd (11) a (12) o : ; il

D(8b=b) = D(a)(l-e ) = 62/n. e - L 122y

To Jje oéekévany v§sledek, nebof jde vlastn& jen o odbad p¥imo m&Fené veli— -
Ciny z N-tlce ai-y.-b x2 norméln¥ rozd&lenych hodnot se stejnou dl:sperziﬁ'2

Jiné rozdéleni dat

Posoudime vliv rﬁznjch rozd&leni chyb &; ze vztahu (2) na odhad para-
petrﬁ. Jde o velmi sloZity problém, protoZe v zésad® kaZdy typ rozdéleni
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Obr. 34. Odhady peremetrt (s_,b ) eliptickou oblast{ (15.20) sA= 1/2. .
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Obr. 35. Distribunf funkce F - rozdéleni s m=2 & rdznymi hodnotemi m'.
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;ﬁévé jiné formﬁle pPro nejvérohodnéjsi odhad a potiebné vypolty mohou byt -
:gnaéné komplikované. Stanovime si relativn® skromny c{l: zjistit, jak se
osv&dtujl vztahy odvozené v predchozi &&sti tohoto odstavce pro norméln{ :
rozd&leni v p¥ipadech, kdy rozd&leni chyb norméln{ nenf{. Navic budeme po-

stupovat Zist& empiricky - vyzkou¥fme konkrétn{ rozddleni v mnohokrét opa-f
kovanych pokusech v podftaZi. - |

04 normélnfho se jist& hodn® 1i3{ rovnomdrné rozd&leni (§ 9) s kon-
,stantni hustotou ; ; :

f{yi) = ;\EG § yié(ao+boxi—6~.f3‘, ao:rbox§+€ar3—) : (23)

ikteré méd podle (9.6) st¥ednf hodnotu ao+box§ a disperzi 62, Jedtd méns se

jnorméln{ hﬁatoté podobd funkce

e -
f(yi) = = » Y5€(a +box§-€2?2, ao+box§+€£§5). (24)

JSJgﬁIyi—ao—box§+ﬁﬂ376)

Je to nesymetrickd hustota, kterd mé stfedni'hodhotu a disperzi stejnou
Jjeko (23). Pritom md v levém krajnim bod® povoleného intervalu singulari-
tu. (Pseudo) néhodnd ¥fsla s rozddlenfm (23) a (24) se dajf v podftadi. -
jgnedno generovat, : : =

Aby byl vypodet rpchlejsf, zvolfme men3f podet bodd v zévislosti (2):
N=7. Budeme v ka¥dém pokusu konstruovat elipsy (20) s oblibenym pravddpo-
.dobnostnim obsahem 0.683 a 0.954 a sledovat pofet p¥{padd, kdy v nich hle-
ldany bod (1,2) leZf., P¥i malém podtu stuphl volnosti m'= N-2 = 5. se F - roz-
dSleni zna¥n¥ 1i%{ od limitniho.ﬁe, Jjak ukazujf distribudni funkce v. obr, '
j35° 0dtud (nebo 2Ltabu1ky D3) zjist{me, Ze pro dv& uvedené pravdépodobnos-
:ii.muaime zvolit konstantu A ve (20) po ¥ad& 1.46 a 6.16. V ndsledujfct ta{
lbulce jsou shrnuty vjsledky-simulovanych:experimentﬁ.' : :

men3{ elipsa (68,3%3nvét§i elipsa (95,4%)
pozorovany pozorovany
: - podet podet . | o€ekdvanyj polet olekdvany
rozd¥len{ dat - |pokusd | wspSchd |interval |Uspchd |interval
norméinf (5) | 500 353 341,551 476 A7E 9N
rovnomdrné (23) | 6510 | 4449 |4446 I78] 6170 | 6211%34
|se singularitou (24) 10000 6794 {6830 Z96|l 9327 |9540%42

“o¥et Usp¥chd je néhodné veli¥ina s binomickym rozdélenim, které se dé pro
velky po¥et pokusd dobi¥e aproximovat normélni hustotou. Odtud jsme také
‘ur&ili intervaly, do kterych by m&ly pozorované podty padnout s pravdSpo-
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dobnostf 95.4% (¥ dv& standardni odchylky). Pro norméln& rozddlend data v
prvnime Fé4dku je v8e v poiddku. Pozoruhodnéd Jje ov3em dobrd shoda pro obg&
dal3f{ rozd&leni. Jedin& ddaj pro v&t3f elipsu v poslednim Fédku signalizu-
je zdvaZny nesouhlas mezi pozorovanym a ofekdévanym ddajem (1i3{ se zhruba
b 5 stendardnich odchylek). Na druhé stran® je v3ak v&t¥inou nepodstatné,
fe misto 0.954 je pravd¥podobnostn{ obsah odhadu pouze 0.93. Celkovd mi-
Zeme zhodnotit funkci postupu odvozeného pro normélni rozd&leni jako pre-
kvapiv& dobrou.

Predpovdd vlastnosti odhadd podle'vétahﬁ (10), (19).a (20) s testova-
cim rozddlenim dat (23) a (24) by se dala provést p¥esn¥, byla by ale -
zna¥né naméhavd. PouZitelnost postupu miZeme vysv&tlit v hrubych rysech
pomoci centréln{ limitnf v&ty - rozdSleni odhadd (10) se bl{%{ normélnfmu
i pro jiné rozd¥lenf{ dat. Dobré& funkce studevaného postupu zpracovéni. pf'o
rizné rozdéleni je velmi vitand. Neznamend to 2le, Ze by nem&lo cenu-hle-
dat jiné postupy respektujic{ zvlé3tnosti rozdéleni dat- zpracovéni pak
niZe byt efektivné&jsdi (viz p¥iklad odhadu polohy rovnomérného rozd&lendi
v § 14). : -

LG. Odhad_parametrﬁ'lineérniho modelu

Postup odhadu parametrd linedérniho modelu, odvozeny & ilustrovanfﬁng
pfikledu v § 15, zobecnime pro pfipad riznych vah naméfenych hodnot a li;
Bovolného poltu parametri. Budeme pouZivat maticové zdpisy podle konvenci
pouZitych v § 6.

Predpoklédejme, Ze hleddme hodnoty K parametri €. ,...,ek (uspofédéme
fe do aloupcového vektoru 8 nebo po transpoz1c1 do fédkového vektoru
j§r=( ye00s K)) ME¥{me hodnoty yl"“"yN’ které gsou linedrnimi funkcemi

y=A8, - (1)

s

kde y je vektor s N slozkaml, yT = (yl,...,yn),‘g je matice koeficientd

8 N Pédky a K sloupci (stru&né NxK). Abychom mohli odhadnout v3echny pa-
rametry, musi byt N)K; o matici A predpokléddme, Ze mé hodnost K. Obvykle
dostévéme hodnoty y; m&¥enim pFi rdznych (zndmych) hodnotéch x5 jiné pro-

m&nné x, na které y také zdvisi: s ‘
Y(x) = elfl(x)+°°°+9Kf {X) : g (2)
kde 29 (x)ye.., Ty (x) jsou zadané linedrn® nezdvislé funkce. Model (2) je

J.1neérni vzhledem k parametrim 8, matice :&J méd prvky

(3)
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P¥edpoklédejme déle, Ze y mé N-rozm&rné normélni rozd&leni se stfednimi

hodnotemi E(y) = Ag, o diagondlni matici druhych momentd D= G'W’ (5102;.
ky y jsou nezévislé). 2Zde je, steané jako v § 12, A matlce vah, 62 disper- .
ze pro jednotku véhy.

Odhad parametbﬁ 9

Z prlncipu maximdln{ v&rohodnosti (zobecnénim postupu z § 15) dosta—g
neme pro odhad 9 hledanych parametrﬁ 9 soustavu 11neérnich rovnlc

T = 3T
(M,&)E* A" Wy . - > (4)

Rik4 se j{ soustava normélnich rovnic., Podle p¥edpokladu je matice

'1‘ S | _
= a0 ' ; (5)

regulérni -~ jej{ hodnost je K. Soustava (4) md tedy prévé jedno ¥FeSeni
N 3 3
§_= H A‘Wy - : - (6) )

0dhad 8 je linedrni funkc{ norméln¥ rozd¥leného vektoru y, mé tedy také
normélni rozd¥&leni. St¥edn{ hodnoty a matice druhych momentd jsou

(k3]

.-

; < . 2
Odhed 8 elipsoidem p#i znémém 6

Z § 6 vime, Ze kovarialni forma

f= (80, D (B0 =25(8-0)TH(B-0,) o

je ndhodng promé&nnéd s rozdéléninl?( s K stupni volnosti. Pro klédﬁou kon-
stentu A znamend spln&ni nerovnostl §<3.fakt, Ze 9 leZ{ uvnit?¥ elipsoidu
¢ =A, opsaného kolem st¥edu 8. Pravdépodobnost této udélosti Je

P(E(?\) = xg A, _ (92
kde F > Je prisludnd distributni funkce, nakreslenéd pro né&kolik hodnot K

v obr. 36.

Odhed neznémé dlsperze 62

0dhad neznémé hodnoty 62 dostaneme op&t z principu maxlmélni v&ro-
hodnesti. Oznalfime-li y=Aa predpovéd m&fenych hodnot z modelu (1) pro pa-
remetry ziskané odhadem (6), vy3de neavérohodnéaéi odhad disperze

T

Jeko S Jjsme oznalili tzv. rezidudln{ soufet &tvercld odchylek.
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Dé se dokdzat, Ze velilina n?/sg md rozd&leni XI?I g3 odtud mﬁieme. najit

intervalové odhady pro 62. Odhad (10) Je vychyleny, protofe jeho st¥ednf
hodnota Je

2
E(Gz) = (6°/N)E( x; ) "GZ(N-K)/N. Nevychylenjm odhadem disperze je napi{-
kled ~

Nyl :
6 =h-g 6° =miwi(yi-§i)2-. | (108)

Odhad 9 elip301dem pii odhadované disperzi

Znémého rozd&leni kovariadni formy (8) a odhadu 62 (10) vyuZijeme
k odhadu 9 elipsoidem v prostoru parametrd; podfl

s 8T H®R- 8
N EER] | G5 -9/ (-K)

(11}

ma meznémé hodnot® 62 nezévis{ a mé F- rozd&leni (§ 8) s m=K, m=N-K stup-
ni volnosti. Podminku <A, kde A je kladnéd konstanta, miZeme interpretovat
tak, Ze bod 6 leZ{ uvnitt e11p301du.2 =A se stiedem v @ Pravdé&podobnost

této udélost1 Je déna distribuni funkci F- rozdéleni-

Vblbou A miZeme zaalstit pfedepsany pravdépodobnostni obsah elipsoidu
(tabulka F - rozd¥leni je v D3). ;

 Intervalové odhady jednotlivych sloZek 8

A : 3
. Znalost rozd&leni vektoru 8, pi¥fpadné odhadu disperze Eh’ umo Znuje

konstrukc1 odhadﬁ ka%dé sloﬁky e j vektoru 6 samostatn&, t.j. bez ohledu

'na ostatni Marginélni rozd&leni 93 je podle (6.13) normélni se st¥edn{

hodnotou € 03 a dlsperzi danou J-tym diagondélnim prvkem matice D:

-'-'e'g = (@35 = C(E Dy 000K - (13)
Znéme—li 62 , najdeme intervalové odhady Qa-kﬁ' pomoci normélni dlstrlbué-

ni funkce ze vztahu (12.7).
Odhadujeme-li 62 3 nam&fenych dat, vyjdeme z podflu

A
(8,-8,5)7 6’5 65-805

J N&’/{:{N—K)sz] ,j(n'l 53 Sof (N-K)

ten na 6 nezévisi a mé Studentovo rozd&lenf s N-K stupni volnosti. Oznali-

-1 S
g 1’ ~ )33 N-K (15)

i i :
a najdeme pravd&podobnostni obsah intervalu 83' kS' pomoci distribuln

(14)
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- 79 - ;
funkce Fy . Studentova rozd&leni (viz (12;}1)}. Pro dostaten¥ velky poéet.w
- ; . - - A g
stupnd volnosti N-k (230) mé interval @jtés pravd¥podobnostni obsah 0. 683,
stejny, Jjako md interval gjiG%.

Souvislost se sumou &tvercld odchylek

Podminka maxima v&rohodnosti je p¥i norméln& rozd¥lenych datech ekvi-
valentn{ s podminkou minima sou¥tu &tvercd -~ viz (10.11). V naSem p¥fpadd
K- rozm&rného vektoru parametrﬁ 8 a diagonélni matice vah ¥ je suma Etver- -
cl rovna

s = (y-40)TW(y-A0) = Z.w (vg= Za Gl .. ' 16)
i=1 1 1373 .

Snedno ase miZeme presvéddit, Ze podminka minima S vzhledem k 8, t.J.
95/98;=...505/39,,=0, vede skuteénévsoustavu normﬁlnich rovnic (4) i

Pro soufet &tvercd {(16) v minimu, t.Jj. v bodé,@, dpstaneme aednoduchy-vztal'

%T T LA g

$,=5(8) = yTwy-28 Wy+9TH9 = y wy-6"aTwy. i ™

NN—_""' A = = A P

Reziduéln{ sumu &tvercd tedy miZeme vypodfst tak, Ze od vZZfendho soudtu
&tverct nam&¥enych hodnot (XTWy) odefteme skaldérnf soulin vektoru fefenf a .

.. pravé strany normélnichﬂrovn1c (4). UZitedné ae také vyaédfeni s jako funie

ce posunutf A z minima @:

S(8+8) = s_+A'HA. (18)

Matice H kovaria¥ni formy (8) popisuje také funkc1 Sv prostoru parametrﬁ
8.

8.4 ' : '

B.8 g ' . P i ' L

15 28
8 S 1 X

Obr., 36. Distribu&ni funkce‘xe -~ rozdslenf{ s K stupni-volnosti.
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17. Odhad parametrd nelinedrniho modelu

Méfenéd hodnoty Yysee«,¥y mohou zéviset na hledanych parametrech
)¢+« 90 nelinedrnd:
¥ - h.(el,.,.,GK),i=l,...,N. (1)

Predpoklédejme, Ze ¥ Jjsou nezdvislé normélné rozd&lené prom&nné se stied- .
nimi hodnotami E(yl) h, (e 01?°° " oK) a diagondln{ kovaria¥nf matic{

1)==62w“1 (W je diagonélni matice vah, 62 disperze pro aednotkovou véhu).
Funkce vérohodnosti pozorované N-tice y pfi hodnotéch parametrﬁ 8 Jje

. [y -h, (91"“’GK)]2 }
262/Wi . (2)

te
v N
= [ ]
1211/2ﬂ' /vy

Meximur L vzhledem k 6 nastane tehdy, je-li maximélni

N 2

;Y-"'h (9 ,.0.,9 )

1nL = - § {[ : 1 K] +——-1n(211'62/w )} : (3)
i=1 26 /w' . -

k tomu stakf naait minimum véieného soudtu étvercﬁ odchylek pozorovanjch
a modelovych hodnot v prostoru parametrﬁ Q: -

s =£.wi[yi-hi(91,....,ex)]2 =[§-g(g>]f.j[g—1_z(g) 2 B

_ Nalezen{ odhadu é hledaného vektoru Qo je diky nelinearit& modelovych
funke{ h; podstatn® obt{#n&j¥{ neZ v lineérnim p¥fpad? (§§ 15,16), kde

- stall sestavit a vyieSit soustavu linedrnich rovnic. Podle (16.6) jsme
mohli dokonce vyjédfithodhad jako explicitni linedrni funkci nam&fenych
dat., Zde je zdévislost © na y vyjédf¥ena pouze implicitné& - podminkou maxima
L nebo minima S. Tim je ddna druhd kompllkace- rozd&lent @ neni normdlni a
Je zpravidla obtfZné ho najit. : :

Hledéni odhadu Q své¥fime vhodnému numerickému algoritmu nelinedrni
minimalizace a samodinnému poditadi. I v linedrnir p¥ipad® Fedime norméln{
rovnice (16.4); tam je v3ak vypolet rychly a vidy jednoznaénj. Nelinedrni
model vede obvykle k mnohem néro&n&js3im (deldfm) strojovym vypoltim a k
mo¥nosti nalezeni "feleiZného" minima, P¥i interpretaci vysledkd je t¥eba
s touto eventualitou poditat.

Druhou komplikaci, t.Jj. neznalost rozd&leni odhadu é, obchézime zpra-
vidls aproximec{ nelineérnfhc modelu linedrnim., Jde v zdésad& o pouZitf
pfibliZnych formuli (3.28) a (3.29) pro druhé momenty funkcf néhodnych
prom&nnych, neboli o pribliZné vyjédfﬁni "pienosu chyb méfgn&chiz do chyb
hledangch parametri”. V okolf odhadu & aproximujeme funkce (1) lineérnimi.
leny Taylorova rozvoje; v maticovém zédpisu je



B(8+8) mh(B)+A B = ForA, (5)
. kde prvky matice NxK koeficie:. rozvoje Jjsou 4@ rivace h v bodéléz
= A '

; ;
Symbolem y jsme oznafili hodno y modelovych funkef (1) v bodé,é. V této
aproximaci je suma &tvercd (6) >FibliZné& rovna

A m
s (y-3)W(y-3) «aaTgan = s+ Alua, )
kde jasme zavedli oznaleni
ke ¥ 2n 2
H = A"WA, neboli (H)jm = W > (8)
7 g {68 0. 96 % .
i=1 J L |g=8

P¥i odvozeni vztehu (7) Jjsme vyuZili fakiu, Ze vekior (y-§)?gﬁ Jje GmErny
gradientu '
o8

h. :
gj :39——-— S 2Z\‘U [y— ~h, (9)]‘69 9 J 1,;;-’ (9)
i=l -

sumy &tvercl (4) a je tedy v minimu S nulovy.

Pokud je lineérni aproximace (5) dobrs, mﬁéeme pouZit v3ech vysled- -
ki z pFedchoziho paragrafu. Rozd&leni odhadu 8 bude piibliZné normélni s
xovarie&nf matic{ 6 H (viz (16.7)), kde prvky matice B po&itdme z (8).
PouZitelnosti llneérni aproximace 2zéle’*l na pribshu funkci h. v tak velké
oblastl prostoru parametrd &, ve kterée Ie hustota pravdépodobnostl vysled-
ku.g vyrazné€ 0dlisné od nuly. ZéleZ{ tedy i na disperzi 5 nem&fenych hod-
not y (viz diskusi o pfibliZnjych formulich v § 3). Pfedstavu o moZnostech
linedrnf sproximace poskytuje priklad v ﬁésledujicim odstavei.

18. Prikled odhadu parametrd nelineédrnihe modelu

UkéZeme pou?iti{ metod pfedchoziho paragrafu na p¥iklad® odhadu t¥i
'parametrﬁgzos (; a db modelu

i 1
O S+ Fel) = s—hek . (1)
> (x-%) + PD b ;
M&ffme N-tici hodn&t yi=y(xi)+ gi pro znémé XyyeeesXys €4 je ndhcdné chy-“-

ba. Funkce (1) popisuje nap¥fklad tzv, Lorentzovsky spektréln{ profil (zé
vislost intenzity na frekvenci) &éry s centrélni frekvencifz a polo&irkou
Po, prifteny ke konstantnimu pozadi<£0. Vzhledem kSZ P je model (1)

nelinedrn{ a% je linedrni parametr.

Nam&iend data byla simulovéna v politadi. Zvolili jsme



T e P

B e £y

pe:

= RD

S a0, b = desly = 0.5, -

o

ekvidistentn{ sff s N=50 hodnoteami X 2z intervalué-4,4> a rormdlné rozdd-
lené pseudondéhodné chyby £ se stiedni hodnotou O a standardni odchylkoﬁ

6(e) = 0.1 (3)
stejnou pro véeghny body Xy . V obrézku 37 jsou takto generoveand data zni-
zorn&na ki{Zky. ;

A A ’
~ Odhady R, I" acﬁ jsme na3li numerickou minimalizaci soudtu &ivercd
(17.4) s jednotkovymi vahami (disperze jednotlivych ¥ Jsou stejné):

N
; 2
S@,Me) =5 [yi-y(xi;gz, P,c()] : (4)
i=1
Linearity modelu vzhledem k parametru o jsme nevyuZili. PouZity minimali-
zadni algoritmus hledd miminum funkce pomoc{ gradientu a matice druhyeh

derivac{ (tzv. hessidnu). Oznadime 6y s 62, 83 po Fad® parsmetry $2,0,d;

sloZky gradientu a hessidnu Jsou

?w(x ) :
wﬁaz[ﬁ@ | | :
: =1 2
- _ (5)
325 N 'ay(xi) 'By(xi) 3737(:: ) f e
=2 - [¥5-3x;) -4 3,0°1,...,3.
904.98 985 . 9%, [ 2020, |’ : ;

i=1

¥ hessiénu zanedbévéme #leny s druhymi derivacemi (to je tzv. linearizace)
e pouZivéme vlastn® (aZ na faktor 2) matici E ze 'vztahu (17.8):

o's ()

e b S-Sl
(H) 5p 296590, ©

Védleaéim produktem m1n1mallzace Je tedy uZitelné matice, kterd podle § : B
popisuje rozd&leni odhadu 6 parametzd v llneérnim pfibliZend (G (S)H
je kovaria¥nf matic{ normélniho rozd&leni 9).

Suma Etvered (4) je mlnlmélni pro

_Q_- 0.0470, (e 0.999, &= 0.522; (7)

modelovéd funkce (1) s t&mito parametry. je nakreslena plnou &arou v obr.
37. SouZet &tvercd v minimu je SO=O.456. Dal3f{ postup zéleZ{ na tom, je-1i
hodnota ©67(£) znémé nebo je ti¥eba ji odhadnout (§ 16); ukéZeme vysledky
pro druhy pripad. Polet stupnd volnosti je N-3=47, proto

N
6‘(5,)_ = 1/80/4'&' 7~ 0.0985,
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v dobré shod® s hodnotou (3) pouZitou pii generaci dat. Odhady standerd—
nich odchylek (16.15) jsou
A ) A 2
89 = 0.045, O&.= 0.024, &, = 0.017, : (8)
‘Podet stupnd volnosti je dostate¥n& velky k tomu, abychom namisto Studen~-
 tova rozdslen{ v (16.14) mohli pouZft limitn{ normélnf rozddleni. Jako
v¥sledek méfeni mi¥eme udat intervaly ﬂ-gﬂ_,ﬁ*'gp ,a(-g,‘ pro ke’dy z pa-
‘rametrd zvlédt; jejich pravdépodobnostni obsah je esi 68%. Vyhodn¥js{ mfi-
%e byt odhad celé trojice elipsoidem (16.12) s pravd&podobnostnim obsahemT_
danjm F - rozd#lenim., K tomu je tieba doplnit Udaje o kovariadni matici,
nejlépe udénim koreladnich koeficientd dvoaic parametri. V nadem pfikladé-—
Je : ,
o = 0.001, ?Rf 0.001, ﬁ?n«:’ .55, (9) LJ
Predchozi dvaha o intervalovych odhadech je zaloZena ns linedrni.
aproximaci modelu (1) podle § 17. Posoudime Jeji pouzitelnost; Nézorné
-je srovnéni zévislosti soudtu tvercd odchylek (4) na parametrech pro mo-"
delovou funkci & jejf lineérni aproximsci. Pro uréitoq§ budeme sledovat -
zdvislost na ", Numericky vypo&teme funkei S(I") pro pevn& zadené I & pa-
remetry §2,d nalezené tak, aby sume (4) byla miniméln{; s pomoct’ vztahu
(17.7) najdeme parabollckou zév1sloat S(F) z lineérni aproximaces

o : Dein 2 -1 :
s (M) = Ein S@,Ce), B = ;°+<r~r3 )22 g +gz{a,(p 2/82
’ _ - e £108 - X
PPy poaunuti z minima o * vazroste hodnota paraboly S o G?(E). :

Ob& funkce S, S jsou nakresleny v obr. 38; de v1dét ée se v 1nter- e
valu F‘nSh 1i8{ velmi mélo, PrestoZe zdvislost. modelové funkce (1) na M .
.Jje nellneérni, odhady P jsou koncentrovény do dostateln& malého intervalu,
v némZ je lineérni pribliZen{ wvyhovujici. Je tfebes ai uvddomit, %e veli~
kost intervelu 25} je primo Umdrnd stfednf kvadratické odchylce 5(8) na-
- m&¥enych hodnot. Budou-1i chyby dat v&t31f ne% v obr. 37, vliiv nelinearity
vzroste; ‘naopak, pro men3i chyby se bude déle zmenZovat, -

Zapo&teni nelinearity modelu p¥i konstrukei intervalového odhadu pqo'
libovolny paremetr € Jje moZné a vysledek platny v asymptotické Tioits . -
N> je jednodqchj ([4], § 9.3). Krajnf body intervelu e pravdépodobnost-

nim obsahem 68.3% jsou takové, ve kierych je hodnota S (e nikoli parabo- L
lické aeproximace S) o ©°(£) v&ts1 neZ v mimimus :

s’(8-5(") - s 8 = s et iy
A ' ' :
" Podobn® vzrist S o k2 6°2(€) definuje interval s pravdépodobnostnim obsahem_
stejnym, jako mé v linedrn{ aproximeci interval e—k& (napf{kled 95.4% 8
k=2 a tedy s posunutim z minima o 46°(€)). Vysledkem je zpravidla intervaL



Obr, 37. Experimentélnf data (k¥i¥ky) a proloZend zévislost s parametrjm
(18.8) (plné ¥éra).

v H

! g
2. 98 @. 85

Obr. 38. Zévislost soudtu Ztverct (18,10) a (18.12) na [', plnéd Zdra;
parabolickd aproximace, Cérkované ¥éra,
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A
ktery nemé stfed v €. V nadem priklad¥ jsou podle obrézku 38 kladnd odchyl-
ky pon&kud v&t31 neZ zdporné.

Zévislosti s(M), S(I") podle vztahu (10) souvis{ s mrginélnim rozd&-
lenfm [7, které je v lineérnim p¥ibliZen{ normélni s disperzi 6’?(&)(H-1)22«w
Za pov¥imnut{ stojf je3t& zdvislosti sumy &tvercd na [, odpovidajic{ pod-
min&nému rozdé&leni pii pevnych hodnotdch ﬂ 52 a L= o( zbylych parametri:

s = s({ZO,F‘,olo), sl = s +(H)22([‘—P’) . (12)

Jako r' jsme oznadili odhad I" z podminky nejmen¥fch &tvercd S, S' Je pfi-

slusnd mlnlmélni hodnota, Z dat v obr. 37 vychdzi

J‘\
M= o.983, Sr,= 0.020 , S, = 0.484. (13)

Funkce S'a S’ jsou rovn&Z v obr. 38 a v ob]Lsa.ﬁsstiJ\."'l*'g.t jsou velmi blizké,
DileZity Je fakt, Ze fixovéni SRad Zpi‘-esnu;]e odhad zbylého parametru. i"
YV linedrni aproximaci je pomé&r standardnich odchylek pro podminéné & mar-
ginéln{ rozd&leni " roven

6ty __Se)ftae . EH)' (™) ]'1 = [-¢¢ (14)
s sE©("),, o o -
kde Q¢ Je_globélni korelalni koeflclent parametru [" ze vztahu (3. 17). Mati-
ce 5, 5'1, a tedy i velidiny z nich odvozené, sice nejsou v prostoru para=-_
metrd §f, ", konstantnf, ale jejich zm¥na v blizkém okol{ odhadu je malé.
V nadem pri{padd vychézi Qr=0.552 v bod¥ odhadu (7); podle (9) je " kore-
lovéno predevdim 8 £, korelace s X je nepatrné., Podle (14) mus{ tedy fi-
'xovéni § a of zkrétit intervalovy odhad [ faktorem zhruba 0.83, co% v od-
hadech chyby " podle (8) a (13) skute¥n& pozorujeme. Ndzorn& je tento fakt
vid&t i v obr. 38 -~ suma &tvercld g's fixovanymi paremetry mé ostirejs{ mi-
n}mum neZ S. V tomto mfst& uZ snad nikoho Ilepi"ek:vapi, Ze presn&j3i odhad
M vySel dél od sprévné hodnoty neZ odhad ['; je to v&c néhody, pii opako- —
véni pokusu by byl vysledek v&tZinou opalny. Korela¥ni koeficient ~0.55
v nadf{ dloze je pom&rn¥ maly, &asto se miZeme setkat s korelacemi ~0.99
nebo i bliZ3fmi k jedni&ce. Potom miZe fixovéni n&kterych pérametn'l (za-
dénim hodnot z jinych m&¥eni) podstatn& zlepsZit presnost zbylych odheadd,
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III. Testy hypotéz

19, Stetistické testy hypotéz

Podstatnou lohou statistiky Je odhad hledanych parametrd z namdie-
nych hodnot. Nam&fend data mohou byt vyuZite Jedt& jinym zplsobem - k tesg-
tu, ktery mé rozhodnout o platnosti dané teorie nebo hypotézy, pripadn®
vybrat jednu z moZnych alternativ., Testované hypotéze velmi &Zasto odpovi-;‘
dé urlitd hodnota n&kterého parametru. Metody testu a odhadu mohou byt v :
takovém pifipad& podobné, formulace dlohy i vysledku jsou v¥ak podstatn®
0dlisné. Pokud odhadujeme neznémy paremetr Gb intervalem 3 if?, Jje vysled;
kem tvrzenf{ o pravd&podobnostni souvislosti intervelu a nezndmé hodnoty.
Testujeme~1li naopak hypotézu o zadané hodnoté 80, zformulujeme pravd&po-
dobnostni tvrzen{ o moZnostech sprévného nebo chybného p¥ijetf &i odmit-
nut{ hypotézy na zdéklad® pozorovanych ddajt. )

: Statistickd hypotéza je soubor predpokladd; ze kterych plynou pred-
pov&di rozd&lenf{ néhodnych veli&in. Pokud je predpovdd rozd&leni jednoznaéw
né, oznaluje se hypotéza jako jednoduché (napi{klad hypotéza, Ze rozd&leni
nghodné prom&nné je normélni se zadanou st¥edni hodnotou a disperzi).
opatném p¥ipadd jde o hypotézu sloZenou (mormélni rozddleni proménné se
stfedni hodnotou z n&jakého intervalu).

Stat1stxcky test je zaloZen na srovnéni piredpov&di plynonci z, hypo~ =
tézy s pozorovanymi daty‘ Je-1i pozorovany vysledek v rdmci dané hypoté-
zy mélo pravd®podobny, soudime na Jeai neplatnost. Prl testu hypotézv H
mohou nastat &tyFi pfipady:

(a) H, platf, na.zéklad& testu ji prijiméme;

(b) H_ neplati, ne zéklad® testu ji zamitéme;

c} H_ plat ale pomoc{ testu Jji zam{téme; to Je tzv. ¢ a prvnihe
(c) H plati, ale p S ji {téme; j hybe ih

druhu; : ; o .
(a) H, neplatf, ale pomoci testu ji p¥ijiméme; to je chyba druhého

druhu.
. Shode piedpov&df{ plynoucich z hypotézy Ho s pozorovanymi fakty se testuje

pomoci{ vhodné funkce t nam&¥fenych hodnot, které se ve stetistické termino-
logii ¥1ké testovaci statistika. Obor v3ech moZmych hodnot této néhcdné
prom&nné rozd&lime na tzv, oblast piijeti Ho a kritickou oblast. Kritic-

kou oblast K vybiréme tak, %e hodnoty t de nf padnou s malou pravd&podob-
nosti . :

oA = P(teKlHO) ; ' S ; (1)
nestene-li tentc pripad, hypotézu H, zamitneme. Rikéme, %e pomoci testu

zem{téme Hj ne hledin& vyznamnosti & (nebo s rizikemel), PFfitom se miZe-
me podle (c) naho¥e dopustit s pravd&podobnosti o chyby prvniho druhue
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Existuje-1i k H) Jediné alternativni hypotéza H, (plat{ prév& jedne z

nich), miZeme najit pravd&podobnost chyby drﬁhého druhu (d), &ili neoprév-
n&ného piijetd H s

6= P(t4K|H). (2)

Mirou moZnosti odd¥lit H_ a Hy je tzv. sfla (mohutnost) testu l -3, kte-

ré oviem zdévisi na & . Tuto souﬁislost'objasnime v nésledujicim piikladu.
Pr{klad testu zv&tZeni-stifedni{ hodnoty normélniho rozddleni

UvaZujme o nésledujfci{ situaci. M&fenim intenzity zdroje zéfent
(elektromagnetického nebo svazku Zdstic) dostévéme néhodné vysledky x nor-
méln& rozddlené se stifedni hodnotouéub a disperzi 52. Piedpoklddejme, Ze :

Jsme znali m a potfebujeme rozhodnout, zda tato hodnota zistala (hypoté-

za H ) nebo se zvdtiila nagﬁ_(hypotéza Hl) po n&jaké \dprav& zdroje. Bude-
‘me poatupovat tak, Ze zm&Fime N-tici intenzit xl,...,xN a spolteme prﬁmér
(testovac! statistiku)

=—-—Zx ' _ . (3)

- coZ ae podle pfedpokladu o rozdéleni x mdhodmé prom&nnéd s rozdélenim .
N, 62 /N) pokud platf H_, respektive Nle,Gz/N) pokud plati alternativa

Hl V obrdzku 39 jsou tyto dvé& hustoty schematlcky nakresleny spolu s plo—
chami, reprezentujfcimi chyby o a'ﬁ p¥i zadané hranici t, kritické oblaa-
ti. S pouZitim distribudni funkce (4.5) dostaneme ] :
e ot o gl v g
o= P>y |K,) = 1 - QAR B Py By =Ge=rm), . W)
S uvéZenim disledkd, které mé pFijetl jedhé z hypotéz, je tfeba roz-
hodnout o volb¥& kritické hodnoty t, (tou jsou dény pravddpodobnosti chyb

prvého i druhého druhu). S rostoucim podtem naméfenjch hodnot se rozd&le-
n{ f(t[H )i f(t]H ) zufujf a v limit® N»oo rozhodneme o platnosti jedné

z hypotéz & libovoln& malym rizikem chyby.

Dé se ukézat, %e volba primdru (3) Jako testovaci statistiky Jje v
tomto pripadé& optimélni - p¥i zadeném £ je sfla 1 4@ tohoto testu maxi-
mélnt. (V pripad& dvou jednoduchych hypotéz existuje nejsiln&jsi test;
obecny pi¥edpis pro aeha vyhledénd uddvéd tzv. Neymanova-Pearsonova v&ta),
MiZeme pouZit mnoho jinych testd, ale Zddny z nich nebude lep31 neZ ho-

fej&{. NapFiklad lze testovat pofet hodnot X35 které jsou v&t3{ neZ M ;

bude-1i mnohem w&t3{ neZ N/2, plati pravdépodobné Hl' 7 ptesného rozboru
tohoto testu zjistime, Ze pro danéti dévé vEtsL p nez test prim&ru-
(vztah (4)).°

PfestoZe Bychom mohli v dané situaci testovact veli&inu t.chépat




Obr. 39. Hustoty testo-
vaci statistiky
t pro dv& hypo-
tézy Ho a Hl.

v

oblast prijeti H, . kriticka oblast

. =

jako odhad stfedni hodnoty prom&nné x, je jej{ pouZit{ v tomto p#ikladu
podstatn& jiné. Vime predem, Ze jsou pouze dvE& moZnosti (znémé hodnotydk
neboayl) a vysledkem m&¥eni je rozhodnut{, kterou z nmich vylkereme,

Testy dobré shody

Teorie testﬂ hypotéz Jje velmi obséhlou a propracovanou &dstf ﬁatema-
tické statistiky. Dédle se budeme zabyvat pouze jednim druhem testll: pro-
v&rkou dané hypotézy HO vzhledem ke v3em Jjimym moZnym hypotézém (ne Hb).

Takové srovnén{ H0 a alternativy, jaké jsme pouZili vySe, pak nemé smysl;
proti H  stojf mno%ina hypotéz, v mi% jsou i takové, které vystihujl data

s libovolmou pFesnostf{. Chyba druhého druhu je v této situaci neznémd.
Pijde tedy pouze o srovnéni piredpové&di{ plynoucich z Ho 8 nam&¥enymi daty

= tzv, kriteria dobré Qhodj. Ve dvou nédsledujicich odstaveich jsou popsé-
- ny dva z mnoha znémych testd.

20._Pearson&v test dobré shody

Predpoklédejme, Ze z N-tice naméfenych hodnot X;,...,Xy byl sestaven

histogram 8 k sldupky (bunkami). V i-tém sloupku jsou hodnoty zZ 1ntervalu
<Pi’ M, ), jealch podet oznaéime n,; z¥ejm& plati :

A1)

P'M
] W
i

o

Polty "uddlosti" n; v bunkdch jsou néhodné velifiny s binomickym rozd&le-
‘lenfm (§ 7). Jsou ur&eny pravd&podobnogtmi p; toho, Ze nam&fend hodnota
padne do i-té bunky, neboli rozd&lenim m&fené veliliny x: '

=P [xe(mi, )] F(M,)-F(m,), i=1,...,k. 2 @2y

Zde je F(x) distribudn{ funkce ndhodné prom¥nné x. Z hypotézy H,, Ze se
x ¥1{d1 danym rozd&lenim, plyne krom& Jjiného i piedpovéd pravdépodobnoati
rdznych po&td v bunkéch histogramu. Vhodmou testovaci velilinou pro srov-
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ndn{ shody pfedpov&di a pozorovéni je

Np; e | (3)

Hodnota T bude tim v&t3{, &im vice se budou pozorowamé poﬁty ny 1i-
§it od olekdvamych st¥ednich hodnot Npl. T je ovwSem néhodné veliéina

(n jsou néhodné prom&nné). Plati-li hypotéza H , md n._binomlcké rozdélee
ni se st¥ednf hodnotou Np;, které se d4 pro wétéi Npg dobfe aproximovat -

normé1nt hustotou (§ 7). Jednotlivé sitance v (3) nejsou nezévialé ni

aplnuai podminku (1). D& se ale ukdzat, %e veli&ina T Je soultem k-1 kvad-
" rétd nezévislych nshodnych prom&nmych, z nich% ka¥dd mé priblizné stan-
dardn{ normélnf rozd&lend N(0,1). Rozd¥leni T Jje tedy pFibliZnd ﬁ' 8 k=1
stupn&m volnosti., Aproximace Je tim lepd{, &Im v&t3{ jsou ofekévané polty -
Np; . Jako podminka pou¥itelnosti se obvykle uvédi Npi>'5¢ nebo aleapon :

_ maly poéet (ne vice neZ 20%) intervald s Np; v rozmez{ 1 a! g '

Znalosti rozd&leni T wyuZijeme X testu hypotézy Ho pomoci néﬁledujici ¥

dvahy. Je-1i pozorovand hodnota T velkd, mohly nastat dva piipady:. -
H, plat{, velkd hodnota wy3la néhodou; ; .
H, neplati, velkd hodnota vy3la proto, Ze rozdélen; dat Jje Jjiné,

Rozhodneme se tedy, Ze H' zamitneme, je-1i hodnota T ééatateéné mélo prave
" d&podobné, Ve statlatlce se uZivé ustéleného zpﬁsobu vyJjadrovéni této sou-
visicsti. Hypotézu- H zem{téme na hladind vfznamnosti o (nebo 8 rizikem

o), 3estliie vysla hodnota T2 T, pridemZ pravdépodobnost tohoto stled- -

- ku Jje

P(T2T,) = 1-P(TLT,) = 1-F 5, (Ty) =-do- : : (4:)
| s : :

Distribu¥ni funkce F ,° umoZfiuje najit k zadané pravdépodobnosti<£ kritie-

k-1 : i
kou hodnotu Td_. Podle rozdilenf, kterym se fidi T, se tomuto testu Fikd
Pearsonovo'x - kriterium dobré shody. :

Pesnd hodnota o hladiny vyznamnosti ve statistickém testu geni_zf@j#
m& dile¥ité. Zachézime se ndhodnymi jevy a pozorujeme ob¥as i velmi mdlo

pravd&podobné vysledky. ZkuSenost vZak ukazuje, Ze pravd&podobnosti o pod

~5% znamenaj{ silny podn&t k dvahém o tom, nemé-1i byt testovand hypotém"
za nahrazena né&jakou vhodnéaéi .

Test p#i odhadovanych parametrech rozdélent

Zatim jsme predpoklédali, Ze testované rozd&leni nezéviel me Eédném
paremetru uriovaném z nam&Fenych dat. Pokud ze 80UDOXU X, 440 0yXy nam&fe-

nych hodnot nejprve odhadujeme paremetry © distribu®ni funkce F(x), nemé
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uZ prom&nné (3) rozdéleninﬁ_l. Dé se ukdzat, Ze odhad r-tice parametrd z

dat sdruZenych do histogramu vede ke zmenSen{ po&tu stupnd volnosti v Xa-
~ rozdé€len{ prom&nné T na k-r-1 (ztrdci se r stupnd volnosti). Je-1li odhad
zaloZen na vychozich datech bez adruieni do Bundk histogramu, je rozddle-
ni promé&énné T n&kde mezi'Xk 1 a.xk _p-1°* Pokud Je k dostatedn& velké proti

r, je rozd{l mezi ob3ma krajnimi dlatrlcheml maly a presn&€ji{ znalost roz-
d&leni T nenfi nutn4,

PFfklad pouZit{ X2- testu

UkdZeme pouZiti Pearsonova testu na pfikladé dat z obr. 3 -~ vysledkd
N=1000~-krét opakovaného m&¥eni propustnosti infrafervenym spektrometrem.
Budeme testovat hypotézu B tvrdici Ze data jsou rozd&lend normélnd se

stfedni hodnotou,gfa disperzi 52, odhadnutymi metodou maximéln{ v&rohod-
nosti. Vychézi{

A A2 ~

M= 274, 6° = 4624 (6=68),

pravd&podobnosti (2) dostaneme s pomoci distribu¥ni funkce (4.5) normélni-
ho rozd¥leni s t&mito parametiry. Pozorovany a ofekdévany pofet uddlosti v
histogramu z obr. 3 je spolu s pfispdvkem kaﬁdého sloupku do sumy (3) za-
_ psén do nédsledujici tabulky.

: i & P 3 4 5 6 7 8 9 10

ng O 2 6 il 24 20 - T43 a4
"Npi- LA o At angsinige s Je,58 1235 IT-1F 23:0°129,8 37.5
x2 1.67 0.79 0,83 2,47 50,78 0.14 ¢ 12,77~ 0.39 | 5.81 .1.14
i el T T 14 15, .16 17 18 19: 20
n; 255 58 72 R 69 75 163 . 50
Np =il 45051 53,5 60.7 1 66,7 ~70.9 T2.8. ~ 2.4--69.,6564.7 58.1
& ||™0.27 0,04 .-0.54: w042 0.02 0,00, | 016 07437 0,04 1,13
g SRRy Beviagn siog 24 p5- ~1iog 27 5B Tidb. . 30
n; | 36 18 23 PR T 3 T
Np. 50.5 42,5 3,5 21.2 ' 2e012N5.2 10,84 1 7.43::4.94- 3.18
G 0.41 3.10 1.65 2.88 0.34 4.02 = 0.95 0.89 0.76 14.6

Hodnote T podle (3) je 49.4. ProtoZe jsme dve parametry odhadovali, Je roz-
déleni néhodné prom&nné T podle pfedchoziho vykladu ohraniZeno distribuce-

mi X a ')(27

S pomoci tabulek v dodatku D1 mdiZeme formulovat vysledek testu - hypotézu
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'Ho zam{téme s malym rizikem oA220,01 (kritickd hodnots To i je asi 49.6 pro
29 stupnd volnosti).

Podivéme-1li se pozorn& do hofejsi tabulky, v3imneme si nédpadn& velké-
ho piispévku poaledni bunky do T. Kdyby v ni bylo jen o nZkolik uddlost{
mén&, treba misto deseti Jen p&t, vy3la by hodnota T zhruba 36; pak by hy-
potéza o normélnim rozd¥leni byla zamitnuta X'- testem na hladin& v&t3{
ne% 0.1 (viz D1). Pri takovém wysledku byvéme obvykle s hypotézou apokoaé-
ni, Pravd&podobn& nejlep3f vysw&tlen{ t&chto faktd je takové, Ze normélnf
rozd&leni skutefn& dob¥e wystihuje registrovend data. V prib&hu 1000«krét'
opakovaného m&feni doslo asi k rudivému zdsahu, p¥i kterém bylo nam&¥Feno
nékolik pr{1id velkych hodnot (typické jsou néhodné impulzy v elektrické
sfti). V § 21 budeme testowat normalitu jedné men3{ &dsti dat z obr, 3
(150 bodd) jinym testem; vysledek - dobréd shoda s hypotézou - hofejdi zé-
v&ry podporuje. ;

Volba bunZk histogramu

~ P¥i sdruZovéni nam&¥fenych dat do histogramu se ztréci &ést informace
(0 rozd¥len{ hodnot uvnit¥ jednotlivych bun¥k). To je neZddouci jev, kte-

ry ovliviuje i kvalitu Pearsomova testu., PF¥{li3 jemné d¥len{ intervelu ve- -

- 'de zase k malému poltu udélosti v bunkéch a{X? - test nelze pouZ{it. Zéklad-
n{ pravidlo pro optimélni volbu bun&k F{ké, Ze pravdépodobnoati (2) majt
byt stejné. Interval {0,1) funkinich hodnot distribu¥ni funkce F(x) Jje tedf
' _ t¥eba rozd&lit ne k stejn¥ velkych af- -
1 : 18 a odelist odpovidajici argumenty

(] - jako hranice sousednich bun&k (obr. 4ol
Pix Optiméln{ volba poltu bun&€k k vychézi
z poZadavku meximélnf mohutnosti kri-
teria a je pom&rn¥ komplikovené {44} .
pi{ ; ‘Spokojime se s konstatovénim, Ze opti-
mélni k roste s poltem dat N jako N 2/5
a pro N=200 je doporulené hodnota
k230, pro N=500 zhruba k=43, Histo-
gram z obr. 3, ktery jsme pouZili v
hofejétm pFfkladu, nebyl z hlediska
testu vybrén sprdvn&. Cht¥li jsme v3ak
zachovat podobnost s hustotou pravd&-
Obr. 40. Volba bunZk histogramu se podobnosti a proto byly zvoleny stejné

stejnoun praidépodobhoatii .velikosti buné&k.

<+

o = :
oM

Xy
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21, Kolmogoroviv test dobré shody

Pri vytvoreni histogramu z nam&fenych ddaji se ¥dst informace ztrécf,
proto je lep31 testovat hypotézu o rozd&leni dat bez sdruZovéni do bundk
(»t¥{dnfch intervald" we statistické terminologii). Usp&3nd kriteria jsou
zaloZena na sledovéni odchylek empirické a hypotetické distribudni funkce.
Empirickd distribuni funkce Syg(x). souboru XygeonsXy Je po &dstech kon-

stantni{ se skokem velikosti 1/N v ka%dé nam&¥end hodnotd. Oénaéime-li
x(1),...,x(N) nam¥fené uddaje usporddané podle velikosti od nejmen3{ho k
nejvétdimu, Jje :

0 pro-x<x(1);
Sy(x) ={ i/B-  pro xe < x(i), x(i+l)), i=1,...,N-1, (1)
I pro x» x(N). e

Tuto empirickou distribu®ni funkei Jjsme uZ pouZili v § 11 pro kvalitativ-
ni srovndni s hypotetickou distribudni funkci F(x).

Vhodnou mirou odliSnosti Sp(x) a F(x) je meximum odchylky

DN = pix SN(x)—F(x) = (2)

£

Hodnota Dy se celkem snadno spodte, protoZe maximum rozdilu SN(x)-F(x)m
nestévéd v ndkterém z nam&¥emych bodd x(1),...,x(N). DN je néhodné prom&nnd,

kterd md za-pfedpokladu platnosti hypotézy o rozd&leni F(x) asymptotickou
distribu®ni funkei :

oo

' i = r-1 29

FK(z) = Jim: P Jﬁ-DN>z = 2 (-1) exp(-2r-z°). (3)
; NP r=1

Prﬁhéh'funkce-FK(z) je v obr. 41; obvykle se predpoklédd, Ze promé&nnd

Jﬁ-DN mé'asjmptotické rozd&leni (3) s dostatelnou pifesnosti uZ p¥i N2 80.

V Kolmogorovové testu posuzujeme pozorovanou hodnotu Jﬁ-DN. Vyjde-1i

pi{1i3 velkd, zamf{tneme hypotézu o rozdélenf dat podle F(x): pro

VN Dg >z, , kde Felz;) =1 -, - (4)
zam{téme hypotézu na drovni oL (s rizikemo{). Kritické hodnoty jsou napi.
20‘01'—- lo 63’ ZO"05= 1- 36' zO.lz 1022 . (5)

Test normality rozd&leni dat z § 11 - m&Feni &asu

Ukd¥eme funkeci testu v pr{padd dat z obr. 24(§ 11). Maximélni odchyl-
ka mezi empirickou distribu®ni funkc{ a &drkovan& nakreslenou hypotetickou
normélni distribu¥ni funkci je D,nn= 0.0513; testované hodnota 200 D, .=

= 0.725 pedé podle obrdzku 41 do oblasti hodnot velmi pravd&podobnych.
Hladina vyznamnosti pro zy = 0.725 je o= 1-F(zy) = 0.67, riziko pIi

-
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Obr. 42. Empirické distribuini funkce prvaich 150-ti hodnot ze souboru
dat z infraderveného spektrometru (§ 2, obr. 3), plné Zéra.

Normdlnf distribu¥ni funkce, Zdrkovand Cédra.
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zamitnut{ hypotézy daného normélniho rozd&leni je pf{liZ velké. P¥ipomene-
me je3t&, Ze neni moZné uvaZovat ték, Ze shoda s hypotézou je tim lep3{,
{m men3{ Jje testovand hodmota Jﬁ‘DH. Jde o hodnotu néhodné prom&nné, kte-
ré podle obr. 41 padéd s velkou pravd&podobnosti do intervalu mezi 0.5 a
1.5; pravd&podobnost wfsledku Jﬁ-DN<:O.25 Jje prakticky nulové 0v3x10_8),

Test normality dat ze spektrometru

Z tisice hodnot pouZitych v piikladu X? - testu v § 20 jsme vybrali
prvinich 150 a wypoletli maximélni odchylku empirické a hypotetické distri-
buénf{ funkce (obr, 42): D150 0.0538. Riziko p¥fi zamfitnut{ hypotézy o

normélnim rozd&leni je pro zy = V150 Dy 50" 0.659 zhruba o= 0.78, tedy ne-

pfipustn& velké. Shodu v obr. 42 posuzujeme jako velmi dobrou, pozornost
miZe vzbudit odchylka v intervalu hodmot 300-+350. Kolmogoroviv test ¥ikd,
ie odchylky takové velikosti nastévaji Zasto.




Dodatky
} ————————

Dl. 'X2- rozd&leni ‘l

V tabulce jsou hodnoty Xp, Pro které je pravd&podobnost
P(x< xp)= FX2(xP)= P, v zévislosti na po&tu stupnd volnosti n
n

a pravdé&podobnosti P.

nF% 0.050 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
1/ 0.004 0.016 0.064 0.455 1,001 2.705 3.981 5.411 6.632
2f 0.103 0.211 0.446 1.386 2,298 4,605 6.158 7.824 9.210
3] 0.352. .0.584 1.005 2.366 3,529 6.251 8.000 9.837 11,34
40,0711 1.064" 1.649 3,357 94,722 7,779 99,689 1167 - 13.28
51 1.145 1.610 2.343 4.351 5,891 9,236 11.29 13.39 15.09
G| 1.635° 2.204" 3.070° 5.348% 7,042 10.64 12,82 ¥5.03 16. 81
T e 2-167. .2:833:+3.822 6.346 :8.180 -12.02 14,31 .16.62 1B.48
8] 2.733 3,490 4.594 7.344  9.308 13,36 15.76 18.17 20.09
91:3.325 4,168 .5,380° 8.34310043 24.68 17.18 919,68 20067

L0 3,940 . 4.865° 6,179 -9.342  11.54 15,99 18.58 23.16 23.21

1106 4,575 '§. 578 6.969 10.34 -12.65 17.28  19.95 23.62 24.72
124 .5.226- 6.304:.7.807° .11.34 -13.75 18.55- 21.31 24,05 26.22
13) 5.892° .7,042° 8.634 12,34 -14.85 19,81 22,66 25.47 27.69
141 .6.571" 7.790 9.467 13.34°.15,94° 21,06 23.99 -26.87 29.114
15F 7.26%1 .8,547¢.10.31 .14.34-°17.03 -22,.31 25,30 28.26 30.58
16| .7.962° 9.312%711.15 15,34 18,12 -23.54 26.6]1 - 29.63 32.00:

181™9.390 10.86 12.86 17.34 20.29 25.99 29,20 32.35 34.81
191:10,12:.11.65 13,72 18,39 21,36 '27.20 30,48 33.6% 36.19
201.10.85  .12.44 14,58 .X9,34 .22.44 28.41 -31.75 35.02 37.57

L71.8.672 -10.00° 12.00° 16.3% 19,20 24,77 27.91 31,00 '33.41 ¥}

214 11.59 13,24 15,44  .20.34 -23.52° 29,62'33.02 36,34 38.93
22| 12.34: 14.04- 16,31 21,34 24,59 30.81 -34.28 37.66 40.29
- 23| 13.09 .14.85 -17.19 22.34 25.66 32.01 35,53 38.97 41.64
24} 13.85 15.66 18.06 23.34 26.73 33.20 36.78 40.27 42.98
25] 14.61 16.47 18,94 24,34 27.80 34.38 38.03 41.57 44.31
26| 15.38 17.29 19.82 25.34 28,87 35.56 39.26 42.86 45,64
27| 16.15 18,11 20.70 26,34 29,94 36.74 40.50 44.14 46,96
28| 16.93 18.94 21.59 27.34 31,00 37.92 41.73 45.42 48,28
29} 17,71 19.77 22.48 28.34 32.07 39.09 42,95 46.69 49.59
30| 18.49 20.60 23.36 29.34 33,13 40.26 44.17 47.96 50.89

31} 19,28 21.43 24.26 30,34 34.19 41.42 45,39 49,23 52.19
321 20.07 22,27 25.15 31,34 35,25 42,58 46.60 50.49 53,49
33| 20.87 23,11 26.04 32.34 36.31 43.75 47.81 51.74 54.78
34} 21.66-.23,95" 26,94 33,34 37.37 44.96 49.02 53,00 56.06
35)] 22,47 24.80- 27.84 34,34 38,43 46.06 50.23 54,24 57.34
36| 23.27 25.64 28.73 35.34 39.48 47.21 51.43 55.49 58.62
37| 24,07 26.49 29,64 36.34 40.54 48,36 52,63 56,73 59.89
384 24.88: .27:34 -.30.54 37,34 .41.60 49.51 53.82 57.9%  61.16
391 25,70 28,20 - 31.44 .38;34 .42.65 50.66 -.55:02 59.20' 62.43
40} 26.51 29,05 32.34 39,34 43,70 51.81 56.21 60.44 63.69

7.33° 29,91 33.25:.40.34 .44.76 52,95 57.39 61.67 64.95
2% %8 14 30,77 34.16° 41,34 45.81: 54.09 58.58 62,89 66.21
431 28,96 :31.63 35.07- 42.3¢0  46.86 55.23 59,76 ' 64,12 67.46
44| 29,79 32,49 35.97 43.34 47,91 56.37 60.95 65.34 68.71
351 30.61°.33.35 36.88..44,.34 48,96 57.51 ©62.13 66.56 69.38
46| 31.44 34.22 .37.80 45.34 50,02 58.64 63.30 67.77 7;.44
47| 32.27 35.08 38,71 46.34 51,06 59.77 64.48 68,99 ;3.68
48| 33.10 35.95 39.62 47.34 52.11 60.91 65.65. 70.§g 74.92
491 33,931 36.87 40.53 ‘48,33 ~-53.16 62.04 66.82 7§.Gl 76.15
a1l 34,76 “a7.69 41.45 '49.33 54.31- 63:17 61.99 72, .




D2. Studentovo rozd&leni

V_tabulce Jjsou hodnoty
P(ltl <tp)= Fo(tp)-F, (~tp)=

s pravdépodobnosti P,

- OG5

tp, pro které je pravdé&podobnost
P, v zévislosti ne po¥tu stupnid volnostirn

D!% 0.050 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0,954 0.980 0.990
L2) 05099 0,158 0.325 12000 13839 6,314 13:82 31,82 63,66
20,071 0,142 0,289 0.816 1.322 2,920 4.500 6,965 9,925
310.068 0.137 0.277 0,765 1.198 2.353 3,292 4,541 5.841
4:1°0,067 0.134 0.271 0,741 1,142 27133 2,858 0 3,747 4,604
SEl 00066 0,332 03267 00727 1.E1Y 2.0i5 2,640 - 3.365 -4.032
6 10.065 0,131 0.265 0.718 1.091 1,943 2,508 3,143 3.707
710.065 0.130 0,263 0.711 1,077 1.895 2.421 2.998 3.499
8 {0.065 0.130 0.262 0,706 1.067 1.860 2.359 2,896 3,355
9EE 00064 0129 02610 005703 10059 Yinsx  2.30.% Jagod 3,250

10 1 0.064 0,129 0,260 0.?00 1:053 15832 2,277 2,764 3,169

i1 }0.064 0.129 0,260 0,697 1,048 1.79¢ 2,249 2.718 3.106

12:1 0.064 0,128° 0,259 0.695 1.042 1,782 2,225 2,681 3.055

13 {0,064 0,128 0,253 0.694 1.041 1.771 2,206 2,650 3.012

14 {0.064 0.128 0.258 0.692 1,038 1.761 2.189 2.624 2.977

15 10.064 0.128 0.258 0,691 1.035 1,753 2,175 2.602' 2,947

16 {0.064 0.128 0.258 0.6%0 1,033 1.746 2,163 2,583 2,921

17.10.064 0,128 0,257 -0.689 1,031 1,740 2.153 2.567 2.898

18.] 0.064" 0,127 0.257 0,688 TuD29 21,734 2,143 :2.552: 2.878

1910064 0,127 0.257 0,688 =1:028 1,729 2,135.2.539: 2,861

20-1 0,063 0,127 -0.257 .0.687 1:i026 T.725 -2,128° 2,528 2.845

211 D0,063 0,127 0.257 0.686 :¥.,029 31,721 ‘27121 2,518 2.831

2z 10.063 0.127 0,256 0,686 1,024 -1.717 2,115 2,508 2,819

231 0:063 0.127 0:256 0.685 1023 ¥.714 2.109  2.500 2,807

241 0-063- 0.127 0.256 0.685 -1:022 ‘1,711 2,104 2,492 2.197

25 {0.063 0.127 0.256 0.684 '1.021 '1.708 2.100 2,485 2,787

261 0063 0.127 0.256 0.684 :1.,020 1,706 2.096  2.479 .2.179

27 {0,063 0.127 05256 .0.684 1.020  1.703 .2.092 2.473 2,771

28 | 0.063 0.127 0.256 0.683 1,019 1,701 2.088 2.467 2,763

29 | 0,063 0.127 0.256 0.683 1,018 1.699 2,085 2,462 2. 756 |

3¢ {0,063 0,127 0.256 0.683 1,018 1.697 2.082 2.457 2.750

31:10.062 0,127 0.256 0.682, 1,017 . 1.696 2,079 '2.453 2.744

32 {10.063 0,127 0,255 0.682 1.017 1.694 2,076 2,449 2,738

33 {0,063 0.127 0.255 0.682 1.016 1,692 2.074 2.445 2,733

34 | 0,063 0,127 0.255 0.682 1.016 1.691 2,071 2.441 2,728

35 {0.063 0.127 0.255 0.682 1,015 1,690 2.069 2,438 2.724

36 | 0.063 0.127 0.255 0.681 1,015 1.688 2,067 2,434 2.713

37 {0.063 0.127 0.255 0.681L 1,014 1,687 2.065 2,431 2.715

38 | 0.063 0.127 0.255 0.681 1,014 1.686 2.063 2.429 2.712

36 | 0.063 0,126 0.255 0,681 1,014 1,685 2.061 2.426 2.708

20 0,063 0.126 :0.255 0.681 1.013 1.684 2.059 2.423 2,704

41 {0,062 0.126 0.255 0.681 1,013 1,683 2,058 2.421 2,701

42 1 0.063 0.126 0.255 0.680. 1,013 1.682 2,056 2.418 2.698

43 0.063 0.126 0.255 0.680 1,012 1.681 2.055 2. 416 2.695

44 | 0,062 0.126 0.255 0.680 1,012 1.680 2,053 2. 414 2.692

45 | 0,063 0.126 0.255 0.680 1,012 1.679 2.052 2.4¥2 2.690

46 | 0,063 0,126 0,255 0.680 1.012 .1,679 2.051 2.410 2,687

47 |0.063 0,126 0.255 0.680 1,011 1.678 2.050 2,408 2.685

48 | 0,063 0.126 0.255 0.680 1.011 -1.677 2,049 2.407 2.682

49 | 0.063 0.126 0,255 0.680 1,011 1.677 2,047 2,405 2.680

506 {0.063 0.126 0.255 0,679 1.011 1.676 2.046 2.403 2,678




D3. ¥~ rozdélent
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V tabulce jsou hodnoty xP,'pfo které Jje pravdZpodobnost

P(xcxP)= F

a pravdépodobnosti P.

ml(IP)= P, v zévislosti na po&tech stupnd volnosti m, m’

m= 2
3 R 0.050 0.100 0.200 O0.500- - 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
5 {0.052 0.108 0.233 0.799 1,458 3,780 6.067 9.454 13.27
10 |0.052 0.106 0.228 0,743 1.292 2,924 4,256 5.934 7.559
15 j0.051 0,106 0,226 0,726 1,242 2.695 3.807 5.135 6.359
20 |0.051 0.106 0.226 0.718 1.217 2.589 3.606 4.788 5.849
25 0.051l 0,106 0.225 0.713 1.203° 2,528 3.492 4.593 5,568
0T eRas - ae S0 225 070 1194 204890 W8 14470 5390
35 {0.051 0,106 0.225 0.707 1,187 2.461 3,367 4.384 5,268
40 (0,051 0.l06 0.224 0,705 1,182 2.440 3.329 4,321 5,179
50 j0.051 0,106 0.224 0.703 1l.176 2.412 3,277 4,235 5,057
60" | 0.051 0.106 0:224 0,701 1,171 2.393 3,243 4,179 4.977
70 {0,051 O0.106 0,224 0,700 11,168 2.380 3,219 4.139 4.922
80 {0,051 0.105 0.224 0.699 1l.166 2,370 3,201 4,110 4.881
90 {0.051 0.105 0.224 0.699 1.164 2.363 3,187 4.087 4.849
100 }10.051 0.105 0.224 0,698 1,162 2.356 3.176 4.069 4.824

m= 3
= R 0.050 0.100 0.200 0,500 0.683 0.900 0.954 0.9807\0.990

; 510,111 0.188 0,337 0,907 1,523 3.619 5.659 8.669 12.06
10 P05 E14 70:19) " 0,336 03845 "X, 337 2.728 3835 5:218 6.551
15 10,115 0,192 0.335 0.826 1.281 2.490 3.388 . 4.447 5.416
20 0.115h_0.193 0.335 0.816 1.254 2.380 3.187 4.113 4.937

F225 106 "0.183 0,335 03811 12238 2,317 3.074 3.927 4.675
30 {0.116 0.193 0,335 0,807 1.227 2,276 3.001 3,809 4.509
35 {0,116 0,194 0.335 0.804 1,220 2,247 2,950 3,727 4.395
40 {0,116 -0.194 0,335 0.802 1,214 2.226 2,913 3,667 4.312
50 {0,117 0.194 0.335 0.800 1.207 2,197 2.862 3.585 4.199
60 | 0,117 0.194 0:335 0.798 1.201 2,177 2,828 3,532 4.125
70 {0,117 0,194 0.335 0.796 1.198 2,164 2.804 3.494 4,074
80 |06.117 0.194 0.335 0.795 1,195 2,153 2,787 3.466 4,036
90 {0.117 0.194 0.335 0,795 1.193 2,146 2,773 3.445 4.006

100 0,117 0.194  0.335 0.794 1,191 2.139 2,762 3.428 3,983

|m= 4

2 |-R 0.050 0,100 0.200 -0.500 0.683 0,900 0.954 0.980 0.990

m -

% s |o.160 0.247 0,404 0.965 1.552 = 3.520 5.426 8.233 11.39
10 b.lGB 0.255 0.407 0.899 1.353 2,605 3.591 4.816 5.994
is 10.171. 0.258 0,408 0.878 1.293 2,361 3,143 4.058 4.893
20 10,172 0.260 0,409 0.868_ 1264 2,249 2,942 3,731 4.431
25. 0.173 0.261 0.410 0.862 1,247 .2.184 2.829 3,549 4.177
30 |0.174 0.262 0,410 0.858 1.235 2,142 2,756 3.434 4.018
350,175 0.262 0.410 0.856 1227 2.723 2.708 3,354 3.908
40 {0,175 0.263 0.410 0.854 1,221 2.091 2,668 3.295 3.828
50 |0.175 0.263 0.411 0.851 3 A U Ve il 1) - e e 33 b 3,215  3.720
60 | 0,176 0.264 0.411 0.849 1.208 2.0415_2.583 3.163 3.649
70 | 0.176 0.264 0.413--0.847 1.204 2.027 2-560° 3% 12?.'3.600
80 |0.176 0.264 0.411 0.846 1.201 2,016 2.542 3.100 3,563
90 | 0,176 0.265 0.411 0.846 1,199 2,008 2,528 3 073 3535

100 | 0.177 0.265 0.411 0.845 1,197 2,002 2.5Y¥7 3.062 3.513
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m= 5
:;rig 0.050 0,100 0,200 O0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
51{0.198 0.290 0.449 1.000 1.567 3.453 5,273 7.953 10.97
10 {0,211 0.303 0.456 0.932 1,359 2.522 3.429 4.555 5.636
15 1’04217 05309 0,460 0:911 1.296 2:273: 2:980 3,805 4,556
20 | 0,219 '0.312 0.462 0.900 1.266 2,158 2,779 3.482 4.103
25 /0,221 0,314 0.463 0.894 1,243 2.092 2.665 3.302 3.855
30 |0.222 0.315 O0.464 0.890 1,236 2.049 2.592 3.188 3.699
| 35 |0,223 0,316 0.464 0.887 1,228 2.019 2.541 3.109 3.592
j 40 10.224 0.317 0,465 0.885 1,221 1,997 2,504 3,051 3.514
: 50 |0.225 0.318 0,466 0.882 1,213 1.966 2.452 2.972 3.408
| 60 {0,226 0,318 0.466 0.880 1,207 1.946 2.419 2,921 3.339
; 70 | 0,226 0,319 0.466 0.879 1,203 1,931 2,395 2.885 3.291
i 80 | 0,227 0,319 0,467 0,878 1,200 1,921 2.377 2.858 3.255
| 00 105227 - 05320 05467  0:877 1197 1.912 2.364 2.837 3.228
; 100 | 0.227 0.320 0.467 0.876 1,195 1,906 2,353 2.821 3,206
| &
| 5 ;
g . P. 0.050 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
tm = bilats ; _ :
| 1 . 5{0.228 0.322 0.482 1,024 1.576 3.405 5.166 7.758 10.67
3 ‘| 10 |0.,246 0.340 0.493 0.954 1.362 2,461 3.314 4,371 . 5.386
i] 15 10,254 =0.348 0.498 0.933 1.297 2,208 2.863 ~3.626 - 4.318"
: 20 | 0,258 0.353 0.501 ©€.922 1,265 2,091 2.661 3,304 =3.871
25-190,261 0,355 0,503 0.916 1.246 2.024 2.547 3,126 3.627
30 |0.263 0.357 0,504 0,912 1,234 1,980 2.474 3,012 3,473
35 10.264. 0,359 0.505 0.909 .°1.225 1.950 2.423 2.934 3.368
40 | 04265 0360 02506 0,907 . 1,219 1.927 2,385 2.877 3,291
50 | 05266 0.361L 0.507 0.903. 1.210" I.B95 2.333 2.798 3.186
60 [ 0,267 0.362 0.508 0.901 1.204 1.875 2.299 2,747 3.119
H70 1 0:268  0.363. 0,508 0.900. 1.199 "1.B60 2,275 2.711 3.071
80 | 0.269 0.363 0.509 0.899 1,196 1.849 2.257 2,685 3.036
90 {0.269 0.364 0.509 0.898 '1.194 1.841 2,244 2.664 3,009
100 | 0,269 0.364 0.509 0.897 1,192 1.834 2.233 2,648 2,988
m= 7
k‘ﬁxig 0.050 0.100 0,200 0.500 0.683 0.900 0,954 0.980 0.990
b _ B _ :
3 5 {0.252 0.347 0,507 1.041 1,583 3,368 5,086 7.614 10.46
10 10.275 0.370. 0,521 0.971 1,363 2,414 3.228 4,235 5.200
15 10,285 0,380 0,528 0,949 1,296 2.158 2.775 3.492 4.142
20 | 0.290 0385, 0:5312 0938 1263 Z.040 2,572 3,171 3.699
25 |0.294 0.389 0.535 0.931 1.244 1,971 2.457 2.993 3.457
30 | 0.296 0.391 ©0.536 0,927 1,231 1.927 2,384 2.880 3.304
35 10.298 ©0.393 0.538 0,924 1.222 1,896 2,332 2,802 3,200
40 | 0.299. 0.394 0.539 0.922 1.215 1.873 2,294 2.745 3.124
50 [0.301 0.396 0.540 0.919 1.206 1.840 2.242 2,667 3.020
60 10,303 0.398. 0.541 0.9)}7 3.200 :1.819 2.208 2.616 2.953
70 | 0,304 0.399 0.542 0.915 1,195 1.804 2.184 2.580 2,906
80 | 0.304 0.399 0.542"0 0ld: #1192 JY 793 2. Y66 2.553  2.B71
90 | 0.305 0.400 0.543 0.913 1,189 1.785 2,152 2.533 2,845
100 | 0.305 0.400 0.543 0.913 1.187 1.778 2.141 2.517 2.823
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m= 8
35\43 0.050 .0,100 0,200 0.500 0.683 0,900 0.954 0.980 0.990

3 10527 B5867 05526 1,055 1.587 3339 5.025 7.503 10.29
X0 105299 05394 0,544 0,983 1,363 2,377 3.161 4.129 5.057
15 10,311 0,406 0,552, 0.960 1,295 2.119 2.706. 3.387 -4.004
20 {0,317 0,412 0.557 0.950 1.261 1,999 2.502 3.067 -3.564
25 10,322 0.417 0,560 0,943 1,241 1,929 2.387 2.890 3,324
30 10:325 05420 0.562 0,939 .1.228 1.884 2.312 2.777 3.1713
35 10,327 0.422 0.564 0.936 1.219 1,852 2.260 2.699 3.069
40. 485399 0423 0565 0.934..1.217 38202295 -2 641 2._993
5¢: 109331 - 0,426 0,567 0.930 1:202 1.796 1 2:170 2.563 2.890
60 10,333 0.428 0.568 0,928 1,196 1,775 2.135 2.512 2.823
70 105334 0,429 0,569 - 0,927 1,191 1:760  2.110 2.476 2.7177
80 10,335 0.430 0,569 0,926 1,188 1.748 2.093 2.450 2.742
99. 165336 05430 0.570 0.925 -1.185 1.739 75079 2.429 2.715

100 [ 05336° 04431 0,570 0,924 1,183 1;732 : 27068 2.413  2.694
m= 9

; P.0.05 0,100 0,200 0,500 0,683 0.900 0,954 0.980 0,990
m - : :

5:105287. 0,383 103542 1°065 ~1:590 3316 4.976 .7.415. 10.16
10 |{0.319 0.414 0.562 0.992 1,363 2.347 3,107 4,044 4,942
15.10,333 0.427 0.572 0.970. 1.293 - 2,086 2.650 3,303 :3.895
20 |0.341 0.435 0.577 G.959 1.259 1,965 2.445 2.984 3457
25 |0.346 0.440 0,581 0,952 1,239 1,895 2,329 2.806 3,217
30 j0.349 . 0.444 0,583 0,948 - 1,225 1,849 2,254 2,693 3,067
35 |0.352 0.446 0.585 0,945 1,216 1,817 2.202 2.615 2.963
40 {0,354 0.448 0.587 0.943 1,208 1,793 2,164 2,558 2,888
50 |0,357 0.451 0.589 0.940 1,198 1.760 2,111 2,479 2,785
60 [0.359 0.453. 0.590 -0.,937: 1.192: 1.738. 2076 2.428 2.718
70 (0.360. '0.45% . 0.591: 0.936 -1.187-.1.723: 23051 . 2.392 2.672
80 10.361° 9.455 0,592- -0,935 -1.183- 1.711: 2,033 2.366 2,637
90 {0,362 0.456 0.593 0.934 1,181 1.702 2.019 2,345 2,611

100 {0.363 0.457 0,593 - 0,933 1.178 1.695 2.008 2.329 2,590
m=10

~pP 0.050 0.100 0.200 0.500 0.683 0,900 0.954 0.980 0.990
m! - -

5 (02301 0.397 0.555 13073 1,592 3.297,:4.936 7.344 10.05
10 |0.336 0.431 0.578 1.000 1.363 2.323 3,062 3,975 4.849
15 |0.351 0.446 0.588 0,977 1.291 2.059 2,604 3,235 3.805
20 {0.360 0.454 0.594 0.966 1,257 1.937 .2.398 2.915 3.368
25 10.366 0.460 0.599 0.960 1.236 1.866 2.281 2.737 3.129
30 {0.370 0.464 0.601 70.955: 1,222 ,1.8}9 .2.206 .2.624 2.979
35 10.373 0,467 0.603 0,952 +1.212 2,787 2.154 2.546 2,876
40 |0.376 0.469 0.605 0.950 . 1,205 1.763 2,115 2,488 2,801
s0 [0.379 0.472 0.607 0.947 1,195 1,729 2.061 2.410 2.698
60 |o.382 0.475 0.609 0.945 1,188 1,707 2.026 2.359 2.632
706 |0.383 0.476 0.6i0 0.943 1,183 1,691 2.002 2.323 2.585
80 |0.385 0.477 0.611 0.942 1,180 1,680 1.983 2.296 2.5;1
90 |0.386 0.478 0.612 0.941 1,177 1.670 1.969 2.975° 2 504

100 |0.386 0.479 0.613 0,940 :1.174 1.663 1.958" 2.259 2.503
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m=12
2 0.0 0,100 9.200 0,500 "0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
5 19.322. 0,418 0.575 -1.085 1,596 3,265 4.874 7.235 O.BB8
10 (0. 363055705601 1,012 21,361 22831 0004 =3 man- A agnG
15 |9.382 05475::0.614 0:;989-.1.288 2,017 2.532 3:128 3.666
20 10.393 0.486 0,622 0,977 -1.253 1.892 2.325 2.808 3.231
2500 L4009 S0 62709721 523]- 1,820 2207 2679 120663
30 10,405 ‘'0.497. 0,630 0,966 1,217 1.773 -2.130 2.516 2,843
35.10.409 - 0.5017 0,633 0,963 1,207 1,739 2,077 2,437 2.740
40 0. 4125 0.503 205635 0,961 - 1.199- 1,715 2.038 2,380 2.665
30" 1048 D S08 L D638 - 0,958 2 35189 -1 .650 L 98d 2R 301 20D
60 10,419 -0,510'20.640 0.956 1,381 1.8657 1.948 2.249 2.496
70 105 42200 /51.2:50:0641=:0,954 - 1 176 . 1,641 1.923 2.213 2,450
30 w423 05197 0.642° 0,953 "X, 173 1.62 1,904  2:186 2,415
90 D425 - 0.515 - 0.643° 0595217170 2,620 1898 20165 2,389
100z |0.4265::0:,515,.0,5644 0,951 1.167 131.612 1,878 2,149 °:2_368
m=16

: Ro.0s0 0,100 0,200 O0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990
m > - -

5 {0.351 0.446 0.600.  1.101 -1.599 3,230 4,795 7.095 9,680
10 10:401 70,4993 0:633 - 1.026-1.359 :2.233 2,904 3,730 4,520
15 0542570515 70,649 .1.003 - 1.283 - 1,961 2.438 2_988 3, 485
2010 43900529 2 0. 658 7°0:992 522486 1 833 2,227 2 666 3,051
25 i0.449 0,538 0,665 0.985 1.223 1.758 2.107 2,487 2,813

. 30 |0.456° 0.544 0.669 0,980 1,208 1.709 2.029 2.372 2.663
35 40,461 -0.549.:0.673 0,977 1.198  1.674 1,574 2.293 " 2.560
40 (0,465 0.552 0.675 0.975 1,190 1,649 1,934 2,234 2.484
50 0,470,558 0.679 0,972 1,178 "1.613 1.878  2.154" 2,382
60 i0,475 0.561 . 0.682 0.969 1,171 1.589 '1.842 2,102 2,315
70 {(0.478 0.564 0,684 0,968 1,165 1,572 1.816 2,065 2,268
B0~ 106:480-:0.560: :0:685 70967 1.161 1559 1.796" 2,038 2 233
.90 |0.482 0,568 0.687 '0.966 1.158 1.550. 1.781 2,017 2,206

100 0 483 0.569 0.688 0.965 1,156 1.542 1.769 2.000 2.185

m=20

: R_0.0SO 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0.990

m :

5 103695704632 0.617-1.11) 1.601 3.207 1.747° 7,009 9,553
i0 |0.426 0.516 0.653 1,035 1.357 2.201 2,847 3.644 4.405
15 0. 454 ~0.5425°0.67F “1.011 :1.279 .1.924 2,378 2.900 13,372
29 |0 471> 0.557 - 0.682-1.000 ~1.241 1. 794 2.164 2.577 2.938
25 |o.482 "0.568 0.690 0.993 1,218 1.718 2.042 2.396 2, 699
30 {0.490 0.575 0.695 0,989 1,202 1.667 1.963 2.281 2.549
35 10,497 “0.581-:0.699.°.0,986 1,191 1.632 1,908 2.200 2.445
40 (0,502 0,585 ©0.702 0.983 1,183 1,605 Y867 5 2:4)-25 360
50 ‘0 EO0-0.592 S 0.707. 85980 1,171 - 1.568 7 11.8).0 2060 2,265
60 |0.514 0.596 0,710 0.978 1,163 -1.543 1.772.-2.007 2.198
70 10.518" 0,600 -0.713°0.976 - 1.157 1.526 Y745 =1.969 2150
80 '|G.520°0.602 0715 -0,975 1.153 1,513 1.725 ‘1.941 2:1315
900,523 0.604 0.7l6 0.974 1,149 1.503 1.710 1:920:°2.088 '

100 |lo.525- 0.606 0,717 0.973 1.147 1,494 1.698 1.902 2.067




