Pisemna zkouska z Diskrétni matematiky
4.1.2015 (1. termin)

Jméno a prijmeni | 1 |2 3|4 |5 | Soucet

Kazdy priklad je hodnocen 16 body. Pro odpovédi vyuzijte volného pro-
storu mezi priklady. Test trva 100 minut.

1. Necht X = {0,1,2} je mnozina a A C P(X) systém jejich podmnozin.
Pro kazdou z nasledujicich formuli naleznéte néjaky systém, ktery formuli
spliuje a ngjaky systém (ten v odpovédi oznacte jako B), ktery ji nesplnuje.
Pokud takovy A nebo B neexistuje, dokazte to.

a) VX, Y e A)(X n{0,1} =Y n{0,1} — X =Y.

b) (VX,Y e )X CY V Y C X).

¢c) Ve,y e X)AY €e A)((z €Y AN ydY) V (€Y AyeY)).

d) (VY € A)(X —Y € A).

2. Sestrojte (nebo dokazte, Ze neexistuje)
a) néjaké surjektivni izotonni zobrazeni

f+(P(N), ) = (P({1,2,3,4}), ©),

b) néjaky izomorfismus usporddanych mnozin

g:(P({1,2,3,4}),C) — (P({1,2,3,4}), D).



3. Necht R,S,T jsou relace na mnoziné X. Dokazte, Ze plati:
a) (RoS ) '=SoR™!

b) (RUS)oT = (RoT)U(SoT).

4. Nac¢rtnéte vsechny vzajemné neizomorfni grafy s péti vrcholy a Sesti hra-
nami.

5. a) Urcete pocet permutaci (tj. bijekci na sebe) n-prvkové mnoziny A, které
splnuji (Vo € A)(f(x) # z) (tj. nemaji pevny bod).

b) Urcete pocet maximalnich parovani dplného bipartitniho grafu K, .
(Pfipomenme, Ze parovani je podgraf, jehoz zadné dvé hrany nemaji spole¢ny
vrchol.)



ResSeni

1. a) Formule tik4, Ze vSechny mnoziny systému .4 ,jsou rozlisovany“ prunikem
s {0,1}. Muzeme tedy vzit tireba A = {{0},{1}}, ale stacilo by i A = (.
B musi obsahovat néjaké mnoziny lisici se pravé prvkem 2, tedy napiiklad
B = {{0},{0,2}} nebo rovnou B = P(X).

b) Formule fik&, Zze vSechny mnoziny systému 4 jsou porovnatelné inkluzi.
Vezmenme tieba A =0, B = P(X).

c¢) Chceme, aby pro libovolné dva prvky systém obsahoval mnozinu, kterd
z téchto prvku obsahuje jen jeden ale ne druhy. Prvky x,y jsou libovolné,
muze se tedy stat, ze x = y. Pak je ovSem zadnou mnozinou oddélit nelze,
systém A dané vlastnosti tedy neexistuje. B lze zvolit libovolné, napt. B = ().

d) S kazdou mnozinou chceme mit v A i jeji doplnék v X. Zvolime tieba

A="P(X),B={{0}}.

2. a) Nejprirozenéjsi je za f vzit zobrazeni, které z kazdé podmnoziny N
vyhodi vsechny prvky ruzné od 1,2, 3 nebo 4, tedy

F(X)=XnN{1,2,3,4}.

Snadno nahlédneme, ze f zachovava inkluzi a je tedy izotonni. Kazda podmnozina
{1,2,3,4} je obrazem sebe sama, f je tedy také surjektivni.

b) Hledame bijekei, kterd otaci usporadani. Nejjednodussi zpusob je zob-
razit kazdou podmnozinu na jeji doplnék, tj.

g(X) ={1,2,3,4} — X.

Protoze doplnék doplinku je puvodni podmnozina, g je sama k sobé in-
verzni, a je to tedy bijekce. Staci se uz jen presvédcit, ze X C Y implikuje
{1,2,3,4} — Y C {1,2,3,4} — X, tedy g = ¢! je izotonni.

3. a)
(RoS™) ™ ={(z,y) | (y,2) € Ro 57"}
={(z,9) | 32)((y,2) € ST A (2,2) € R)}
={(z,9) | B2)((z,9) € 5 A (2,2) € R)},
So R ={(z,y) | (3)((z,2) € R A(zy) € 5)}
={(z,9) | B2)((z,2) € R N (z,9) € 5)}
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Grafy nejsou izomorfni, nebot si ve vétsiné pifpadi neodpovidaji stupné
vSech vrcholu (tzv. skére grafu). Jedind dvojice se stejnym skérem je 4. a
6. graf, ty rozliSime napf. pozorovanim, ze 3. graf ma kruznici délky 3,
zatimco 6. graf ji nema. Pokud predpokladame, ze dolni vrchol ma byt vr-
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nedostaneme jina feSeni.

5. a) Uloha je variantou ,Satnérky“. K feSeni pouzijeme princip inkluze a
exkluze. Dostavame soucet

"Vnt - 711 (n—1)! + 72‘ (n—2) = 4 (=1)" Z (n—n)! =
(o)1= (-0 (;) (0

- g(—ni(’;) (n—1)!

Ptitom i-ty s¢itanec odpovidd odhadu poc¢tu permutaci s ¢ pevnymi body (ty
se vybiraji kombina¢nim ¢islem a zbylé libovolné permutujeme).

b) Uplny bipartitni graf K, ,, méa vSechny hrany mezi m-prvkovou ,levou*
podmnozinou vrcholu a jejim n-prvkovym ,pravym® doplikem. Ponévadz



zadny vrchol se nemuze ucastnit vice nez jedné hrany parovani, budou v ma-
ximalnim parovani zastoupeny vSechny prvky mensi z podmnozin a do paru
k nim vybrany libovolné ale rtuzné prvky vétsi z podmnozin. Budeme tedy

pocitat variace. Pro m < n dostavame n(n—1)(n—2)...(n—m+1) = —(nz!n)!v

pro n < m by to bylo analogicky #'n)'



