Priklady na precvicovanie — mocninové rady

Jednym z najvyznamnejsich typov funkcionalnych radov st mocninové
rady, t.j., jednotlivé €leny f,(z) radu st mocninové funkcie premennej x.
Jedna sa teda o rady tvaru

Z an(x — x0)", (1)

kde ¢ (stred mocninového radu (1)) a a,, n € Ny, (koeficienty mocninového
radu (1)) st dané redlne ¢isla. O charaktere mnozin bodovej konvergencie
radu (1) hovori tzv. prvd Abelova veta. Z nej vyplyva, ze rad (1) konverguje
bodovo na niektorych otvorengch intervaloch so stredom v bode xy, t.j., na
mnozinach typu (zg — 7,29 + ), kde r je vhodné nezéporné reélne ¢islo.
Najvacsie mozné takéto r sa priliehavo nazyva polomer konvergencie radu
(1) a je mozné ho vyjadrit pomocou Cauchyho—Hadamardovho vzorca

1

r=——
lim sup {/|a,|

n—oo

(2)

Ak limsup,,_, . /|a,| = 0, kladieme r = oo, kym pre limsup,,_,., ¥/|a,| = 0
kladieme r = 0. Poznamenajme, Ze v pripade, ked existuje limita

Ap+1
Qp,

lim

n—o0

Y

sa polomer konvergencie r d4 vyjadrif i v tvare

1
r = s
An41

n

lim

n—o0
¢o sa s vyhodou vyuziva v konkrétnych praktickych tlohach. Maximalny
interval Z = (z9 — 1,29 + r) s hodnotou r zo vzorca (2) sa nazyva interval
konvergencie radu (1). Je zrejmé, ze celkovy obor konvergencie radu (1) bude
pozostavat z intervalu konvergencie Z plus eventudlne z dvojice krajnych
bodov zy — r a zy + r. Bodovu konvergenciu v tychto krajnych bodoch je
nutné vysetrit osobitne. St¢et s(z) radu (1) je teda urcite definovany vsade
na intervale konvergencie Z. Ak naviac rad (1) konverguje i v krajnom bode



xo + r, potom podla tzv. druhej Abelovej vety pre hodnotu s(z¢ + 7) stctu
radu (1) v tomto bode plati
s(to+r)=lim s(z).
x—(zo+r)~

Poslednd rovnost znamend, Ze siucet s(x), ak je definovany v bode x¢ + r, je
zlava spojity v xg+r. Tento fakt potom umoziiuje efektivny vypocet hodnoty
s(zo+r). Podobné tvrdenie plati i pre krajny bod zo—r (pokuste sa ho samy
formulovat :)). VSimnime si, Ze rad (1) vZdy konverguje vo svojom strede .

Na kazdom uzavretom podintervale intervalu konvergencie Z rad (1) kon-
verguje rovnomerne (niekedy hovorime, Ze rad (1) konverguje lokélne rov-
nomerne, resp. skoro rovnomerne na intervale Z, pozri predchadzajici do-
kument o funkcionalnych radoch :)). To znamend, Ze siucet s(x) je spojitou
funkciou na intervale konvergencie Z (prec¢o? :)). Okrem toho platia identity

s'(x) = (Z an(z — xo)”> = Z an-n-(x—m)" ', z€T,

n=0 n=1

/ab s(x)dz = /a” (nfg an(z — xo)"> dr = nf;an . %ﬂ (= 2™,

kde a, b st Tubovolné redlne ¢isla z intervalu konvergencie Z (samy zdévodnite
tieto identity :)).

Riesené priklady

Priklad 1
Ur¢me obor konvergencie mocninového radu
o
n+1
E -
n
n=1

Riesenie:
Stanovime najprv interval konvergencie predlozeného radu. Pre jeho polomer
konvergencie plati

1 1 1
r= = )
limsup {/|as|  1im sup 1 ‘”TH‘ limsup {/2H

n—00 n—oo n—oo
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= 1 existuje (samy overte :)), limita superior
danej postupnosti prechadza na samotnu limitu postupnosti

1 1
. S
lim /2t 1
Nn—00 n
Interval konvergencie daného radu mé teda tvar (—1,1) (preco? :)). Celkovy
obor konvergencie bude teda pozostévat z intervalu (—1, 1), pripadne z bodov
xr = £1. Dosadenim x = —1, resp. x = 1 do radu v zadani prikladu dostaneme

¢iselné rady
oo oo

anl -(=1)", resp. an;l

n=1 n=1

Nie je tazké ukazat, ze obidva diverguju (samy overte ;)). Preto obor konver-
gencie predlozeného radu je iba interval (—1,1).

Priklad 2
Pre a € (0,1) stanovme obor konvergencie mocninového radu

o0

2
E o ot
n=1

Riesenie:
Postupujeme analogickym spésobom ako v predchadzajicom priklade. Zis-
time polomer konvergencie daného radu

1 1 1 1 1
r = = = = et - = — = Q.
limsup {/|a,| limsup {/|a?*| limsupa™  lim o™ 0%
n—00 n—oo n—o00 n—oo

To znamend, Ze interval konvergencie skimaného radu je (—oo, 00), teda rad
(bodovo) konverguje pre kazdé reélne cislo. Hladany obor konvergencie je
preto celé R.

Priklad 3

N&jdime obor konvergencie mocninového radu
oo
g n!-z".
n=0
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Riesenie:
Vsimime si, ze v tomto pripade existuje limita

(n+1)!
n!

Ap+1
Qp,

lim

n—o0

= lim
n—oo

= lim (n+1) = oo.

n—o0

Preto polomer konvergencie radu v zadani prikladu moézeme vypodéitat po-

mocou rovnosti
1 1

r=—f—=—=0.
lim |4ntLl o0

n—oo | 9n

To znamend, Ze skiimany rad (bodovo) konverguje iba vo svojom strede
x = 0. Jeho oborom konvergencie je preto jednoprvkovd mnozina {0}.

Priklad 4
Zostrojme obor konvergencie mocninového radu

S
>

o .
n=1

Riesenie:
Samy sa presvedcte, Ze polomer konvergencie predlozeného radu je r =1 :).
Rad teda ur¢ite bodovo konverguje na otvorenom intervale (—1,1). Dosade-
nim = = 1 ziskame divergentny harmonicky rad Y *, kym volbou z = —1
dostaneme Leibnizov alternujuci rad #, ktory, ako sme ukazali v pred-
chadzajuicich dokumentoch, konverguje. Obor konvergencie radu v zadani ma
preto tvar [—1,1).

Priklad 5
Najdime stcet mocninového radu

o0
E n-z"t
n=1

Riesenie:
Pri rieSeni prikladov tohto typu vyuzivame skutocnost, Ze mocninové rady
mozeme na ich intervaloch konvergencie derivovat a integrovat ¢len po Clene,
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pricom takto ziskané mocninové rady maji opit ten isty interval konver-
gencie. Tymito operaciami sa snazime dany rad previest na mocninovy rad,
ktorého stucet vieme explicitne uréif. Vyznamnym prikladom takéhoto radu
je geometricky mocninovy rad > z", pre ktory plati

ad 1
"= , € (—1,1).
;w —  re(-11)

Nechdvame na citatela, aby ukazal, Ze rad v zadani prikladu mé interval
konvergencie (—1,1) :). Dalej pre kazdy jeho ¢len plati

n-x" ' = (2") pre kazdé z € (—1,1).

Teda predlozeny rad vznikol derivovanim geometrického radu. Preto pre
kazdé = € (—1,1) mame

n=1

(pozor, v tomto geometrickom rade za¢iname od indexu 1 ;)).

Priklad 6
Stanovme stdéet mocninového radu
. n 1
Z (n + ) . mn—l‘
n=1 2

Riesenie:
Postupujeme v rovnakom duchu ako v predchadzajicom priklade. Predlozeny
rad mé interval konvergencie (—1,1) (samy overte :)). Plati

1 1 "
n(n2+ ) R (§ . :L,n-i-l) : = (_17 1)

(i toto si samy dobre premyslite :)). Pre stucet daného radu potom dostavame

i n(n; 1) el = i (% .xn—i-l)” _ % . (i xn+1>//
n=1

n=1 n=1



122\ 1
(%) T e

(detailné vypocty nechdvame na citatela ;)).

Priklad 7
Uréme stucet mocninového radu z Prikladu 4. Pomocou tohto vysledku potom
odvodme stcet Leibnizovho ¢iselného radu

o) 1)
s

Riesenie:
V Priklade 4 sme ukazali, ze obor konvergencie daného radu je interval
[—1,1). Nech s(z) je hladany stcet, t.j.,

[e.9]

s =S5 rel-11)

n

Pre kazdé pevne zvolené x € (—1,1) plati (samy si premyslite :))

T / 1 dt.
n 0

s(m)zi%nzzg/jt"—ldtz/j (it”—l) dt = le_tdt

0

Pre stcet s(x) potom mame

=[-In(1—-1t)]; =—In(l —z) prekazdéze (—1,1).

Funkcia s(x) je v8ak definovand i v bode x = —1, pri¢om

Pl

|
=

Il
[~

|
S| =

n=1

Hodnotu s(—1) stanovime pomocou druhej Abelovej vety, podla ktorej je
funkcia s(z) sprava spojita v bode —1. Konkrétne, plati

s(=1)= lim s(z)= lim [—In(l —z)]=—1In2.

z——11 z——11
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Méme teda identitu

& ( 1)71 e ( 1)n71
— _1n?2 ) X7 —1n2.
Z = s resp Z n n

n
n=1 n=1

Poslednt rovnost sme v jednom z predchédzajicich dokumentov uz odvodili,
pricom sme vyuzili (samozrejme :)) odliné argumenty. Ziskany vysledok teda
poukazuje na vyznam mocninovych radov pri urcovani stuc¢tov niektorych ¢i-
selnych radov.

Specialnym typom mocninovych radov st Taylorove rady. Ak f(z) je
funkcia definovand na nejakom okoli bodu xy a majica vlastné derivacie
vsetkych rddov v bode z(, potom jej Taylorov rad so stredom v bode xg
formalne definujeme

oo (n) o ) ., ,
an—g)-(x—$o)n:f($0)+f(x0).(x—x0)+%f (w0) - (2 —20)* +-- -,

kde bod z je z uvazovaného okolia bodu zj. Jednd sa teda o mocninovy
rad so stredom v bode zy. VSimnime si, zZe n-ty ¢iastocny sucet Taylorovho
radu funkcie f(x) so stredom v bode xy je n-ty Taylorov polynom T,(x)
funkcie f(z) so stredom v bode zy. Z diferencidlneho poc¢tu funkcii jednej
premennej vieme, ze n-ty zvysok R,(z) = f(x) — T,(z) mozno vyjadrif v
(tzv. Lagrangeovom) tvare

A ()

R.(x) = m (x— @),

kde 7 je isty bod medzi bodmi xy a x. Prirodzene ocakavame, ze suctom
daného Taylorovho radu bude prave funkcia f(z), t.j.,

O fn)
f(z) = Z f—('xo) -(x — )" pre kazdé x z daného okolia bodu zy. (3)
n!
n=0

Posledna rovnost zrejme nastane prave vtedy, ked

lim R,(x) =0  pre kazdé x z daného okolia bodu
n—oo



(samy si to premyslite :)). Postac¢ujicou podmienkou identity (3) je rovno-
mernd ohranicenost postupnosti derivacii { £ (z)} funkcie f(z) na uvazova-
nom okoli bodu xy. Tato podmienka znamena, ze existuje kladné realne cislo
K tak, ze pre kazdé n € Ny plati

| ) (z)] < K pre kazdé x z daného okolia bodu .

V pripade platnosti rovnosti (3) ¢asto hovorime, ze funkcia f(x) sa d& rozvi-
naut do Taylorovho radu na okoli bodu xy. Vyznamnym a v praxi velmi uzitoc-
nym poznatkom je skuto¢nost, ze Taylorov rozvoj funkcie f(z) v okoli bodu
To, ak existuje, je uréeny jednoznacne v zmysle, Ze kaZdy mocninovy rozvoj
funkcie f(x) na okoli bodu zg je nutne jej Taylorov rozvoj (velmi dokladne si
to premyslite :)). Na druhej strane, kaZdy mocninovy rad, ktory konverguje
na nejakom okoli svojho stredu, je Taylorovym radom svojho sictu na tomto
okoli :) (i toto si velmi dobre zddvodnite :)). Taylorove rozvoje funkcii teda
splyvaju s konvergentnymi mocninovymi radmi.

Poznamenajme, ze v pripade xqo = 0 sa prislusny Taylorov rad funkcie
f(z) na okoli xy niekedy oznacuje aj ako Maclaurinov rad funkcie f(x). Uve-
dieme teraz Maclaurinove rozvoje niektorych elementarnych funkcii. Pri kaz-
dom rozvoji je uvedeny aj jeho prislusny obor konvergencie.

. =" z? a8
e:zgmzl+x+?+€+---, z € R,
0 g2t T
inr = B Y T R
sinz = 22n+1 ) x 6+120 , r € R,
2 2 g
— () =1 cR
oS ;(m)!( ) 2 " e
oo x2n+1 . £C3 1'5
arctgaszzzn+1-(—1) ::1:—34—3— , x e [-1,1],
n=0
= z" i z?
1n(1+x)zz?<—1) =r- ot z e (—1,1],
n=1



kdepeR a (i) ::P'(P—l)-(p—n%)-..(p_n+1)

je tzv. zovSeobecneny binomicky koeficient.

Priklad 8
Dokazme, ze funkcia f(x) = 1/z je stctom svojho Taylorovho radu so stre-
dom v bode zy = 3 na intervale (2,4).

Riesenie:
Funkcia f(z) ma zrejme vSetky derivacie v kazdom nenulovom bode z, pri¢om
nie je fazké pomocou matematickej indukcie ukéazaft, ze pre kazdé n € N plati

£ () = % v € R\ {0}.

(samy dokézte ;)). Prislusny Taylorov rad funkcie f(z) so stredom v bode
ro = 3 ma preto tvar

>, f(n) > (=
Z / n'(3) (x—=3)" = Z (3731 (x—3)".

n=0

3

V tomto pripade jedna o geometricky rad, konkrétne

1 & (3 — :I:) "
3 = 3
Nie je preto problém priamo urcif jeho sucet. Skuto¢ne dostaneme funkciu

f(z), nakolko
1l «—(3-2\" 1 1 1
3 3 31— g




pre kazdé x spliiajice ?’_Tx‘ < 1, t.j. pre kazdé = € (0,6) D (2,4). Tento
vysledok vyplyva i zo skiimania n-tého zvysku R, (x) daného radu

R0 (-

(n+1)! (= xo)" M = e (= 3T

Rn(l’) - nn-i—l

kde realne ¢islo 1 lezi medzi hodnotami x a 3. Nakolko pre kazdé x,n € (2,4)
a kazdé n € Ny plati

(-1
nn+1

1 1 1
<

- nn+1 < 2n+1 — 5

a lz -3 <1

(samy overte :)), mame lim, ., R,(z) = 0 pre kazdé = € (2,4) (i toto si
samy dobre premyslite :)).

Priklad 9
Néjdime Taylorov rozvoj funkcie f(z) = \/117 na okoli bodu zg = 0.

Riesenie:
Kedze ﬁ = (1 + 2%)7'2, jedna sa o binomicky rozvoj s exponentom
p = —1/2. Mame teda

= Z( L)

pre kazdé redlne x spliiajtce |22 < 1, t.j., |#| < 1. Pre jednotlivé binomické
koeficienty plati (7%)/ 2) =1la

n ¢lenov

<_711/2) _ (_%) | (_g> ' (E) (_% —n+1)\

—1)"-1-3-5---(2n -1
:( ) X (2n—1) pre kazdé n € N.
-n!

Pre kazdé = € (—1,1) potom dostavame identitu

n.1.3.5...2n—1
+Z (2n )'xQn'

21 . pl

v1+:c2
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Nechévame na ¢itatela, aby ukazal, ze napriek tomu, ze funkcia f(x) je defi-
novand i vz = £1, jej Maclaurinov rad v tychto bodoch diverguje :).

Priklad 10

N4jdime mocninovy rozvoj funkcie f(z) = e "

na okoli bodu zy = 0.

Riesenie:
Pri rieseni vyuzijeme skutoc¢nost, Ze pre kazdé redlne ¢islo t plati rovnost

t = tn
e = Z m
n=0
Z tejto identity pomocou substitticie t = —2? dostaneme

o 2
—z2 (—l’
€ - Z n

n

n e -1
) = Z ( n!) -2®"  pre kazdé = € R.

Ziskali sme teda isty mocninovy rozvoj funkcie f(z) v okoli bodu zo = 0
platny na celom R. Zéroveri je to i Taylorov rozvoj funkcie f(x) so stredom
v bode zg = 0, a teda jeding mocninovy rozvoj f(z) na okoli zy = 0.

Priklad 11

Overme platnost Maclaurinovho rozvoja funkcie f(x) = arctgz.

Riesenie:
Vyuzijuc filozofiu Prikladu 7, poktsime sa nédjst vhodny geometricky rad,
ktory nejako suvisi s funkciou f(x). Z vlastnosti elementarnych funkeii jednej
premennej mame identitu

|
/ dt = arctg z,
o 1+1¢?

platiacu pre kazdé realne ¢islo x. Podintegralny vyraz je vSak mozné pre
t € (—1,1) chapat ako stucet nekone¢ného geometrického radu s kvocientom

—t2, konkrétne
[o.¢]

LS ey <t

1+1¢2

n=0
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(samy si dobre premyslite :)). Pre kazdé = € (—1,1) teda plati rovnost
arctgx = /w L dt = /w i(—ﬁ)" dt
o 1+t o \ = ‘

V poslednom vyraze je mozné zamenit poradie integracie a sumécie (preco?
1)), preto dostavame

o z ) o (_1)77, 217 ® i 2+l
weigr =3 [[tra =Y [ S| =3 e

n=

Ziskany mocninovy rozvoj plati iste na intervale (—1,1). Nakolko konverguje
i pre hodnoty = = +1 a funkcia arctgx je spojita na celom R, podla druhej
Abelovej vety posledna rovnost je splnend i na intervale [—1, 1]. Z jednoznac-
nosti mocninovych rozvojov nakoniec vyplyva, ze sa jedna o Maclaurinov rad
funkcie f(z) (samy si vSetko dobre premyslite ;)).

Priklad 12
Zostrojme Taylorov rozvoj funkcie f(x) = sin®z na okoli bodu z = 0.

Riesenie:
Priama cesta, ako pristipit k rieSeniu tohto prikladu, je otrocky postupne
pocitat jednotlivé derivécie funkcie f(z). Druhd, prijatelnejsia cesta, je zalo-
zené na jednoznacnosti Taylorovho radu — staci najst akgkolvek mocninovy
rozvoj funkcie f(x) na okoli bodu xy = 0. Pomocou goniometrickej identity

. o 1 —cos2x
sin“z = ——
2

a mocninového rozvoja funkcie cos xz postupne dostaneme

. 1 1 11 (22
2. - _ —. - _ . (=1
sin"z = 5 — 5 - cos 2r = 573 ngzo o) (—1)
1 1 1 S (2x)2n 1 e (21.)271
— _ _ — . .—1”:——~ '_111.
2 3 T3 oy TV T3 2 oy Y
N~~~ n=1 n=1
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Posledni sumu moézeme upravit na tvar

o 92n—1 (_1)71—1 on
(2n)!

sin®x =

n=1

(samy overte :)). Toto je hladany Taylorov rad funkcie f(z) v zadani pri-
kladu, platiaci pre kazdé x € R.

Neriesené priklady

1. Urcte polomer a obor konvergencie danych mocninovych radov.

n n 0o gAn—3 )2 "
a) Y, 2" 2 b) >l T ) X Egn))! T
d) Y02, ;_nﬁ e) Doty 37 g f) Y00 @™ -sin -

o) n n o] n! . o] z+1)"
g) o () e ) Eabeam i) 0 5y
2. Najdite suc¢ty danych mocninovych radov.

a) Yolyn’ea" b)) 3 (n+1) 2" o) 3T

00 pepn—1 00 z—3)2n 0o n n—
d) Yoo, e e) S0 ¥ £) 3220, (—1)m D L g2,

3. Zostrojte mocninové rozvoje dangch funkcii v okoli bodu ag = 0.
a) f(z) =V1+a b) fz)=V1+z ¢ f(z) = cosa’
d) f(z) =e™ e) f(z) = f) f() = (1+e)
g) f()=In(z ++v1+22) h) f(z) =arcsinz i) f(z) = 22e®.

3/2 g0 stredom v bode z = 1.

4. Stanovte Taylorov rad funkcie f(z) =«
5.* Napiste niekolko prvych ¢lenov Maclaurinovych radov funkcii

a) f(x)=tgz  h) f(z)=In(l1+¢e") i) f(x) = (arcsinx)?.
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6.* Pokuste sa vyriesit Priklad 12 tak, Ze vyuZijic Maclaurinov rozvoj fun-
kcie sin x urcite sucin

sin? x = (Zm . (_1)”> . (Z m . (_1)m) .

n=0 m=0

Porovnanim ziskaného rozvoja s vysledkom v Priklade 12 dokazte kom-
binatoricku identitu

n—1 M,
Z (Zk—i— 1> =21 peN ).

k=0
7.* Pomocou vhodnych mocninovych radov najdite stéty danych konver-
gentnych c¢iselnych radov.

) Yoliwk b)) ol M

00 -1 oo n3
o) Yoo, Bl a) e
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