Priklady na precvicovanie — krivkové integraly,
Greenova integralna veta

Riesené priklady

Priklad 1
Vypocitajme krivkovy integral prvého druhu

]:/Sin2xds,
%)

kde trajektdria krivky ¢ je cast grafu funkcie y = cosx pre = € [0, 7/2].

Riesenie:
Standardny postup je nasledujtci. Najprv vhodne parametrizujeme dant
krivku ¢. V pripade, ked sa jedné o rovinnua krivku, ktorej trajektéria splyva
s castou grafu nejakej funkcie jednej redlnej premennej z, najpriamociarejsie
je zvolit za parameter ¢ samotné x. V nasom priklade méa parametrizacia
krivky ¢ teda tvar

0
r=t, y=cost, te€ [O,ﬂ.
Predlozeny krivkovy integral potom prepiSeme na bezny urcity integral s

integra¢nou premennou ¢. Za tym tcelom je nutné vyjadrit derivaciu krivky
¢ podla parametra t. Kedze vektor o(t) = (x(t),y(t)), ¢t € [0,7/2], mame

P(t) = (), (1) = (1, —sint), e [0,7]

(v krajnych bodoch daného intervalu uvazujeme prislusné jednostranné de-
rivacie funkcii x(t) a y(t)). Pre absolitnu hodnotu vektora ¢'(t) potom plati

¢ @ = VO + @ = Viesiet, te o],

Pre krivkovy integral v zadani prikladu potom dostavame

/2 /2
I= / sin 2t - ||/ ()| dt = / sin2t - /1 + sin® ¢ dt.
0 v T~ 0

sin 2z ds




Posledny urc¢ity integral mozeme vypocitat napriklad pouzitim substitticie
u = 1+ sin?¢. Potom

du = 2sintcostdt = sin 2t dt
a nové integracné medze st od 1 do 2. Po dosadeni pre hodnotu I mame

]:/12\/ﬂdu: E-x/@r:;(\@—l).
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Priklad 2
Stanovme krivkovy integral prvého druhu

[:/(:v2+y2+y2)ds,
©

kde ¢ je ¢ast skrutkovice s parametrickym vyjadrenim
r=acost, y=asint, z="0bt tec]l0,2n],

kde a, b st kladné konstanty.

Riesenie:
V tomto pripade integrujeme funkciu troch premennych po priestorovej krivke,
postupujeme vSak podobne ako v predchddzajicom priklade :). Danu krivku
uz mame paramatrizovani. Vypoéitame absolitnu hodnotu vektora ¢'(t) jej
prvej derivacie. Postupne dostavame

¥ = —asint, oy =acost, 2 =b
U
1" ()1 = \/[95'(?5)]2 +ly @) + [0 = Va2 + 12

(samy overte :)). Pre krivkovy integral v zadani prikladu potom méme

I= /27r ([acost]® + [asint]® + [bt]?) - Va® + b? dt

2m 4
Z/ (a® +°t%) - Va2 + b2 dt =27 - Va2 + b2 - <a2+ §'7T2b2> :
0
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Priklad 3

Pre dané a > 0 uréme dizku ¢asti tzv. refazovky, ktora je grafom funkcie

Y= acoshg =_ (e +ee), we[-22].

a
2

Riesenie:
Jednou zo zakladnych geometrickych aplikacii krivkového integralu prvého
druhu je prave vypocet dlzky trajektérie krivky. Konkrétne, ak ¢ je po cas-
tiach hladk4 krivka definovan na intervale [a,b], potom pre jej dlzku plati

L:/ds.
©

V nasom pripade najprv vykoname parametrizaciu danej krivky
r=t y==- (eg —|—e*5), te[-2,2].
Dalej stanovime jej prvi derivaciu

t t, 1 t t
¥ =1, y’:—-<eE—|—e*E>:§-<e5—675>, te[-2,2].

Pre hladant dizku krivky potom podla vzorca vyssie mame

2

L= /22 \/[x'(t)]2 + [y ()] dt = /2 % : (ei + e—5> dt

(samy overte detaily vypoctu ;)). Elementarnou integraciou napokon pre hod-
notu L dostaneme vyraz

t t 2 2 2 2
L = [2 . (eE —e*E>] =aqa- (eE —e75> = 2a - sinh —.
2 -2 a




Priklad 4
Vypocitajme obsah prednej steny klinu, ktory vznikol z trojbokého hranola
ohranic¢eného rovinami

r+y=0 =0, y=02=0
odsekom plochou z = 4 — 32

Riesenie:
Toto je dalsia typickd geometrickd aplikidcia krivkového integralu prvého
druhu. Nech ¢ je po castiach hladka krivka, ktorej trajektéria lezi v rovine
xy anech z = f(z,y) je nejaka spojita funkcia dvoch premennych definovana
na krivke ¢. Potom pre obsah valcovej plochy kolmej na rovinu xy, ktorej
zékladnou je trajektéria krivky ¢ a ktora je zhora ohrani¢ena grafom funkcie
z = f(x,y), plati vzorec

5 = / f(z,9)ds.

V nasom pripade po nakresleni vhodného obrazka zistime, ze dana krivka ¢
je usecka
r+y=2, x€l0,2]

a pre dant funkciou f(z,y) plati f(x,y) = 4 —y? (samy si premyslite :)). Pre
hladany obsah S potom plati

52/80(4—y2)d3.

Dalej uz postupujeme Standardnym spdsobom ako v predchadzajicich pri-
kladoch :). Krivka ¢ ma napriklad parametrizaciu

r=t, y=2—t, te€l0,2.
Pre vektor jej derivacie potom plati
) =), y1))=1-1) = [¢OI=v2 telo2]

Pre hodnotu S potom dostavame (samy overte detaily vypoctu :))

52/02[4—(2—t)2}.\/§dt:\/§. {4t+<2;t)3}zz%§.
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Priklad 5
Vypocitajme krivkovy integral druhého druhu

I=Lf<x,y>~dr,

kde ¢ je ¢ast paraboly y = z?, x € [—1,1], orientovand v smere rastu pre-
mennej z, a vektorova funkcia f(x,y) ma tvar

flzy) = (2% = 2zy, y* — 2ay).

Riesenie:

Krivkové integraly druhého druhu pocitame podobne ako krivkové integraly
prvého druhu — opit parametrizujeme dant krivku a zostavime urcity Rie-
mannov integral. V tomto pripade v8ak vo vypoc¢te musime zohladnit jednak
dopredu dant orientdciu krivky, a jednak, ¢i si tato orientacia rozumie s nami
zvolenou parametrizaciou krivky. V nasom pripade mame integrovat po ob-
liku paraboly y = 2?2, ktory spaja body [—1,1] a [1, 1], pricom postupujeme
v smere od bodu [—1,1] do bodu [1,1] (samy si premyslite :)). Uvazujme
takato parametrizaciu krivky ¢

=t y=t, tel-11].

4
¢'(t) = (@'(t),y'(1)) = (1,2t)
Pri prirodzenom pohybe parametra t vo svojom intervale [—1,1], t.j., od
hodnoty —1 do hodnoty 1, nam potom budai postupne jednotlivé body na
parabole naskakovat prave v silade s jej predpisanou orientaciou, t.j., prvy
nasko¢i bod [—1,1] (pre hodnotu parametra ¢ = —1) a posledny naskoéi
bod [1,1] (pre hodnotu parametra ¢ = 1) (samy overte :)). V tomto pripade
je teda nami zvolena parametrizaciu suhlasnd s danou orientaciou paraboly.
Tato skutocnost sa potom pri samotnom vypocte predlozeného krivkového
integralu odrazi v podobe znamienka plus pred znakom integralu. Konkrétne,

1
I:+/ t2—2t -t (3?2 — 2t - 2 : () dt
' ( *) ) £

f(zy)=(22 -2y, y2 —22y)

skalarny sucin dr
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1 1
= / (7 =22, ¢ —26%) - (1, 2t) dt = / (2% — 4t* — 26° + 7)) dt

1 -1

Priklad 6
Stanovme krivkovy integral druhého druhu

I= /(ydx+zdy+mdz)
)

po skrutkovici ¢ s parametrickym vyjadrenim
r=acost, y=asint, z=>bt, ,a,b>0, te]l0,2n],
ktora je orientovana nestihlasne s touto parametrizaciou.
Riesenie:
Postupujeme analogicky ako v predchadzajicom priklade. Z charakteru zada-

nia daného krivkového integralu potrebujeme vyjadrit diferencidly premen-
nych x, y a z ako funkcii parametra t. Plati

dr = —asintdt, dy =acostdt, dz=bdt.

Po dosadeni do predloZeného integrélu a s ohfadom na predpisant orientaciu
krivky ¢ postupne dostédvame (samy overte detaily vypoctu :))

I=-— /0% (asint) - (—asintdt) + (bt) - (acostdt) + (acost) - (bdt)

(. (. i

~~ -~ -~

y-dx z-dy z-dz

27
= / [aQ sin®t — abt cost — ab cos t] dt = ma>.
0

Priklad 7
Pomocou krivkového integralu druhého druhu odvodme vzorec na vypocet
obsahu vnutra elipsy s polosami a,b > 0.



Riesenie:
Tento priklad ilustruje jednu zo zékladnych geometrickych aplikacii krivko-
vého integralu druhého druhu. Konkrétne, ak ¢ je po castiach hladka, kladne
orientovanda Jordanova krivka, potom hodnota

1
§~%(—ydx+xdy)
)

vyjadruje obsah vnutra krivky ¢. Krizok na znaku integralu ndm pripomina,
Ze integrujeme po uzavretej krivke (krivkovému integralu druhého druhu po
uzavretej krivke sa niekedy hovori aj cirkuldcia po danej krivke). V nasom
pripade uvazujme pre jednoduchost elipsu ¢ so stredom v zaciatku systému
sturadnic s polosami leziacimi na stiradnicovych osiach, t.j.,

x> x?

Jej parametrické vyjadrenie ma napriklad tvar
xr =acost, y=bsint, te€0,2n]
(samy si premyslite ;)). Elipsa ¢ je hladka Jordanova krivka, priCom mame
dr = —asintdt, dy = bcostdt.

Uvazujuc orientaciu ¢ stihlasnu s touto parametrizaciou, pre obsah jej vnuitra
potom plati
1

S = +§ . /027T [(—=bsint) - (—asintdt) + (acost) - (bcost dt)]

I b
:—-/ abdt:a—-[t]?:wab ).
2/, 2

Priklad 8
Uréme pracu silového pola f(z,y,2) = (y, z,z), ktord sa vykond pri posune
telesa s jednotkovou hmotnostou z bodu [—1,0,e"] do bodu [1,0,1] pozdlz
krivky ¢ s vyjadrenim

x = cost, =sint, z=¢', tel0,n]
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Riesenie:
Toto je jedna zo zékladnych aplikécii krivkového integralu druhého druhu vo
fyzike. Podla klasickej mechaniky sa praca W sily f(x,y, z) pozdl priestoro-
vej krivky ¢ definuje prave ako krivkovy integral druhého druhu z vektorove;j
funkcie f(z,y, z) po krivke ¢, t.j.,

W = /f(x,y,z)~dr.

Je pochopitelné, zZe celkova vykonand praca bude zavisief na orientécii da-
nej krivky, t.j., v akom smere budeme cestovat po krivke. V nasom pripade
zaciatonému bodu [—1, 0, €"] odpoveda hodnota parametra ¢ = 7, kjm kon-
covému bodu odpoveda hodnota parametra t = 0 (samy overte :)). To teda
znamena, ze dand parametrizacia krivky ¢ je nesthlasna s jej predpisanou
orientaciou. Dalej plati

O'(t) = (2'(t), ¥ (t), 2 (t)) = (—sint, cost, e'), t€]0,7]

Pre celkovii vykonanti pracu potom dostavame

W = —/ (sint, €', cost) - (—sint, cost, e')dt = / (sin®t — 2’ cost) dt
0 0

™
:1 u —_
+e +2

(samy overte detaily vypoctu ;)). Kladna hodnota W znamena, ze v celkovej
energetickej bilancii vykonalo na telese pracu silové pole f(z,y, z). Pripadna
zédporna hodnota W by signalizovala, ze v kone¢nom dosledku samo teleso
vykonalo pracu (potrebnt na prekonanie posobenia pola f(z,y, 2)) :).

Priklad 9
Vypocitajme krivkovy integral druhého druhu

= 7! 2(" +y*) do + (z +y)* dy] |

kde geometricky obraz krivky ¢ predstavuje kladne orientovany obvod rovin-
ného trojuholnika ABC' s vrcholmi

A=[1,1, B=[22, C=][L3
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Riesenie:
Popri standardnom sposobe vypoctu krivkovych integralov druhého druhu
(parametrizaciou integracnej cesty a naslednym prevodom na ur¢ity Rieman-
nov integral) sa v pripade rovinnych uzavretych kriviek s vyhodou vyuziva
prevod krivkového integralu druhého druhu na dvojny integral na zaklade
Greenovej integralnej vety. Ak f(z,y) = (P(z,y), Q(x,y)) je vektorova fun-
kcia definovand na rovinnej oblasti 2, pricom funkcie P(x,y), Q(z,y), 8P(x’y)

a aQ(w’y) st spojité na €2, potom pre kazdu po castiach hladku, kladne orien-

tovanu Jordanovu krivku ¢ leziacu aj so svojim vnutrom v €2 plati identita

/[ (z,y)dz + Q(z,y) dy] = // (awa 8P§Z’y))d$d%

kde M je zjednotenie vnutra a trajektérie krivky . V nasom pripade mame

P(z,y) =2("+v%), Qz,y)=(z+y)%

OP(z,y) 9Q(z,y) 0Q(z,y) OP(x,y) _
dy 4 Ox (z+), Ox dy (v =)
Funkcie P, @, —%5 gg st iste spojité na celom R? a krivka ¢ je po ¢astiach

hladké, kladne orientovand Jordanova krivka (samy si premyslite :)). St teda
splnené vsetky predpoklady Greenovej integralnej vety. Potom pre hodnotu
krivkového integralu v zadani prikladu plati

[ //Mz(x _ ) dady,

kde M je zjednotenie vnitra a hranice trojuholnika ABC'. Samy si premyslite,
7e mnozina M je elementarna vzhladom na os x s vyjadrenim

M: 1<x<2, r<y<4—ux.

Prepisom daného dvojného integralu na dvojnasobny postupne dostaneme

- /12 {/:_mZ(:c—y)dy} do = /12 [~(z — )2} " da

:—4./12(x—2)2dx:—4. {@}j:—g.

9



Odporucame citatelovi, aby sa pokusil vypocitat predlozeny integral i tra-
di¢nym spdsobom a porovnal naro¢nost obidvoch vypoctov ;).

Priklad 10
Stanovme krivkovy integral druhého druhu

]:}é{\/mdx+y[xy+ln<x+ x2+y2>]dy},

pozdlz kladne orientovanej Jordanovej krivky ) = 1) @ g @ 15 ® 104, kde

Yy x=cost, y=sint, tE[O, g:|7

et x=t, y=0, tell, 2],

Y3 . x=2cost, y=2sint, te€ [O, g],

vy x=0, y=t, tell, 2.

Riesenie:

Toto je vystizny priklad poukazujici na vypoctova efektivnost Greenovej in-
tegralnej vety. Pocitat predlozeny krivkovy integral prevodom na urcity Rie-
mannov integral je v tomto pripade naro¢né (nie vSak nemozné :)) z dvoch
dovodov — pomerne komplikovana je jednak integrovana funkcia, a jednak i
samotna integracnd cesta :-/ (samy si nakreslite vhodny obrazok a vyznacte
predpisant orientéciu krivky 1) :)). Podme preto overit predpoklady Greeno-
vej vety :). Nakolko mame

P,y) = Va2 +y2 Q(x,y)zy[xyﬂn <I+ fv2+y2)],
parcidlnym derivovanim dostaneme (samy overte :))

0P(z,y) Ry _ 2, Y
oy /22 + y2’ ox /22 + yz’
0Q(z,y) OP(x,y) _ 2
Ox oy '
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Dalej krivka v je iste po ¢astiach hladka. To znamena, Ze vietky predpoklady
Greenovej integralnej vety st splnené (samy si dokladne premyslite :)). Pre
hladant hodnotu I potom plati

]:// y* dzdy,
M

kde M je zjednotenie vnutra a trajektorie krivky ). Posledny dvojny integ-
ral transformujeme do poldrnych stradnic, nakolko mnozina M je v tejto
reprezentécii obdlznikom s vyjadrenim

M: 0<p<z,  1<p<2

(samy si dobre premyslite :)). Dostavame teda

2 I 2 I
I= / / (psinp)’pdpdyp = / / p° sin® o dpde
1 0 1 0
2 3 41% [2p —sin2p]% 157
— 3d . / c 2 d — p_ . 2 @ _

(samy overte detaily medzivypoctov ;)).

Priklad 11
Zistime, ¢i hodnota krivkového integralu druhého druhu

I——/ < dx + i d
x Y
o LV +y? Va4

zévisi na integracnej ceste o v oblasti Q = {[z,y] € R?, y > 0}. V pripade
zapornej odpovede stanovme hodnotu integralu

4,3]
Jos

i

Y
———dr + ——=dy| .
Va2 4 y? ' Va2 4 y? y]
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Riesenie:
Kedze oblast (2 je jednoducho stvisla (samy si premyslite :)) a funkcie
T Yy

N

st spojito diferencovatelné na ) (tiez si samy premyslite :)), nezavislost pred-
lozeného krivkového integralu na integracnej ceste ¢ v €2 je ekvivalentna s
platnostou identity

P(:B7y) =

or  0Q
— = — na celom .
oy  Ox
Elementarnym derivovanim dostaneme rovnosti
OP(z,y) Ty 0Q(z, y) yz

oy /(x2+y2)3’ oy - (2% + y2)?

pre kazdy bod [z,y] € Q. Vektorové pole f(x,y) = (P(z,y), Q(x,y)) je
preto potencialové v oblasti ), a teda hodnota krivkového integralu v zadani
prikladu nezavisi v {2 na integracnej ceste ¢. Pre hodnotu I potom plati

I =V(B) - V(A),

kde V(z,y) je (fubovolny) potencial vektorového pola f(z,y) a A a B st
zaciatocny a koncovy bod orietnovanej krivky ¢. V druhej casti prikladu teda
potrebujeme najst asponi jeden potencidl V(x,y) vektorového pola f(z,vy).
Nakolko podla definicie potencidlu plati

oV (x,y) = oV (z,y) Y
ax —P((L’,y)— /—1'24—’!/2’ ay —Q(I’7y) - /—x2+y27

hladané V' (z,y) je kmenova funkcia pre dvojicu P(x,y) a Q(x,y). Nasadime
preto Standardny aparat znamy z Matematickej analyzy II :). Samy ukézte,
ze mnozina vsetkych potencidlov V(z,y) pola f(z,y) ma tvar

Viz,y) =22+ 12+ C, kde C je redlna konstanta :).
Vyuzitim tohto vysledku potom dostavame
wa [,
o

Y
— dot 2t dy| =
Va2 4 y? ' Va2 4 y? ’
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:(\/W+C)—<\/m+0):\/2_—ﬁ=4-

Vidime, ze hodnota daného krivkového integralu nezavisi na konkrétnom
vybere prislusného potencialu V' (z,y).

Nakoniec poznamenajme, ze vSetky vykonané vypocty by fungovali i na
viiéSej oblasti ¥ = R?\ {[0,0]}. Samy overte, ze funkcie V(z,y), P(z,y)
a Q(z,y), ako aj ich prvé parcidlne derivacie, mozno spojito rozsirit i na
oblast ¥ so zachovanim vsetkych vzajomnych vztahov :). Obzvlast, rovnost
OP/0y = 0Q/0x plati v kazdom bode oblasti ¥ a mozno ju pouzif ako
argument na to, ze vektorové pole f = (P, Q) je potencidlové na celom ¥ s
potencidlom V'(z,y). Napriek tomu oblast ¥ nie je jednoducho suvisla. To
poddiarkuje skutocnost, Ze predpoklad jednoduchej stvislosti danej oblasti
je len postacujici na argument

OP/0y = 0Q/0r — vektorové pole f = (P, Q) je potencidlové,

nie vSak nutny. V nasledujicom priklade preberieme dal§iu mozni variantu
tejto problematiky.

Priklad 12
Rozhodnime, ¢i vektorové pole

_(__ Y z
f(x,y)_< x2+y27x2+y2>

je potencidlové v oblasti Q = R?\ {[0,0]}.

Riesenie:
Nutné podmienky na to, aby vektorové pole f = (P, Q) bolo potencidlové v
oblasti €2, su splnené. Funkcie

Yy xr
P(%y):—m, Q(%y):m

totiz spliajit rovnost OP/dy = Q/0x na celom ) (samy overte ;)). V tomto
pripade ale € nie je jednoducho suvisla oblast, a preto platnost uvedenej
rovnosti eSte nemusi zarucit, ze pole f(x,y) je potencidlové na celom .
Uvazujme napriklad kladne orientovanti kruznicu ¢ so stredom v bode [0, 0]
a polomerom 2, t.j.,

@ : x=2cost, y=2sint, te€]0,2n]
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(samy si premyslite, Ze tato parametrizacia je sihlasna s kladnou orientaciou
krivky ¢ :)). Dalej méme

der = —2sintdt, dy = 2costdt.

Potom pre hodnotu krivkového integralu z f(z,y) pozdlz krivky ¢ plati

2
y x
if(x,y)-drzji{—x2+y2dx+x2+y2dy] :/0 dt =27

(samy overte detaily vypoctu :)). Cirkuldcia vektorového pola f(z,y) po
uzavretej krivke ¢ je teda menulovd. To signalizuje, ze krivkovy integral z
funkcie f(x,y) v oblasti {0 zdvisi na integracnej ceste, a preto pole f(x,y)
nemoze byt potencidlové v .
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