Priklady na precvicovanie — parametrické integraly

Pri uré¢itych (Riemannovych) integraloch sa ndm niekedy stava, ze okrem
integracnej premennej v nom vystupuje i nejaky parameter, ktory sa moze
menit, a tym i ovplyviiovat samotni hodnotu daného integralu. Jednoduchym
prikladom je urcity integral

1 e, p#0,
/epxda::
0 ]_7 p:o

(samy overte detaily vypoctu :)), v ktorom tlohu parametra zohrava symbol
p. Vidime, ze hodnota daného urcitého integralu je funkciou premennej p, v
nasom pripade definovanou pre kazdé p € R. Vo vSeobecnosti mame situaciu

F(p) = / f(z,p)daz, (1)

kde premenlivy parameter p nadobtida hodnoty z nejakého pevného intervalu
¢, d]. Funkcia (dvoch premennych) f(xz,p) je teda definovana na obdlzniku
la,b] X [c,d]. Ak pre kazdi zafixovant hodnotu parametra p € ¢, d] je fun-
kcia g(z) := f(z,p) (jednej premennej x) integrovatelnd na intervale [a, b],
t.j., integral f; f(z, p) dz existuje, potom funkciu F'(p) v (1) nazyvame para-
metrickym integralom (alebo aj integralom zdvislym na parametri). Hlavnou
ulohou tedrie parametrickych integrélov je vySetrenie vlastnosti funkcie F'(p)
bez priameho pocitania samotného integralu v (1). Na rozdiel od prikladu v
uvode sa totiz nie vzdy da hodnota integralu v (1) najst priamou integréciou
(obzvlast, ak funkcia g(z) = f(z,p) je vyssia transcendentnd).
Uvedieme teraz zékladné vlastnosti parametrického integralu v (1).

o Ak funkcia f(z,p) je spojita na obdlzniku [a, b] x [c, d], potom i funkcia
F(p) je spojita na intervale [c, d]. Naviac, v tomto pripade plati

/CdF(p)dPZ/cd [/abf(x,p)dx] dp:/ab |:/Cdf(l',p)dp:| dr.

(& /

F(p)

Jednd sa vlastne o aplikdciu Fubiniho vety pre dvojné integraly na
obdlzniku, samy si premyslite :).



e Ak funkcie f(z,p) a f( 2) 511 spojité na obdlzniku [a, b] x [c, d], potom
funkcia F(p) je dlferencovatelna na intervale [c, d] a plati

[/fxp dx]:/ de pre kazdé p € [c, d].

Posledna rovnost sa oznacuje ako Leibnizov vzorec (alebo aj Leibni-
zovo pravidlo). Vidime, Ze v pripade splnenia istych predpokladov pri
vypocte derivacie F’(p) nemusime nutne poznat samotnu funkciu F'(p).

V praxi sa Castokrat vyskytuje situacia, ze aj samotné integracné medze
st v danom parametrickom integrale zavislé na parametri p, t.j.

P(p)
Gp) = / fpar 2)

kde ¢(p) a ¥ (p) su funkcie definované na intervale [c,d] a zobrazujice do
intervalu [a,b]. Parametricky integral G(p) v (2) mé analogické vlastnosti
ako integral F'(p) v (1).

e Ak funkcia f(z,p) je spojita na obdlzniku [a,b] x [c,d] a funkcie ¢(p)
a 1(p) st spojité na intervale [c, d| potom i funkcia G(p) je spojité na
intervale [c, d].

e Nech funkcie f(z,p) a ( = ) 511 spojité na obdlzniku [a, b] x [¢, d]. Dalej
nech funkcie ¢(p) a w(p) su diferencovatelné na intervale [c, d]. Potom i
funkcia G(p) je diferencovatelna na intervale [c, d] a pre kazdé p € [, d]
plati rovnost

Y(p) T
G'(p) = / ) %p’p)dxw%p)-fw(p),p)—w'(p)-f(so@),p).

Posledné identita v pripade konstantnych integra¢nych medzi zrejme
prechadza na vyssie uvedeny Leibnizov vzorec (samy si premyslite :)).



Riesené priklady

Priklad 1
Vypocitajme limitu

hm \/xQ—l—p dx.

Riesenie:
Nech a je nejaké zafixované kladné redlne ¢islo. Funkcia f(x,p) = /22 + p?

je iste spojita na obdlzniku [~1,1] x [—a, a]. To potom znamen4, Ze funkcia

1
= / Va2 4+ p?de,
-1

ako integral zavisly na parametri p, je definovana a spojitd na intervale
[—a, a]. Vyuzitim tohto poznatku a faktu, ze 0 € [—a, a], potom dostavame

1 1
hm \/x2 +p?de = hmF (p) = F(0) = Vatder = / |z| dz.
-1

-1

Nakolko funkcia y = |z| je parna, pre hodnotu posledného integralu plati

1 1 1
/ \x|dx:2~/]:€\dx:2'/azdx:1.
-1 0 0

Pre limitu v zadani prikladu teda mame

hm \/xQ—{—p dr =1.

Poznamenajme, Ze v tomto pripade sa uvedeny integral da vypocitat i priamo.
Nechévame na ¢itatela, aby ukazal, Ze jednak

14 /14 p?
=V1+p2+p In————— o p#0,

a jednak nasledne plati

14+ 4/1 2
hmF —hm V1+p2+p? ln% =1 ).
p



Priklad 2

Stanovme limitu
p+1 1

=0/, 1+az°+p

Riesenie:
Postupujeme analogicky ako v predchadzajicom priklade, avsak teraz aj in-
tegracné medze zavisia na parametri p. Nech a je nejaké kladné realne cislo.
Funkcie p(p) = p a ¢¥(p) = p + 1 st spojité na intervale [—a,al, priCom
¢ zobrazuje tento interval na [—a,a], kym funkcia ¢ (p) ho zobrazuje na
[—a+1,a+ 1] (samy si premyslite :)). To potom znamen4, Ze obidve funkcie
budi zobrazovat [—a,a] do spolo¢ného intervalu [—a,a + 1] (i toto si samy
dobre premyslite :)). Dalej funkcia f(x,p) = m je definovand a spojita
na obdlzniku [—a, a4 1] x [~a, a]. St teda splnené vetky predpoklady na to,

aby funkcia
p+1 1
F(p) = —d
(p) /p T+ 1 7 x

bola spojité na intervale [—a, a]. A kedze 0 € [—a, a], mame

p+1 1 0+1 1
) T T i Fe) = FO) :/0 [
1
1 1 ™
= /0 22 do = [arctg z], = 1

Odporucame ¢itatelovi vykonat i alternativny vypocet priamym spésobom a
porovnat obidva pristupy ;).

Priklad 3
Pre hodnoty p > 0 vypocitajme derivaciu funkcie

! x
F(p) = / arctg — dx.
0 p



Riesenie:
Intuitivne by sme postupovali takto

d ! T Lo x Loy
F'(p) = — tg —dx| = — tg — | doe = — ——d
(p) dp {/0 e gp x} /0 dp |:aI"C gp} ! /0 x? + p? ’

= - E-ln(m%ﬁ)}l = (1+i2) )

0 p

(samy overte detaily vypoctov ;)). Je vSak nutné sa presvedcit, ¢i uvedené
triky st skutocne korektné, t.j., ¢i st na ich realizaciu splnené potrebné pred-
poklady. Motivovani obmedzenim pre p v zadani prikladu, nech Z je nejaky
netrividlny kompaktny podinterval v (0, 00). Potom funkcie

x Of (x,p) T
f(:v,p)zarctgz—j a P

st definované a spojité na obdlzniku [0,1] x Z (samy si premyslite :)). To
potom znamend, Ze funkcia F(p) je diferencovatelnd na intervale Z a pre
jej derivéaciu F'(p) plati vypocet v tvode prikladu pre kazdé p € Z. Napo-
kon, interval Z C (0, 00) bol zvoleny Iubovolne, preto uvedené argumenty st
spravne pre kazdé p > 0 (samy si premyslite, Ze kazdé p > 0 je obsiahnuté
vo vnutri nejakého netrividlneho kompaktného intervalu Z C (0, 00) :)).

Priklad 4
Pre p # 0 najdime derivaciu funkcie

3p2+1 ep;c
F(p) = / —dz.
p

2 xr

Riesenie:
V tomto pripade nemdzeme aplikovat priamy vypocet predlozeného integ-
ralu, nakolko primitivna funkcia k vyrazu e’ /x pre p # 0 sice existuje (na
vhodnom podintervale), ale nie je mozné ju vyjadrit pomocou elementarnych
funkcii v nejakom rozumnom tvare :-/. Napokon, to, ¢o skuto¢ne chceme, je
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derivacia F”(p), nie nutne samotna funkcia F(p) ;). Podla zovSeobecneného
Leibnizovho pravidla forméalne mame

WL 5 [epe eP (3p7+1) e P
F'(p)=/2 a—p{?}d$+(3p2+1)"m—(p2)/'?
p

3p?+1 P

2 3p2+1 p

p

2 3 3 3p2+1 3 3
3p7+l - 6p- e tP 2.l epz 7P 6p - e tP 2. P
= e’ dx + =
p

p2

et et Gp. et 2. (9p2 4 1) et 3. )
p P 3P+ p p-(3p* +1) p

Overime teraz pripustnost tohto vypoc¢tu. Nech [¢,d] C (0,00) je nejaky
nedegenerovany interval. Funkcie ¢(p) = p? a ¥(p) = 3p® + 1 st spojité,
diferencovatelné a rastice na (0, 00) a zobrazuju [c, d| postupne na intervaly
[c?, d?] a [3c* + 1, 3d? + 1]. Interval [¢?, 3d* + 1] C (0, 00) je potom spolo¢ny
nadinterval pre obidva uvedené intervaly, a teda obidve funkcie ¢(p) a ¥ (p)
do neho zobrazuji mnozinu [c, d] (samy si premyslite :)). Dalej funkcie

ePr Of (z,p) -

f(l‘,p)=7 BTy, —°

st spojité na obdlzniku [¢2, 3d%+1] x [¢, d]. Preto funkcia F(p) je diferencova-
telnd a vypocet v uvode prikladu plati pre kazdé p € [c, d]. Napokon, interval
[c,d] C (0,00) bol zvoleny ITubovolne, a teda vSetky tieto zavery su spravne
pre kazdé p > 0. Analogicky sa overia prislusné predpoklady pre p < 0 (samy
ich overte :)).

Priklad 5 (tazsi)
Dokézme, ze tzv. Besselova funkcia prvého druhu

Jn(t) = = / cos (nx — tsinz) dx
0

™

je pre kazdé n € Ny rieSenim (zhodou okolnosti tiez Besselovej :)) linedrnej
diferencialnej rovnice

2y +t-y+{#*—n*)-y=0 na celom R.
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Riesenie:
Zafixujme n € Ny a nech Z C R je netrividlny kompaktny interval. Funkcie

f(z,t) = cos (nx — tsinx),
fi(x,t) = sin (nx — tsinx) -sinz, fl(x,t) = —cos (nx — tsinz) - sin® x,

st zrejme spojité na obdlzniku [0, 7] x Z. To potom znamena, 7e funkcia J,, (t)
je dvakrat diferencovatelné na intervale Z a plati

1 T 1 T
J(t)=—"- / fi(z,t)de == - / sin (nx — tsinz) - sinz dz,
T Jo T Jo

s 1 ™
J(t)=="- / fi(z,t)de = —=- / cos (nx — tsinz) - sin® z dz.
™ Jo ™ Jo
Vyjadrenie prvej derivacie J/, () obsahuje, na rozdiel od funkcii J,(t) a J/ (),
vyraz sin (nx — tsinx). Aby sme tato nesirodost odstranili, aplikujeme na
J!(t) integraciu per-partes, konkrétne
u' = sinz,

v =sin (nx — tsinx),

Jn(t) =

U = —COSZ,

v’ = cos (nx —tsinx) - (n — tcosx)

1 1 4
— - [—cosz - sin (nz — tsinz)]gy + — / cosx - cos (nx —tsinz) - (n — tcosz)dz
m ™ 0

1

- / cos (nx — tsinx) - (ncosx — t cos® x) d
T Jo
(samy overte detaily vypoctu :)). Nasledne pre ¢t € Z postupne dostavame

2T+t T () + (2 —n?) - Ja(t)

1 ™
== [ [~t*sin®z - cos
T Jo

(nx — tsinz) 4 (tncosx — t* cos? ) - cos (nx — tsinx)

+(t* —n?) - cos (nx — tsinz)]dx ... po tpravach ...

1

s
/ n-(n—tcosz) - cos(nx — tsinzx)dx
™ Jo

- [sin (nz — tsinz)]; = 0.
Vidime teda, ze funkcia J,(t) riesi diferencidlnu rovnicu v zadani prikladu
na Z. A nakolko interval Z bol zvoleny Tubovolne, plati to pre celé R :).
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Priklad 6
Pomocou identity

b

1 In(1 b

/ dr = 20F)
o 1+ax a

najdime hodnotu urcitého integralu

b
T
/0 —(1 T an)? dzx.

Riesenie:
V prvom rade si vSimnime, ze pre kazdé a,b > 0 plati
x 0 1
—_— = - kazdé x € [0,D
(14 ax)? da (1+ax) pre kazdé - € [0, 0]

(samy overte :)). Pre hodnotu hladaného integralu teda mame

b x ) 1
/0 (1+aa:)2dx__/0 %(1+aw)dx

Prirodzene nas napadne zamenit v poslednom vyraze integrovanie a parcialne
derivovanie :). Podme sa presved¢it, ¢i je to mozné. Nech A > 0 je lubovolné,
ale pevne dané. Potom funkcie

1 of(x,a) x

f(z,a)

T l+ax’ da (1+ ax)?’

st iste spojité na obdlzniku [0, b] x [0, A]. Zmienend zdmena poradia integro-
vania a parcidlneho derivovania je teda mozné pre kazdé a € [0, A]. Z toho,
ze A > 0 bolo zvolené Tubovolne, potom vyplyva korektnost tohto tikonu pre
kazdé a > 0 (samy si to dobre premyslite :)). Vyuzitim identity v zadani
prikladu mozeme preto smelo pisat

b b
/de:_ﬁ / L )= 9 (letab)
o (1+ax)? da \Jy 1+ azx Jda a
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In(1 + ab) b
= — kazdé a,b >0 :).
o (T ab) pre kazdé a,b > )

Skuste hladani hodnotu integralu stanovif priamou integriciou a porovnajte
narocnost obidvoch pristupov ;).

Priklad 7
Vypocitajme hodnotu urcitého integralu

1.3
]:/m * de.
o Inz

Riesenie:
PredloZeny urcity integral sa bohuzial neda vypocitat pomocou tradicnej
Newtonovej—Leibnizovej formuly, nakolko nevieme efektivne vyjadrit neur-
¢ity integral z funkcie zli;x :(. Toto je preto typicky priklad aplikicie para-
metrickych integralov pri vypocte hodnot niektorych uréitych integralov :).
Funkcia g(x) = %=* je zrejme definovana a spojitd na otvorenom intervale

(0, 1), pricom v jeho krajnych bodoch plati

R R -
lim =0 a lim
z—0+ Inzx z—1- lnz

=2

(samy overte :)). To znamena, Ze g(x) je integrovatelna na intervale [0, 1] a méa
vyznam hladat hodnotu integralu v zadani prikladu (i toto si samy premyslite
:)). Ako vSak na to? Figel je v tom, Ze si uvedomime taktto identitu

3 —

3
:/ 2Pdp pre kazdé xz € [0,1] )
1

Inz

, . o L 3_
(poktste sa ju overif pre hodnoty r = 0 a z = 1 s tym, ze vyraz 5—°

nahradite jeho odpovedajtcimi limitami vz =0 a x =1 ;)). Pre hodnotu [
integralu v zadani prikladu teda mame

I:/Ol {/jxpdp] dz.
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A ked%e funkcia f(z,p) = 2? je spojita na obdlzniku [0, 1] x[1, 3], v poslednom
dvojnasobnom integrale moZzeme zamenit poradie integracie a dostaneme

T Ty .

Priklad 8
Urc¢ime hodnotu integralu

[(r):/ In (14 2r-cosz+r?)de, |r|<L.
0

Riesenie:
Toto je dalsi pripad, kedy sa hodnota urcitého integralu nedé stanovit pria-
mou integraciou. Skusme formélne zderivovat funkciu /(r) podla parametra

r v sulade s Leibnizovym pravidlom

I'(r) _d [/ ln(1+2r-cosx+r2)dx}
dr |.Jo

0 2cosx + 2r
= [ = [ln(1+2r- Al de = de.
/0 87“[11( + 2r cosx—l—r)} T /0 122 cost 4 72 T

Integrand v poslednom integrale je vsak racionalna lomena funkcia vzhladom
na vyraz cosz, a teda ju vieme integrovat :). Pre hodnotu » = 0 mame

I'(0) :/ 2coszdr =0,
0

kym pre hodnotu parametra r # 0 plati vypocet
1" 2 22 1" 21
[’(7’):—'/ rocost e da::—-/ 1+ . do
o 1+2r-cosz+r? T Jo 1+ 2r-cosx + 1r?

T rr—1 /7r 1
=—+4 . dx
r r o 1+2r-cosz+r?

(samy overte detaily ;)). Nechavame na ¢itatela, aby ukazal, Ze posledny

integral ma hodnotu

/7T 1 T
dl‘:
o 1+2r-cosxz+r? 1—17r2
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ouzite substiticiu t = tgZ ;)). Celkovo teda mame
P g3

r2—1 T

. =0.
r r 1—1r2
Ukazuje sa teda, ze derivacia I'(r) = 0 pre kazdé r € (—1,1), a teda funkcia
I(r) je konstantnd na intervale (—1, 1). Podme teraz overit pripustnost nasich
vypoctov. Nech ¢ je nejaké reélne ¢islo z intervalu (0, 1). Potom funkcie

2 2
f(z,r)=In(1+2r cosz +17) a  fi(x,r)= 1_{_;:?:():;:’_7“2

st definované a spojité na obdlzniku [0, 7] x [—¢, £]. Vyplyva to zo skutoénosti,
Ze vyraz

1+2r-cosz+7?=(1+7-cosx)®+ (r-sinx)’> >0
moze byt nulovy iba pre r = +1 (samy sa pokuste ukdzat :)). V nasom
pripade vSak mame |r| < e < 1. Teda vyssie vykonané vypocty st korektné

a funkcia /(r) je konstantna na intervale [—¢, ] pre kazdé € € (0,1), t.j., na
celom intervale (—1,1). Nakolko pre hodnotu parametra r =0 € (—1,1) je

1(0) :/ 1n(1+2-0-cos:c+02)d:c:/ Inldz =0,
0 0
mozeme uzavriet, Ze

I(r):/ In(142r cosz+7r*)de =0 prekazdére (—1,1) ).
0

Pontka sa prirodzend myslienka rozsirit koncept parametrického integralu
i pre nevlastné integraly, t.j., uvazovat situaciu

F(p) = / T fep)de 3)

pre parameter p z nejakého kone¢ného intervalu [c,d]. Ak nevlastny integ-
ral [ f(x,p) dz konverguje pre kazdé p € [c,d], potom funkcia F(p) v (3)
sa nazyva nevlastny parametricky integral prvého druhu (alebo aj nevlastny
integrdl zdvisly na parametri prvého druhu). V tomto pripade hovorime, ze
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nevlastny integral v (3) konverguje (alebo je konvergentny) na intervale [c, d].
Jedné sa teda o konvergenciu vzhladom na parameter p. Popri tejto ,,bodo-
vej“ konvergencii zavadzame i pojem rovnomernej konvergencie na danom
intervale [c, d]. Konkrétne, parametricky integral F(p) v (3) konverguje rov-
nomerne na intervale [c, d], ak pre kazdé kladné ¢islo € existuje (dostatoéne
velké) kladné ¢islo A tak, Ze pre kazdé realne ¢islo b > A plati nerovnost

F(p)—/abf(l“,p)dl’ /boof(a:,p)dx

Posledna nerovnost nam hovori, Ze nevlastny integral v (3) jednak kon-
verguje pre kazdé p € [c,d] (spomenime si z Matematickej analyzy I, Ze

< e prekazdé p € [c,d].

[ f(z,p)dz = limp_00 f; f(z,p)dx:)), aze jednak tato konvergencia (resp.
jej rychlost) nezdvisi na parametri p € [c, d]. Je to analogicka situacia ako pri
funkcionalnych radoch, bodova verzus rovnomerna konvergencia na danom
intervale :). Odportacame ¢itatelovi premyslief si to i z tohto uhlu pohladu
;). Nuz a rovnako ako pri radoch funkcii, i tu funguje tzv. Weierstrassovo
kritérium rovnomernej konvergencie nevlastného integralu v (3) :).

Weierstrassovo kritérium konvergencie nevlastného integralu v (3)

Nech pre kazdé p € [¢,d] a kazdé b > a je funkcia f(z,p) (jednej premen-
nej r) integrovatelnd na intervale [a,b]. Nech g(z) je funkcia spliajtca:

e Nevlastny integral [ g(x dz konverguje.

e Nerovnost |f(z,p)| < g(z) plati pre kazdy bod [z, p] € [a, 00) X [c,d].

Potom integral F'(p) v (3) konverguje rovnomerne na intervale [c, d].

Zakladné vlastnosti nevlastnych parametrickych integralov prvého druhu
st analogické ako pri vlastnych parametrickych integraloch, vzdy vsak za do-
dato¢ného predpokladu rovnomernej konvergencie. Konkrétne, platia takéto
snevlastné“ verzie tvrdeni v ivode dokumentu.

e Ak funkcia f(x,p) je spojitd na mnozine [a,00) X [c,d] a nevlastny
integral F'(p) v (3) konverguje rovnomerne na intervale [c, d], potom i
funkcia F'(p) je spojité na intervale [c, d] a

/ch(p)dpz/cd {/aoof(m,p)dx} dp:/:o [/Cdf(%p)dp} de.

. /

F(p)
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e Ak funkcie f(x,p) a %‘;’p) s spojité na mnozine [a, 00) X [¢,d] a ne-
vlastné integraly

/aoof(x,p)dx, /:o%xpgp)dx

konverguju rovnomerne na intervale [c, d], potom funkcia F'(p) v (3) je
diferencovatelné na intervale [c, d] a plati

F’(p):dip[/oof(av,p)dx] :/m%zp)dx pre kazdé p € [c, d].

Vyznamnym prikladom nevlastnych parametrickych integralov, ktoré sa
objavuju v rozli¢nych partiach matematickej analyzy, ako aj matematiky vo-
bec, su tzv. Fulerove integraly prvého a druhého druhu.

Eulerov integral druhého druhu — gama funkcia

Pod pojmom gama funkcia rozumieme nevlastny parametricky integral

I(t) = /0 "t le da, ()

Funkcia I'(¢) je definovana pre kazdé ¢t € (0,00), pre nekladné hodnoty pa-
rametra ¢ dany nevlastny integral diverguje. Jedna sa o funkciu spojitu a
majucu spojité derivacie vsetkych radov, pricom pre kazdé n € N plati

™) (t) :/ vl In"zdx, t€(0,00).
0

Obzvlast, nevlastny integral v (4) rovnomerne konverguje na kazdom uzavre-
tom a ohranicenom podintervale v (0, 00). Funkcia I'(¢) nadobuda na (0, co)
kladné hodnoty a plati

lim I'(t) = oo = lim I'(¢).

t—0t t—00

Zaujimavou vlastnostou gama funkcie je fakt, Ze v istom zmysle zovSeobec-
nuje pojem faktorialu i pre neceloc¢iselné kladné hodnoty. Konkrétne, plati

I'(n+1) =n! pre kazdé n € N,.

13



Z tohto pohladu potom mozno ¢islo I'(£ 4 1) chapat ako ,faktorial“ hodnoty
t € (0,00) :). Tato ideu potvrdzuje aj identita

Fit+1)=1t-I(¢)
platiaca pre kazdé ¢ > 0. Dalsie zdkladné vlastnosti funkcie I'(¢) si:

T(t+n)=(t+n—1)-(t+n—2)---(t+1)-t-T(t)
pre kazdé t >0 an € N.

Tt - T(1 =1¢) = kazdé 1).
(t)-T'(1—1) e Pre azdé t € (0,1)
[ J
1 1\ 1:3---2n-3)-2n—1) _ /1
P - == P —_ == . P —
() -vF (+3) ; ;
Eulerov integral prvého druhu — beta funkcia
Beta funkcia je definovana predpisom
1
B(pg)i= [ a7 (1- 2 e )
0

Jedna sa o funkciu dvoch premennych definovantu pre p,q > 0. Vyznamny
poznatok je vyjadrenie funkcie B(p, ¢) pomocou gama funkcie v tvare

I'(p) - T'(q)

Blp.a) = L(p+q)

pre kazdé p,q € (0, 00).

Z poslednej identity napriklad vyplyva symetrickost beta funkcie vzhladom
na svoje premenné, t.j., B(p,q) = B(q,p) pre kazdy bod [p,¢] € Rt x R*.

14



Riesené priklady

Priklad 9
Pomocou identity

>~ 1 s
der = ——, > 0,
/0 ) 2,/p p

najdime hodnotu nevlastného integralu
o 1
——— dz.
/o (z* +p)°

Riesenie:
Nakolko pre kazdé x € [0, 00) a kazdé p € (0, 00) plati

1 _3(_ 1 )
(#2+p)2  Op 2+p)’

mozeme hladany nevlastny integral pisat v tvare

S| © 9 1
~ dr=-— = de.
/0 (22 +p)? ! /0 dp (x2+p> ’

Forméalnou zamenou integracie a parcialneho derivovania v poslednom vyraze
a naslednym vyuzitim identity v zadani prikladu potom dostaneme

[t 504 )5
o (2*+p)? dp \Jo 2*+p dp \2p/) 4/p>

Overime teraz korektnost tejto zameny. Nech € € (0, 1) a uvazujme interval
[5, ﬂ Vsimnime si, Ze pre ¢ — 0% tento interval postupne vycerpa vsetky
kladné realne ¢isla (a o to ndm aj ide :)). Funkcie

1 (9f(a:,p)__ 1
f(x’p)_ﬁ—l—p’ op (22 +p)?

s zrejme spojité na rovinnom pése [0, 00) X [8, ﬂ Okrem toho

1 of(z,p)
22 +¢’ Op

’ 1
<

‘1z 1
S Zioe pre kazdé [z, p] € [0, 00) X |:€, 5]

|f(z,p)| <

15



(samy si premyslite :)) a nevlastné integraly

< 1 o 1
[l [l
0o T?2+e¢ o (22 +¢e)?

konverguju (i toto si samy dobre premyslite a najdite ich hodnoty ;)). Podla
Weiestrassovho kritéria potom nevlastné integraly

& *© 1 &0 Gf(x,p) /OO 1
x,p)dx = / dz, / — 2 dz = ——dx
/0 f< p) 0 2+ p 0 dp 0 (5152 er)z

konverguji rovnomerne (vzhladom na parameter p) na intervale [5, %] . Preto
vykonana zamena integracie a parcidlneho derivovania bola pripustna pre
kazdé p € [5, %] A nakolko ¢ € (0,1) je lubovolné, je tato zdmena korektna
pre kazda kladntt hodnotu parametra p (samy si premyslite v suvislosti s

poznémkou vysSie o intervale [e, 1] :)).

Priklad 10 (fazsi)
Pomocou funkcie

Fp) = ( /0 T e dx)2

najdime hodnotu tzv. Poissonovho integrdlu
e 2
/ e " dux.
0

Riesenie:
Kedze funkcia g(x) = e " je spojitéd na celom R, integral Iy e " dz ako
funkcia hornej medze p, je diferencovatelny (podla p) pre kazdé p € (—o0, o0)
(samy si premyslite :)). Potom aj funkcia F'(p) mé na celom R derivaciu (i
toto si samy premyslite :)), pri¢om plati

d P 2 P d [ (7
F'(p) = — (/ e d:c) =2 (/ e ” dx) - — [/ e dx}
dp 0 0 dp [Jo
P P
—9. (/ e dx) e =207 / e da pre kazdé p € R
0 0

16
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(F(p) sme podla premennej p derivovali ako zlozenu funkciu :)). Vo vznik-
nutom integrale dalej zavedieme novu integracni premennd u substitiiciu
x = p-u (premennd p sa vzhladom na dany integral sprava ako konstanta :))

l‘:p.u
1 1
F'(p) = dz =p-du _2ep2'/ epz'“Q-pdu_/ op - e P ) gy
0 0
0~0, p~1

Ak sa vSak lepsie pozrieme na integrand v poslednom urc¢itom integrale,
zistime, Ze pre kazdé u € [0, 1] a p € R plati rovnost

9 . o P*(1+u?) 0 e 7 0 [er o)
pee "o\ e )T e ) )

(samy si to dobre premyslite ;)). Mame teda pre F’(p) vyjadrenie

1 2 2 1 2 2
0 p*(1+u?) ) p?(1+u?)
F’(p):/—— e—2 du:—/— 6—2 du
o Op 14+u o Op 14+u
platné pre kazdé realne ¢islo p. Radi by sme teraz zamenili poradie integracie
a parcidlneho derivovania vo vzniknutom vyraze pre F’(p). Nakolko funkcia
efp2(1+u2)
u,p) = —————
flu.p) =~ oy

je spojita a spojito diferencovatelna na obdlzniku [0, 1] x T pre kazdy realny
kompaktny interval Z, tato zamena je korektna. Dostavame preto

, d 1 e_p2(1+u2) .1,
F(p):—d—p /0 Wdu pre kazdé p € R.

Poslednt rovnost vSak potom méZeme spiitne integrovat podla premennej p
d 1 e_p2(1+u2)
F'(p)dp= | —— ———du| d
/ (p)dp / dp[/o = p

L g (14u?)
F(p)=C- / —————du, C je integracna konsStanta.
0



Posledné identita zrejme plati pre kazdé reélne ¢islo p. Specidlne, volbou
p = 0 zistime hodnotu konstanty C', nakolko

1

—
1 e702-(1+u2)
S~~~ u
(Beao
Y
1

1 m
C= /0 T du = [arctg u)y = Ve

Pre funkciu F'(p) méme teda k dispozicii dve vyjadrenia, jednak samotné
defini¢né, a jednak prave teraz odvodené. Plati teda takato krasna identita

N B T
(/0 e " dx) :Z_/o Wdu pre kazdé pe R ).

Tato rovnost teraz limitujeme pre p — oo. KedZze v tomto pripade vyraz
e P’ (1+4*) 5 () rovnomerne pre u € [0, 1] (samy overte :)), napokon dostaneme

0o 2 1 0o
/ edzr) =2 —/ 0 du="> = / e dr = ﬁ )
0 4 o 1+u? 4 0 2

Priklad 11
Vypocitajme nevlastny integral

0 —px -z
e — €
0 Xz

pre hodnoty parametra p > 0.

Riesenie:
V prvom rade poznamenajme, Ze pre pevne zvolené p > 0 je podintegralny
, e~ PT° _eg—T , v 1z -
vyraz “——*— definovany pre kazdé = € (0, 00), pricom
e P e
lim ————=1-p
z—07F x

18



(samy overte :)). Dalej si viimnime, Ze pre kazdé x € [0,00) a kazdé p > 0
plati identita
e P — e P
— == / e " du
z 1

(v pripade = 0 lava stranu nahradime vyssie uvedenou limitou, premyslite
si to ;)). Z tejto analyzy vyplyva, ze hladany integral I mozeme pre kazdé

p > 0 vyjadrif v tvare
) D )
I:—/ [/ e " du}dx.
0 1

Ak p = 1, potom zrejme [ = 0 (samy si premyslite :)). Nech teraz p > 1 je
nejaka zafixovana hodnota. Potom funkcia

flz,u) = e

je iste spojitd na rovinnom pése [0,00) x [1, p|]. Naviac, nevlastny integral

/ fa:uda:—/ —ua? gy

rovnomerne konverguje (vzhladom na parameter u) na intervale [1, p|]. Tento
fakt je zaruceny Weierstrassovym kritériom, pretoze

@) = [ e pre kazdé [z,u] € [0,00) x [1,p]

a nevlastny integral fooo e dr = \/777 konverguje (Poissonov integral, pozri
Priklad 10 :)). Tieto skuto¢nosti potom umoziiuji zamenit poradie integracii
vo vysSie odvodenom vyraze pre hladany integral I, konkrétne plati

p 0o )
I = —/ {/ e dx} du.
1 0

Nechdvame na citatela, aby sa presveddéil, Ze rovnaké argumenty fungujui i
pre pripad 1 > p > 0, samozrejme, s rovnakym vysledkom :) (bude vsSak
nutné sa vysporiadat s nevlastnym integrélom f;* e P dz ;). Po vykonanej
zdmene vSak uz vieme stanovit hodnotu /. Vnutorny nevlastny integral sa
d4 substiticiou s = z - \/u previest na Poissonov integral

/ e ds = ﬁ
0 2Vu

S=T- -\ /U

/ e " dy = ds = u-dx =
0

0~ 0, oo~ 00

~—

1
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Spatnym dosadenim do ziskaného vyjadrenia pre I dostaneme

P VT VT »
I=— 1 mdu:—T-[Q\/ﬁ]lzﬁ-(l—\/ﬁ).

Nakoniec poznamenajme, ze ziskany vyraz plati i v pripade hodnoty p = 1,
teda pre kazdé p > 0 mame

2

0 o—PT _e—x2
[:/ le’:\/_—\/’ffp )
0

Priklad 12

Dokazme, Ze funkcia

o] e—tz
t) = d
vyhovuje na intervale (0, c0) linedrnej diferencidlnej rovnici y” + y = 1/t.
Riesenie:
Nech [c,d] C (0,00) je nejaky kompaktny interval. Funkcie

tx 2 —tx

—tx r-e” x2-e

fla) = ——, fll@t) = -0 fi(a,t) =

1+ 22’ 1422’ 14 a2

st zrejme spojité na rovinnom pése [0, 00) X [¢, d]. Okrem toho pre kazdy bod
[z,t] € [0,00) X [c,d] platia nerovnosti

[fla, ) < e, [fi(z, ) e, |fi(e, )] <e™™

(samy overte :)) a nevlastny integral fooo e % dz = 1/d konverguje. Podla
Weierstrassovho kritéria potom nevlastné integraly

[ rwnw= [T5 e [T pena=- [T
i x,t)dr = T T, i (x,t)de = My x,

o0 3] SL’2 . e—tw
" _
| it = [ T
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konverguji rovnomerne na intervale [c, d]. To potom umoziiuje efektivne po-
¢itat derivécie funkcie y(t) pre t € [c, d]. Konkrétne, plati

*9 [ el X x.e
= [ 2 dr = — d
v /0 8t(1+:c2> ’ /0 1 +az

o] 82 e—tm 00 xz . e—tx
"= H=|——)dz=[] =——d
v /O ot? (1+x2> ‘ /0 1+az

(samy overte :)). Nasledne, pre kazdé ¢ € [c, d] mame

00 eftz 00172_eftm o] 1
")+ y(t) = a T dr= [ etdr=-
y"(t) + y(t) /0 2 x+/0 T2 9 /0 e T=

(samy si premyslite detaily vypoc¢tu ;)). Teda funkcia y(¢) na intervale [c, d]
skuto¢ne vyhovuje diferencidlnej rovnici v zadani prikladu. A kedZe interval
¢, d] bol zvoleny Tubovolne, tento zaver plati i na celom (0, c0) :).

Priklad 13 (fazsi)
N&jdime hodnotu nevlastného integralu

~ )
_sinz
1= e " dz.
0 T

Riesenie:
Pri tomto type prikladov obvykle byva pomerne naroc¢né sa nejako ,chy-
tit“, nakolko v predloZzenom integréle sa nevyskytuje ziadny parameter :).
Standardny postup pri rieseni takychto tloh spoéiva v zostrojeni vhodného
parametrického integralu, ktory by pre istd hodnotu parametra prechadzal
na nas$ skimany integral. V tomto pripade budeme pracovaft s integralom

F(p) — / e PT . smzx Ao
0

T

s hodnotami parametra p € [0,00). Thned vidime, Ze pre hfadant hodnotu
I plati I = F(1) :). Budeme sa preto snazit odvodit explicitnt formulu pre
funként hodnotu F'(p) pre kazdé p > 0 (pripad p = 0 preskiimame osobitne

21



v nasledujicom priklade :)). V prvom rade dokazeme, ze funkcia F'(p) je na
intervale [0, 00) dobre definovana, t.j., pre kazdé p > 0 dany nevlastny pa-
rametricky integral konverguje. UkdZzeme to pomocou Dirichletovho kritéria
pre nevlastné integraly (pripomerite si z Matematickej analyzy I ;)). Oznac¢me

f(z)=eP - ginx, g(x) =—.
T

Funkcia g(r) je monoténna na intervale (0,00) a lim, , g(x) = 0. Dalej

funkcia f(x) je iste integrovatelnd na kazdom intervale [0, A], A > 0, pri-

¢om uréity integral fOA f(x)dz, ako funkcia hornej hranice A, je na (0, 00)
rovnomerne ohraniceny, t.j., existuje K € R také, ze pre kazdé A > 0 plati

/OAf(a:)d:L'

Uvedend nerovnost je splnené napriklad pre K = 3. Vyplyva to z vypoctov

< K.

A A e—p;p A
z)dr = e P’ .singdr = |———— - (psinz + cosx
| o= [ s’ )|
1—ePA. in A A
_l-e (f in1 FeosA) e kazdé A > 0,
p
<1 <1 <1
A 1—e P4 (psin A + cos A) 14+e P4 (p-|sin A+ cos A|)
| @) - D < P
0 p2+1 - p2+1

I1+(p+1) p+2

2o _p2+1<3 pre kazdé A > 0

(samy detailne overte vSetky kroky ;)). Podla Dirichletovho kritéria to potom
znamena, ze nevlastny integral

| s@ gorde = [Ter B4 Py

X

(bodovo) konverguje pre kazdi hodnotu parametra p € [0,00). UkdZeme
dalej, ze tato konvergencie je dokonca rovnomernd na kazdom kompaktnom
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podintervale v (0, c0). Skuto¢ne, nech a, b st Tubovolné kladné reélne ¢isla s
a < b. Kedze %’ < 1 pre kazdé x € [0, 00) (samy si premyslite ;)), plati
sin x

axr

< e * pre kazdé [z,p] € [0,00) X [a,b].

_ sinx _
e P . — o PT.

i T

Okrem toho, nevlastny integral fooo e ?dr = é konverguje. Podla Weiers-
trassovho kritéria potom nevlastny parametricky integral F(p) rovnomerne
konverguje na intervale [a, b]. Z toho vyplyva, ze funkcia F(p) je spojitd na
(0, 00). Ukazeme, ze je na tomto intervale dokonca diferencovatelna. Mame

62 <e—m : smx) = —e P .sinx pre kazdé [z, p] € [0,00) x (0, 00).
D T

7 vyssie uvedenych vypoctov dostavame

00 A
/ e P .sinzdr = lim e P*.gsinxdx
0

A—oo J
, 1—eP4. (psin A+ cos A) 1
= lim =
A—o0 p2 +1 p2 +1

pre kazdé p € (0,00). Dalej na zdklade analogickych argumentov ako pre
integral F(p) plati, Ze nevlastny integral [~ e " - sinx da konverguje rov-
nomerne vzhladom na p na kazdom kompaktnom podintervale v (0, c0) (po-
kuste sa samy overit :)). Tieto pozorovania ndm potom zarucuju existenciu
derivacie F”(p) pre kazdé p € (0,00) s vyjadrenim

F(p) = dip [/0 e . su;x dx] :/0 gp <e_px : su;x) dz

o0 1
:—/ e P .sinexdr = — .
0 p?+1

Spétnou integraciou poslednej rovnosti dostavame

1
F(p):—/p2+1dp:—arctgp+0, p € (0,00).

Hodnotu integracnej konstanty C' ziskame z pozorovania lim, . F'(p) = 0.
Tato identita je dosledkom nerovnosti

& sinx & sinx & 1
|F(p)| = / e Pr. dz| < / e . dz < / e Pdr = -
0 x 0 x 0 p

<1
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platnej pre kazdé p € (0,00) (samy si premyslite :)). Teda

lim F(p) = C — lim arctgp

p—o0 p—0o0

4

o:o—g — (=

Napokon dostavame finadlnu formulu pre funkciu

(p)

T

F(p) = / iy P g —arctgp, pe€(0,00) ).
0 x

Z nej potom ihned vyplyva hodnota hladaného integralu I (pre p = 1)

]:/ o Ml =T ).
0 4

xz

Priklad 14 (fazsi)
Pomocou vysledkov v Priklade 13 ur¢me hodnotu tzv. Dirichletovho integralu

I:/OO sinxdx.
0 x

Riesenie:
V predchadzajicom priklade sme skimali parametricky integral

F(p) = / e 20 gy
0 X

a ukdzali sme, Ze rovnomerne konverguje (vzhladom na parameter p) na inter-
vale (0,00). Na zéklade tejto skuto¢nosti sme potom odvodili jeho explicitné
vyjadrenie

> sinx
/ e PT . dz = g —arctgp, p¢€E (07 OO)-
0
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Limitovanim poslednej rovnosti pre p — 0% dostaneme

o0

T T
li P, dr = 1 (-- t ):—.
poot Jy €  CPT N g TP ) =5

sin x

Na druhej strane, nas integral I konverguje, ako sme pomocou Dirichletovho
kritéria dokéazali v Priklade 13, pricom I = F'(0). Takze

(o) : o0 :
sinx i B sin x
[ = dox = lim e P*. dzx.
0 x 0 p—>0+ X

Prirodzene teda ocakdvame, Ze by mohla platit rovnost

o sin x o sin x
lim e Pr. dr = / lim (e_p‘”- )dx,
p—>0+ 0 xr 0 p—>0+ x
ktord by ihned implikovala I = 7 a problém by bol vyrieseny :). Poslednt

zdmenu limitovania a integracie vSak zatial nemdme nicim zarucend (doké-
zali sme rovnomernu konvergenciu, a teda i spojitost funkcie F'(p) na kazdom
kompaktnom intervale v (0, 00), nie v8ak v [0,00)). Napriek tomu tato zé-
mena je korekind a my to teraz dokdZeme vyuzitim inych argumentov :).
Nech A > 0 je pevne dané. Ukdzeme, Ze pre kazdé p € (0, o) plati nerovnost

0o )
_ sin x 1
e . dx
A s

< —. 6
= (6)
Z predchéadzajiaceho prikladu dostavame identitu

T d ° T A+cos A
e P.sinygdr = |— - (psinz + cosx = —-(psin A+cos
/ Bl >]A e )

(samy overte :)). Okrem toho nevlastny integral [} e #”-sinz dz konverguje
rovnomerne vzhladom na parameter p na kazdom kompaktnom podintervale
v (0, 00) (vyuziju sa analogické argumenty ako pre nevlastny integral fooo e P,
sinz dz v Priklade 13, samy si to premyslite ;)). To potom znamen4, Ze pre
kazda dvojicu b > a > 0 je korektna zadmena integracii

[eS) b b [es)
/ {/ e Pr. sinxdp} dr = / [/ e . sinxdx] dp
A a a A

(samy si dobre premyslite :)). Dosadenim za integral [,° e ?*-sin x dz mame

00 b b epr
/A [/a e_Pw-sinxdp] dx:/a p2+1.(psinA+cosA)dp.
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Na lavej strane poslednej rovnosti vykondme integraciu podla premennej p
o] s b b —pA
sin x e
—e T dr = - (psinA+cosA)d
/ [ L /a p*+1 v i ) dp

4

o) : b —pA
caw —ppy SIDT e _
/A (7 —e7) - " dx—/a P -(psinA+cos A)dp.  (7)

Pravt stranu poslednej rovnosti sa pokisime v absolitnej hodnote vhodne
odhadnuf zhora. Vyuzijeme pri tom identitu a nésledne nerovnost

(p? +1) — (psin A + cos A)? = (p* +1) — (p? sin® A + cos® A + 2psin A cos A)

=p®- (1 —sin? A) + (1 — cos® A) —2psin Acos A = (pcos A + sin A)*> > 0

cos? A sin? A

\
(psin A + cos A)? < p> +1 < (p* +1)?

| po odmocneni |

|psin A + cos A| <

lpsin A +cos A| < p* +1, teda 711 <1
p
(samy overte jednotlivé kroky :)). Potom plati
b epr b epr
/ e (psin A + cos A) dp‘ < / 21 (psin A +cos A)|dp
a a
<1
~ =
b . b —aA —bA —aA
_ psin A + cos A _ e —e e 1
S/epA' 2 |dp§/epAdP= 1 SASZ
a p-+1 a
<1

(samy pozorne overte jednotlivé kroky :)). Vyuzitim tejto nerovnosti v iden-
tite (7) dostaneme

1
< —.
—A

00 .
/ (e—am o e—bz) . ST dz

A X
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Nakolko posledny integral konverguje rovnomerne vzhladom na premenni
b na intervale [a,00) (pokuste sa samy dokizat pomocou Weierstrassovho
kritéria :)), limitovanim pre b — oo mame

o : 1
fim |, (e S < 5
|3
/OO lim (e’“:"“ — e’b:”) . sz dz| < l
A b—o00 xXr - A
|3
oo : 1
/ o . sin x dz| < L.
A xr A

Posledné nerovnost zrejme plati pre kazdé a > 0. Tym sme dokézali relaciu
v (6) (po premennovani a na p :)). Uz sa blizime do ciela :). Nerovnost v (6)

nam totiz umoziuje vykonat nasledujice odhady vyrazu ‘ fOA SiE”C dz — F(p)

A A 00 :

sin sin sin

/ dz — F(p) / dz — / e P, dz
o T o T 0 x

(samy overte jednotlivé kroky :)). Pre kazdé p > 0 teda plati odhad

A _: A .
1
/ Smxdx—F(p)‘g / (1— o). 308 gl
0 0

T T

T

Vyuzitim elementarnej nerovnosti 0 < 1 — e ™ < u pre kazdé u > 0 (samy
dokézte pomocou vhodného obréazka :)) ho mdzeme este zlepsit, pretoze

A . A

[a-em Bial < [fa-em.

0 x 0 S
<pz

sinzx

A 2

A
dxg/ p-xder=p  —.
0 2

<1
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To znamena, ze napokon mame

A - 2
sinx A 1
de — F <p-—+ —.
/0 T v (p)‘_p 2+A

No a kone¢ne prichddzame do zaverecného dejstva :). Tato nerovnost teraz
limitujeme najprv pre p — 0"

A.
sin & 1
dr — lim F < —
[ e )| <

a ndsledne pre A — 0o

X p—0t

/ T qr — lim F(p)‘ <0,
0

z ¢oho ihned vyplyva vytazend identita

/ Pl = lim F(p) =~ o).
0 2

i p—0+

Priklad 15
Priamo z definicie gama funkcie dokézme, ze I" (%) = /7.

Riesenie:
Pre hodnotu funkcie I'(¢) v bode t = 1/2 podla definicie plati

1 * &0 1
(= :/ x2 e % dx :/ e . —duz.
(2) 0 0 NG

Pouzitim substittcie u = /z prejde posledny integral na tvar
u=+/z

o 1 o 5
e’ . —dx= du = 2-dx :2-/ e du.
/0 NG Ve 0

0~ 0, oo~

Vzniknuty nevlastny integral je Poissonov integral a jeden sposob jeho vy-
poc¢tu sme uz predviedli v Priklade 10 :). UkadZzeme teraz iny sposob jeho
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urCenia s vyuzitim tedrie nevlastnych dvojnych integralov. Najprv sa pre-

sved¢ime o samotnej konvergencii Poissonovho integralu. Z Maclaurinovho
. . 2 ,

rozvoja funkcie f(z) = e” méame nerovnost

o iu% Lra+ 1
e = — = utt =+ u
—~ n! 2 -

\

e < pre kazdé u € R

1+ u?
(samy si to dobre premyslite :)). A kedZe nevlastny integral

< 1 o T
/0 1+u2du:[arctgu]0:§

konverguje, je konvergentny i Poissonov integral. Potom moZeme pisat

0o 2 o o 0o oo
(/ e v’ du) = / e do - / e dw = / / e~ (%) qydw
0 0 0 0o Jo

(premenovanie integracnej premennej nem4 vplyv na hodnotu integrélu ;)).
Na posledny dvojnasobny integral aplikujeme transformaciu do polarnych
sturadnic, konkrétne

v =pcosp, w=psinp.

Nakolko integrujeme cez cely prvy kvadrant, polarny uhol ¢ prebieha interval
[0, 7 /2], kym sprievodi¢ p postupne nadobuda vsetky nezédporné hodnoty, t.j.,

o0 2 s o0 jus 00
(/ e“2du) :/ [/ ep2~pdp] dgpz/gdgw/ e’p2~pdp
0 0 0 0 0

N

(detaily vypoc¢tu nechdvame na ¢itatela ;)). Pre hodnotu Poissonovho integ-
ralu a néasledne i pre hfadant hodnotu gama funkcie potom dostaneme

[era o)y

2 2
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Priklad 16
Dokéazme identitu I'(t + 1) = ¢ - ['(¢) pre kazdé t € (0, 0).

Riesenie:
Na nevlastny integral I'(¢ + 1), ¢ > 0, vhodne aplikujeme metédu per-partes.
Postupne dostdvame (samy overte detaily vypoctu :))

u=e" wu=-—e7

t / t—1

F(t—i—l):/ e dr =
0 v=2a" VvV =1(-x

+/ t-act_1~e_””dx:t-/ e dr =t-T().
0 0

Priklad 17
S vyuzitim beta funkcie najdime hodnotu urcitého integralu

[:/ 22vVa? —22dz, a>0.
0

Riesenie:
V predloZenom uréitom integrale vykoname substitiiciu « = a+/t. Dostaneme

:c:a\/f
. a4 1 CL4 ll 1
I[=] do=3%dt :5-/0 ﬂ-\/l—tdt:5./otz-(l—t)zdt.

0~0, a~1

Posledny urdity integrél je vSak hodnota beta funkcie v bode [2, 2], t.j.,

4 4 7 .
o (3 3y LG)TE)
2 2° 2 r



Cat VA mad )
T2 2 16

Ur¢ity integral I mozno samozrejme vypocitat i priamou integraciou (samy
overte naro¢nost oboch postupov :)).

31



