Kongruence na 2-algebre

Pozndmka. P¥i faktorizaci grup (resp. okruhi) jsme pomoci
normalni podgrupy (resp. idedlu) sestrojili rozklad na nosné
mnoziné grupy (resp. okruhu), a to tak, aby bylo mozné korektné
definovat operace na tomto rozkladu pomoci reprezentantl trid.

V této situaci byla normélni podgrupa (resp. ideal) jednou ze tfid
rozkladu, ostatni tfidy rozkladu totiz bylo mozné odvodit z této
jediné t¥idy (a korektnosti definice operace na rozkladu pomoci
reprezentantii). Avsak v pripadé Q-algeber nepostadi znat jen jednu
ze trid, ale je nutné zadat vSechny tridy, tedy cely rozklad. To lze
provést tak, Ze zaddme jemu odpovidajici ekvivalenci.

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu €, necht ~ je relace
ekvivalence na nosné mnoziné A. Rekneme, Ze ~ je kongruence na
Q-algebre A, jestlize pro kazdy n-arni operaéni symbol f € Q a pro
kazdé a1,...,an, € A, b1,..., b, € A plati

alel,...,aann — fA(al,...,an)NfA(bl,...,b,,).



Kongruence a homomorfismy

Poznamka. Nasledujici véta popisuje vztah mezi homomorfismy
Q-algeber a kongruencemi na Q-algebrach: kazdy homomorfismus
zadava kongruenci. Pozdéji dokazeme, Ze i naopak kazda
kongruence vznikad timto zplsobem z vhodného homomorfismu.

Véta. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu (2,
@ : A— B homomorfismus Q-algeber. Pak relace ~ na nosné
mnoziné A definovanad predpisem: pro kazdé a, b € A plati

a~b = ¢(a)=¢(b) (1)
je kongruence na Q-algebre A.

Definice. Necht A, B jsou univerzélni algebry téhoz typu €,

@ : A — B homomorfismus Q-algeber. Kongruence ~ definovana
na Q-algebfe A predpisem (1) predchozi véty se nazyva jadro
homomorfismu .

Poznamka. Zdiiraznéme, ze jaddro homomorfismu neni podmnozina
mnoziny A, ale kongruence na Q-algebre A.



Dikaz véty

Véta. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu ,
@ : A— B homomorfismus Q-algeber. Pak relace ~ na nosné
mnoziné A definovana predpisem: pro kazdé a, b € A plati

a~b <« p(a)=p(b)
je kongruence na Q-algebre A.

Diikaz. Zfejmé je ~ ekvivalenci pfislusnou zobrazeni . Staci tedy
ukazat, Ze spliiuje implikaci v definici kongruence. Zvolme libovolné
n-arni operacni symbol f € Q a prvky a1,...,a,, b1,...,bp € A
tak, ze a; ~ b1, ..., ap ~ bp. Odtud plyne ¢(a1) = ¢(b1), ...,
©(an) = @(by). Pak oviem z definice homomorfismu

p(falas, .-, an)) = fa(p(a1), - - -, (an)) = fa(@(br), . .., o(bn)) =
= gO(fA(bl, ey bn)),

coz znamend dokazované fa(a1,...,an) ~ fa(b1,..., by).



Faktorova algebra

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu €2, necht ~ je
kongruence na Q-algebfe A. Oznaéme R = A/~ rozklad dany ~.
Pro kazdy n-arni operacni symbol f € Q definujme n-arni operaci

na R takto: pro kazdé Xi,..., X, € R zvolme reprezentanty
ay € X1, ..., ap € X, a definujme fg(Xy,..., X,) tim, Ze je to
tfida obsahujici prvek fa(a1,. .., an).

Mnozina R spolu s pravé zavedenymi operacemi se nazyva
faktorova algebra Q-algebry A podle kongruence ~, znaci se A/~.

Véta. Predchozi definice je korektni.

Dikaz. Zachovejme veskeré oznaceni z definice a zvolme jesté dalsi
reprezentanty: necht téz by € Xy, ..., b, € X,,. Patfit do stejné
tridy rozkladu znamena byt ekvivalentni, tedy plati a; ~ by, ...,
ap ~ by. Z definice kongruence pak fa(ai1,...,an) ~ fa(bi,..., bn),
coz znamend, ze fa(ai,...,an) a fa(bi, ..., b,) patfi do stejné
tfidy rozkladu, totiz do tfidy fr(X1, ..., Xp).



Priklad: faktorizace svazl

Pozndmka. Univerzalni algebra ndm dava nédvod, jak faktorizovat
libovolnou 2-algebru, tedy napfiklad svaz.

Priklad. Necht (S, V, A) je svaz. Kongruence na ném je ekvivalence
~ na mnoziné S splnujici:

pro kazdé a,b,c,d € S
a~c, b~d = aVvVb~cVd, aAb~cAd.

Je-li ~ kongruence na svazu (S, V, A), pak faktorsvaz S/~ je svaz,
jehoz nosnd mnozina je rozklad mnoziny S pfislusny ekvivalenci ~,
operace na ném jsou definovany pomoci reprezentantd.

Pro libovolné tfidy T,R € S/~ zvolime a € T, b € R, definujeme:

T V R je tfida obsahujici a Vv b,
T A R je tfida obsahujici a A b.



Projekce na faktorovou algebru

VEta. Necht A je univerzaini algebra typu €2, ~ kongruence na
Q-algebre A. Pak zobrazeni m: A — A/~ urcené predpisem

a € w(a) pro libovolné a € A (tedy m(a) je tfida obsahujici prvek a)
Jje surjektivni homomorfismus Q-algeber.

Dikaz. Zobrazeni 7 je surjekce, nebot kazda tfida rozkladu

X € A/~ je neprazdnd, existuje tedy a € X, pro které 7(a) = X.
Zvolme libovolné n-arni operacni symbol f € Q a prvky
ai,...,an € A. Oznaéme Xy = 7(a1), ..., Xn = 7(an). Pak tedy
a1 € X1, ..., an € Xp a f/ (X1,..., Xy) je urCeno tim, Ze
obsahuje prvek fa(a1,...,an), tj.

W(fA(al, ‘e .,a,,)) = fA/N(Xl, ce 7Xn) = fA/N(ﬂ(al), e ,7r(a,,)),

a tedy 7 je homomorfismus Q-algeber.

Definice. Homomorfismus Q-algeber 7 : A — A/~ z predchozi
véty se nazyva projekce Q-algebry A na faktorovou algebru A/~.



Jadro projekce na faktorovou algebru

Véta. Necht A je univerzaini algebra typu §2, ~ kongruence na
Q-algebre A. Necht m: A — A/~ je projekce Q-algebry A na
faktorovou algebru A/~. Pak plati: jadrem projekce 7 je
kongruence ~.

Diikaz. Oznacme = jadro 7. Podle definice jadra homomorfismu
pro libovolné a, b € A plati a ~ b pravé tehdy, kdyz m(a) = w(b),
coz podle definice projekce znamend, ze a a b patfi do téze tfidy
rozkladu A/~, neboli a ~ b.

Pozndmka. Jadro libovolného homomorfismu Q-algeber je podle
definice kongruenci. Plati to vSak i naopak:

Dusledek. Necht A je univerzalni algebra typu Q. Pak kaZda
kongruence ~ na Q-algebre A je jadrem vhodného homomorfismu
Q-algeber vychazejiciho z Q-algebry A.

Dikaz. Kongruence ~ je jadrem projekce m: A — A/~.



Vztah kongruenci a podalgeber

Pozndmka. Kazda ekvivalence na mnoziné A je relace na A, tedy
podmnozina mnoziny A x A. Vzdyt a ~ b znamena (a, b) € ~.

VEta. Necht ~ je ekvivalence na nosné mnoziné Q-algebry A.
Pak plati: ~ je kongruence na §2-algebre A, pravé kdyz je ~
podalgebrou Q-algebry A x A.

Ddkaz. ,=" Zvolme libovolny n-arni operacni symbol f € Q2 a
prvky (a1, b1),...,(an, bn) € A x A. Jestlize viechny tyto
usporadané dvojice patri do ~, pak plati a; ~ b1, ..., an ~ bp,
podle definice kongruence fa(ai,...,an) ~ fa(b1,..., b,). Tedy
dvojice (fa(ai,...,an), fa(b1, ..., bp)) je také prvkem ~.

»<=" Zvolme libovolné n-arni operaéni symbol f € Q a prvky
ai,...,an, b1,...,b, € Atakové, ze a; ~ by,...,a, ~ b,. Pak
dvojice (a1, b1), ..., (an, bn) jsou prvky podalgebry ~, tedy také
foA((al, bl)7 ceey (a,,, b,,)) = (fA(al, ceey a,,), fA(bl, ceey bn)) patfi
do podalgebry ~, neboli fa(a1,...,an) ~ fa(b1,..., bn).



Svaz kongruenci na dané (2-algebre

Necht A je Q-algebra, ~ a ~ kongruence na (-algebre A. Pak
~ C ~, pravé kdyz pro kazdé a, b € A plati implikace

ar~b— a~b.

Systém vsech kongruenci na A je usporadan inkluzi.

Uvazme libovolnou neprazdnou mnozinu K kongruenci na
Q-algebre A. Priinikem vSech kongruenci ~ € K je relace ~ na
mnoziné A, pro kterou plati: pro libovolné a, b € A je a =~ b pravé
tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K plati a ~ b.

Relace =~ je zrejmé reflexivni, symetrickd a tranzitivni, je tedy také
ekvivalenci na mnoziné A.

Z predchozi véty a odpovidajici véty o prinicich podalgeber pak
plyne, ze = je kongruenci na Q-algebte A.

Existuje také nejvétsi ze vSech kongruenci na Q2-algebre A, totiz

relace A x A. Proto mnozZina viech kongruenci na Q-algebfe A
usporadana inkluzi tvofi Gplny svaz.



Prinik mnoziny kongruenci
Véta. Necht' A je univerzaini algebra typu 2, K neprazdna mnoZina
kongruenci na Q-algebrfe A. Necht relace =~ na mnoZiné A je
prinikem vsech kongruenci z mnoZiny K, tj. pro libovolné a,b € A
klademe a ~ b pravé tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K je a ~ b.

Uvazme soucin Q-algeber B =[] . A/~. Pro kazdé ~ € K
oznaéme m., : B — A/~ projekci ze soucinu a pi~. : A — A/~
projekci Q-algebry A na faktorovou algebru A/~. Podle véty

o soucinu existuje jediny homomorfismus Q-algeber ¢ : A — B
takovy, Ze m., o p = ... Pak plati: jadrem homomorfismu ¢ je
kongruence ==.
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Dikaz véty
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Diikaz. Ozna¢me <1 jddro homomorfismu . Pro libovolné a,b € A
plati a <t b pravé tehdy, kdyz ¢(a) = ¢(b), coz podle definice
soucinu Q-algeber nastane pravé tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K
plati m(p(a)) = 7~(p(b)), coz vzhledem k 7. 0 ¢ = p.. znamend

pravé .. (a) = u~(b), neboli a ~ b.

Dokazali jsme, ze pro libovolné a, b € A plati a > b pravé tehdy,
kdyz pro kazdé ~ € K je a ~ b, coz vsak podle definice relace ~

nastane, pravé kdyz a =~ b.



Hlavni véta o faktorovych algebrach

Véta. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu 2,

@ : A— B homomorfismus Q-algeber s jadrem ~. Necht ~ je
libovolna kongruence na Q2-algebre A, pricemz ~ C ~. Oznacme
m: A — A/~ projekci Q-algebry A na faktorovou algebru A/=~.
Pak plati

Existuje jediné zobrazeni ¢ : A/~ — B takové, Ze p o = .

Toto zobrazeni ¢ je homomorfismus Q-algeber.

v

v

Homomorfismus @ je injektivni, pravé kdyZ jsou obé
kongruence ~ a = stejné (tj. ~ = =).

v

Homomorfismus ¢ je surjektivni, pravé kdyz homomorfismus
© je surjektivni.

v



Dikaz véty

B  Existuje jediné zobrazeni ¢ : A/~ — B
\ 7 takové, ze p o = .
T /S~
s P

Diikaz. Sestrojme zobrazeni ¢ : A/~ — B tak, aby pom = ¢.
Zvolme libovolné X € A/~. Existuje a € X, tedy m(a) = X. Pak
P(X) = @(m(a)) = (¢ om)(a) = ¢(a).

Pokud néjaké zobrazeni ¢ : A/~ — B spliiujici ¢ o m = @ existuje,
je jediné. Definujme tedy ¢ : A/~ — B timto jedinym zplsobem:
pro libovolné X € A/~ tedy zvolime a € X a klademe

o(X) = ¢(a).

Ovérme korektnost této definice, neboli nezavislost na volbé a € X.
Mé&jme dalsi b € X, pak oba prvky a, b lezi v téze tridé X rozkladu
A/=, odkud a ~ b. Protoze ~ C ~, plyne odtud a ~ b. Oviem ~
je jadrem homomorfismu ¢, proto posledni znamena ¢(a) = ¢(b).
Je tedy skutecné definice zobrazeni ¢ korektni.



Dikaz véty
A 4 B Zobrazeni ¢ je homomorfismus Q-algeber.

Diikaz. Zvolme libovolné operaéni symbol f € Q arity n a prvky
X1,...,Xn € A/=. Zvolme ay,...,a, € A, aby w(a1) = Xy, ...,
7(an) = X,. ProtoZze m a ¢ jsou homomorfismy Q-algeber, plati
QAOJ(fA/z(X]_, . ,Xn)) = @/(fA/%(T{'(al), c. ,77(3,7))) =

= {5(7r(fA(al, R a,,))) =

=(pom)(fa(ai,...,an)) =

= ¢(fa(a1,...,an)) =

= fg(p(a1), ..., ¢(an)) =

(

= fg((pom)(a1),...,(¢om)(an)) =
— f5(@(r(a1)). .., Bl(an))) =
== fB(@(Xl)v ’G(Xn))



Dikaz véty
A 4 B ¢ jeinjekce — ~==.
\ /7
- s~
s P
A/~

Dikaz. ,,<=" Necht X1, Xo € A/~ jsou libovolné prvky spliiujici
o(X1) = ¢(X2). Zvolme a1, ax € A, aby w(a1) = Xi, m(a2) = Xo. Pak

p(a1) = (pom)(ar) = p(m(ar)) = p(X1) =
= 9(X2) = o(m(a2))(p o m)(a2) = ¢(a2),
odkud z definice jadra homomorfismu plyne a; ~ ap, a proto

a1 & ap, coz znamena, ze prvky a; a ap lezi v téze tridé rozkladu,
kterou je X1 = Xo.

»=" Staci ovéfit ~ C =, nebot =~ C ~ predpoklddame. Necht
tedy jsou a, b € A takové, ze a ~ b. Pak ¢(a) = p(b), tedy
¢(m(a)) = @(m(b)). Protoze predpokladame, ze ¢ je injektivni,
mame 7(a) = m(b). Podle definice projekce na faktorovou algebru
leZzi @ a b v téZe tfidé rozkladu A/~, tedy a ~ b.



Dikaz véty

A 4 B ¢ je surjekce <= ¢ je surjekce.
7

Dikaz. ,,<=" Pro kazdé b € B existuje a € A tak, ze
b=¢p(a)=(pom)(a) = p(m(a)), a tedy ¢ je surjekce.
.=" SloZeni dvou surjekci je surjekce.

Disledek. Necht' A, B jsou univerzdlni algebry téhoZ typu 2,
@ 1 A — B surjektivni homomorfismus S2-algeber s jadrem ~.
Pak Q-algebra B je izomorfni s faktorovou algebrou A/~.

Dikaz. Staci uzit predchozi vétu pro ~ = ~.



Definice termu typu 2

Abychom mohli definovat napriklad grupu nebo okruh,
potfebujeme rovnosti. Prikladem rovnosti jsou komutativni,
asociativni, distributivni a dalsi identity, se kterymi jsme se setkali.
Jde vzdy o rovnost mezi dvéma vyrazy, které obsahuji néjaké
proménné spolu svazané operacemi. Tyto vyrazy nazyvame termy.
Je jasné, ze vzdy mame v rovnosti jen kone¢né mnoho proménnych.
Proto bude stacit pracovat s proménnymi xi, x2, x3, . . .

Definice. Necht Q je typ, pro kazdé nezaporné celé Cislo n oznaéme
Q, mnozinu vSech operacnich symboll z €2, které jsou n-arni.
Polozme My = Qo U {x1, X2, x3, ... } a pro kazdé i € N ozname

M,':M,',1U{f(t1,...,t,,);n€N,fGQn, tl,...,tnEM,',l}.

Pak F(Q) = U2y M; nazyvdme mnozinou viech termi typu Q,
jejim prvkim fikdme termy typu €.



Termy

Poznamka. Termy jsou tedy konec¢né posloupnosti symboli

z abecedy, ktera se skladd z mnoziny proménnych, mnoziny €,
kulatych zavorek a carky, tedy slova nad touto abecedou. Jsou to
pravé ta slova, kterad lze zkonstruovat kone¢né mnoha aplikacemi
nasledujicich pravidel:

> Pro libovolné pfirozené Cislo n je proménna x, term typu €.
» Pro libovolny nularni operaéni symbol f € Q je f term typu Q.

» Pro libovolné prirozené Cislo n, libovolny n-arni operacni
symbol f € Q a libovolné termy t1, ..., t, typu Q je vyraz
f(ty,...,ts) term typu Q.

Pozndmka. Definici termu nebudeme uzivat dogmaticky. Je-li

Q = {+}, pak je termem napriklad +(x1, +(x2, x3)). Je jasné, ze
tento zapis nevyhovuje svou neprehlednosti. Proto budeme i nadale
tento term psat ve tvaru x; + (x2 + x3). Podobné pro Q = {V,A,’}
budeme term V(x1, {(x1)) psat radé&ji nepfesné ve tvaru xj V xj.



Arita termu

Definice. Rekneme, ze term t typu 2 je n-arni, jestlize se pfi jeho
konstrukci nevyuzilo zddné proménné x,, pro m > n.

Priklad. Term x je bindrni, ovSem je téZ 3-arni a také 4-arni atd.
Neni vSak unarni, prestoZe v ném vystupuje jen jedna proménna.

Priklad. Nularni term typu Q je term, pfi jehoZz konstrukci se
nepouzila zddnd proménnd. Je jasné, ze takové termy existuji jen
pro typy obsahujici alespon jeden nularni operac¢ni symbol.

Pozndmka. Kazdy n-arni term t typu €2 nam v libovolné Q2-algebre
A zadava n-arni operaci: misto proménné x; dosadime prvek a, a
provedeme naznadené operace. Napriklad pro Q = {+,-}

s bindrnimi operaénimi symboly term t = (x; + x2) - x3 na libovolné
Q-algebre A uréuje 3-arni operaci ta(ai, az, asz) = (a1 + a2) - a3,
kde bychom sprdvné méli psat operace +4 a -4 misto operacnich
symbold + a -. Chceme-li v8ak tento jasny fakt definovat presné, je
nutné uzit opét induktivni definici.



Operace na €2-algebre urcena termem typu €2

Definice. Necht t je n-arni term typu €2, necht A je Q-algebra.
Definujeme n-arni operaci t4 uréenou termem t na Q-algebfe A
nasledujicim zplGsobem. Necht a1, ..., a, € A jsou libovolné prvky.
> Je-li t = x, pak ta(a1,...,an) = a.
» Je-li termem t nuldrni operaéni symbol f € €, pak
tA(al, e an) = fa.
> Jeli t =1(t1,...,tn), kde f € Q je k-arni, k >1,a ty, ...,
ti jsou n-arni termy typu €2, pak
tA(al, R a,,) = fA((tl)A(al, cee, a,,), e, (tk)A(al, cee, a,,)).

Priklad. Je-li n-arni f € Q, pak (f(x1,...,xk))a = fa pro kazdou
Q-algebru A.

Pozndmka. Protoze libovolny n-arni term typu Q lze povazovat téz
za m-arni term typu € pro libovolné m > n, dopustili jsme se v
predchozi definici jisté nepresnosti: stejnym symbolem t4
oznadujeme rdizné operace!



Nezavislost operace na zbytecné vysoké arité termu

Priklad. Jestlize Q obsahuje bindrni operacni symbol + a my
povazujeme term x3 + x» za bindrni, pak podle predchozi definice
plati (x1 + x2)a(a1, a2) = a1 + a2, pokud tento term vsak
povazujeme za 3-arni, pak (x1 + x2)a(a1, a2, a3) = a1 + a2.
Obecné, pro libovolné n > 2, je-li term x; + x» povazovan za
n-arni, pak (x1 +x2)a(a1,...,an) = a1 + ax.

Véta. Necht t je n-drni term typu ), necht prirozené Cislo m > n.
Pak pro libovolnou univerzdlni algebru A typu Q a libovolné
ai,...,am € A plati

tA(al, R a,,) = tA(al, e am),

kde symbolem t, rozumime vilevo n-arni operaci uréenou termem t
na A, kdezto vpravo m-arni operaci uréenou termem t na A.

Dikaz indukci vzhledem ke slozitosti termu t.



Popis podalgebry generované podmnozinou

Véta. Necht A je univerzaini algebra typu 2, M podmnoZina nosné
mnoZiny A. Pak podalgebra (M) Q-algebry A generovand
mnoZinou M je tvaru

<M> = {tA(a]_,. . .,a,,); neZ,n>0,
t je n-drni term typu Q, ay,...,a, € M}.

Ddkaz. Oznaéme N mnozinu na pravé strané. Nejprve dokdzeme
M C N, staci vzit n =1 a unarni term xi, nebot pro libovolné
ae M ije(x)a(a) = a.

Necht H je libovolnd podalgebra Q-algebry A obsahujici mnozinu
M. Indukci vzhledem ke slozitosti n-arniho termu t Ize snadno
ukazat, Ze ta(a1,...,an) € H.

Zbyva ukazat, ze N je podalgebra Q2-algebry A.



Zvolme libovolné k-arni operaéni symbol f € Q a k libovolnych
prvkl by, ..., bx € N a ukaime, ze fa(bs,..., bx) € N. Ovsem pro

kazdé j = 1,..., k existuje n;-arni term t; typu 2 a n; prvki
3j1,---,3jn €M tak, Ze b; = (t)alaja,---, aj,,,j). Potfebujeme
prvky by, ..., by ziskat jako hodnoty operaci prislusnych néjakym

termdm typu Q na stejné n-tici prvkii mnoziny M. Proto polozme
n=ny+---+ n, a uvazme n-tici

(2171, cees@lngy ey dk1y ey akmk)

vzniklou poskldddnim zminénych nj-tic za sebe. Ozna¢me tJf term,
ktery vznikne z termu t; tim, Ze se indexy vSech proménnych v ném
pouzitych zvétsi o &islo ny + - - - + nj_1 (tedy specidlné t; = t1).
Plati tedy pro kazdé j =1,... k

bj = (tJ-)A(aj,l, ey aj,,,j) = (tj)A(al,l, ceey @iy ks ey ak,nk),
a proto
fA(bl, ceey bk) = (I((fi7 ceey tf())A(aLl? ceey@lngy ey Ak s akv,,k).

To je ale dle definice mnoziny N prvek N, coz se mélo dokazat.



Rovnost typu €2

Definice. Necht t;, t» jsou termy typu . Vyraz t; = t, nazyvame
rovnosti typu 2.

Pozndmka. Zd(raznéme, ze v predchozi definici je uzito symbolu =
jen jako dalsiho znaku abecedy, ktery oba termy spojil do jediného
slova. V zadném pripadé timto zapisem neni mysleno, ze jsou
termy t; a tp stejné.

Priklad. Necht Q = {-}, kde - je binarni opera¢ni symbol, pak
rovnosti typu £2 je napriklad rovnost x; - x» = x» - x;. Tato rovnost
psana naprosto formalné je tvaru -(x1, x2) = (X2, x1), ale je jasné,
Ze neni tfeba si zbyte¢né komplikovat Zivot prehnanou snahou po
formalnosti, podstatné je to, ze vime, jak formalné rovnost vypada,
a jsme schopni v pripadé potreby ji spravné formalné prepsat.
Priklad. Uvazme typ Q = {-, 71,1}, kde opera&ni symbol - je
binarni, symbol ~1 je unarni a symbol 1 je nuldrni. Priklady
rovnosti jsou (x1 - x2) - x3 = x1 - (X2 - x3), X1 - xl_1 =1, atd.



(2-algebra splniuje rovnost typu €2
Definice. Necht t; a t» jsou termy typu 2, necht A je univerzalni
algebra typu €. Necht n je nejmensi pfirozené Cislo takové, Ze oba
termy t; a tp jsou n-arni. Rekneme, %e rovnost t; = t, plati
v Q-algebfe A (neboli Q-algebra A spliiuje rovnost t; = ty), jestlize
termy ty, t» uruji stejnou n-arni operaci na Q-algebre A, tj. pro
kazdé ai,...,a, € A plati (t1)a(a1,...,an) = (t2)a(a1,-- ., an)-
Poznamka. Diky nezavislosti operace na arité termu Ize za n vzit
libovolné prirozené Cislo takové, ze oba termy t; a t» jsou n-arni.

Priklad. Necht Q = {-}, kde - je binarni operaéni symbol, pak
rovnost x1 - xo = X - x1 plati v Q-algebfe A, pravé kdyz je A
komutativni grupoid.

Priklad. Necht t; = to je libovolna rovnost typu 2. Pak v libovolné
jednoprvkové Q-algebre A plati rovnost t; = t. Jestlize existuje
prazdnd Q-algebra (tj. jestlize typ Q nema zadny nularni operacni
symbol), pak v této prazdné algebre rovnost t; = t, také plati.

Priklad. Rovnost x; = xo neplati v zadné 2-algebfe A majici
alespon dva prvky.



