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Uvod

V réamci pfedmétu Numerické vypocty III bude hlavni pozornost véno-
vana numerickému feseni nelinearnich a diferencialnich rovnic. Z toho divodu
budeme pro ptiklady pouzivat hlavné Matlab, ktery je pro tyto tcely velmi
vhodny a obsahuje fadu zpracovanych algoritmii vhodnych pro dané téma.

Kromé uvedenych metod si také ukazeme, jak s pomoci pocitace fesit
tlohy pro funkce vice proménnych — zda pfijde ke slovu Sage, abychom se
vratili k Matlabu pfi zpracovani statistickych problémi.

Pokud by se c¢tenar chtél seznamit s porblematikou hloubéji, muize se
zaméfit na publikace [2], [3] nebo [1].



Kapitola 1

Reseni nelinearnich rovnic

Tak studenti, dneska si povime o dulezite aplikaci Banachovy vety o pevném bodé
v numerické matematice. Copak, Kropdcku, néco se vam nezda?

Ale, jenom mne tak napadlo, pane profesore, Ze je skoda, Ze se toho medozil Ar-
chimedes.

1.1 Motivacéni uloha

Zacneme geometrickou tlohou s jednoduchym zadanim. Méjme kruh v roviné
o zadaném poloméru r. Mame z hranice kruhu udélat kruhovy oblouk o
neznamém poloméru z tak, aby ¢ast ohranicena obéma ktrivkami méla plochu,
ktera je rovna poloviné plochy ptivodniho kruhu. Situaci si mizeme znazornit
na obrazku:



Tato tloha je matematickym vyjadienim tlohy ze zemédélstvi. Sedlak ma
kruhovy pozemek, na kterém se pase koza. Protoze sedlak chce, aby ji trava
na pozemku vystacila na dva dny, uvaze ji ke kilu na okraji pozemku tak
dlouhym provazem, aby za prvni den spasla polovinu travy. Druhy den ji
necha k dispozici cely pozemek, kde muize spast zbylou travu.

Pro feseni tlohy si do obrazku doplnime nékolik idaji.



Mls|s O

Spojime stfed kruznice i oblouku s priseciky na kruznici. Privodice vychéze-
jici od kraje kruznice sviraji tihel «, privodice vychézejici ze stiedu kruznice
tedy sviraji ithel 2a.. Oblast, ktera nas zajima, se sklada ze dvou kruhovych
useci, prvni z nich ma obsah S; a je dana polomérem z a thlem «, druhéa
ma obsah Sy, polomér r a thel 27 — 2. Oznacime-li obsah celého kruhu S,

dostavame .
S;+ Sy = 55.

Obsah kruhové tisece uréime tak, ze od obsahu kruhové vysece odec¢te obsah
trojihelnika o stranach rovnych poloméru vysece,jez sviraji thel, jez urcuje
vysec. Tedy
1 2 . 1 2 .
Sy = % (v — sin ), Sy = 3" (27 — 2a) — sin(27 — 2a))

Jesté potfebujeme vztah mezi r a x. K tomu mizeme pouzit pravouhly troja-
helnik, ktery dostaneme, kdyz spojime stied kruznice se sttedem tétivy délky
x podle nasledujiciho obrazku:



V uvedeném obrazku plati

T2 s
2

r
tedy

T = 2r cos i

5"

MiiZzeme tedy namisto x hledat thel «, z predchoziho vztahu pak x snadno
vypocitame.

Nyni uz méame vsechny potiebné vztahy pohromadé a pouzitim goniome-
trickych vzorecki (toto cvifeni jisté ¢tenaf snadno zvlddne) ziskdme rovnici

i
a=tanoq — —.

2cos o
Ptesné feseni této rovnice ovSem ziskat neumime. Nezbyva, nez pouzit néja-
kou numerickou metodu, kterymzto se budou vénovat nasledujici radky.



1.2 Zakladni metody reseni nelinearni rov-
nice
Budeme se zabyvat hledanim feseni rovnice
f(z) =0, xr €l =a,b] (1.1)

pro spojitou funkci f. To Ze feSeni na uvedeném intervalu existuje nam zaruci
napiiklad podminka f(a) - f(b) < 0, tedy v krajnich bodech intervalu I ma
funkce f opacna znaménka. Reseni oviem miize byt vice. Oznaéme FeSeni
rovnice jako &, nazyvame jej také kofenem funkce f.

VsSechny metody a tvrzeni, které zde budou vedeny, mtize ¢tenar nalézt v
detailnim znéni ve skriptech [2].

1.2.1 Puleni intervalu

Nejjednodussi metodou pro nalezeni feseni je metoda piileni intervalu, zvané
téz metoda bisekce. Jeji myslenka je velmi jednoduché: jestlize méame spl-
nénu podminku f(a) - f(b) <0, rozpulime interval [a, b] a jako novy interval
vezmeme ten, pro ktery plati, ze v jeho krajnich bodech méa funkce f opét
opacna znaménka, tedy tento polovi¢ni interval opét obsahuje feseni rovnice.
Pokracujeme s piilenim tak dlouho, dokud nedostaneme interval dostatecné
maly (stale obsahujici feSeni), tedy méame pfiblizné feSeni s pozadovanou
pfesnosti. Jako piiblizné feseni & stanovime stied koneéného intervalu.

U metody pileni intervalu je mozné dokonce predem urcit, kolik iteraci
budeme potfebovat. Jestlize naptiklad pozadujeme, aby chyba ptiblizného
feSeni byla mensi nez §, dostavame pro pocet krokd k nerovnost

b—a
ok+1 <0

odkud logaritmovani pfi zédkladu 2 dostavame

b—a
k > logy ———.
=982 795
Metoda ptleni intervalu ma jednu zakladni vyhodu, ze totiz za uvedenych
predpokladii vzdy konverguje. Jeji nevyhodou je, ze konverguje pomérné po-
malu. A jelikoZ jsme v podstaté vycerpali vSechny dulezité informace o ni,
budeme se vénovat metodam dalsim.



1.2.2 Prosta iteraé¢ni metoda

U této metody se zamérime na rovnici v jiném tvaru:

z = g(z),

hledame tedy hodnotu &, kterou funkce g zobrazi samu na sebe. Proto se bod
¢ nazyva pevny bod funkce g.

Pro funkei g samoziejmé pozadujeme spojitost na intervalu I = [a, b]. Pro
existenci pevného bodu na tomto intervalu pak postacuje, aby se interval
I zobrazil sdim do sebe, tedy Vx € I : g(x) € I. Tato podminka ovSem
nezaru¢i jednoznacnost pevného bodu. Pro ni potfebujeme, aby funkce g
byla kontrakci na intervalu I, to jest musi existovat konstanta L, 0 < L < 1,
ze pro kazdé x,y € I plati

l9(x) —g(y)| < L- |z —yl.

V pripadé platnosti této podminky ndm jednoznacnost pevného bodu za-
ru¢i Banachova véta o pevném bodé, kterou mohl ¢tenai nadhodou zaslech-
nout na prednaskach vénovanych metrickym prostorim. Konstanta L, ktera
v podmince vystupuje, se nazyva Lipschitzova konstanta, a funkce, které tuto
podminku spliuji (i bez omezeni L < 1), se nazyvaji lipschitzovsky spojité.

Paklize je funkce g kontrakci na intervalu I, plati navic, ze pokud vez-
meme libovolnou pocateéni aproximaci xg € I a sestrojime posloupnost re-
kurentné predpisem

xr1 = g(ﬂfo), ey X1 = g(l‘k), ey

bude tato posloupnost konvergovat k pevnému bodu £ funkce g.

Tato vlastnost je zasadni pro hledani ptiblizného feseni rovnice. Ovéfeni
Lipschitzovské spojitosti s konstantou L < 1 by ovSem bylo ponékud kom-
plikované. Nastésti pro funkce, které maji na intervalu I spojitou derivaci je
tato vlastnost zarucena, pokud pro kazdé x € I plati |¢'(x)] < L < 1, coz
vyplyva bezprostfedné z Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté.

Protoze vypocet posloupnosti je dan jednoduchym predpisem zp,; =
g(xy), nazyvé se metoda zalozend na Banachové vété o pevném bodé prostou
iteracni metodou.

Ukazme si na jednoduchém ptikladu postup ovéteni uvedenych podminek
a nalezeni ptiblizného feSeni rovnice:



Priklad 1. Mejme rovnici
T = COS .

Pokud si problém predstavime graficky, hledame v podstaté prisecik grafu
funkce g(z) = cosx s pfimkou y = x (viz obrazek):

0.8 q

0.6~ 4

0.4 B

0.2 B

0 I I I I I I I
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 16

Nejprve je potfeba najit interval, ktery funkce g zobrazi do sebe. Snadno
zjistime, Ze takovym intervalem je napiiklad interval I = [0, 7/2]. Na tomto
intervalu je navic funkce cos z klesajici, takze staci ovérit, ze se do intervalu
I zobrazi jeho krajni body.

Déle musime ovérit, zda na daném intervalu je maximu derivace funkce
g v absolutni hodnoté ostfe mensi nez jedna. Pokud tomu tak bude, staci
zvolit jako konstantu L ono maximum absolutni hodnoty derivace. Zde ovsem
narazime na problém — maximum je v pravém krajnim bodé intervalu a je
rovno jedné. Musime tedy interval o néco zkratit a to z obou stran, aby se i
po zkraceni zobrazovala do sebe.

Vhodnou volbou (nikoliv jedinou moznou) je I = [cos 1.5,1.5), pak L =
sinl.5 = 0.9975. Pokud pak budeme hledat pfiblizné feseni napiiklad v
Matlabu, stac¢i zvolit libovolnou pocatecni aproximaci a pak pocitat jedno-
duchym zptisobem dalsi aproximace, dokud nedostaneme dostatecné presné
priblizné feseni. Takto jednoduché vypocty mizeme zadavat i ruéné, napsat
si jednoduchy program by ctenar jisté také zvladl.

>> presnost=0.0001;
>> x=1;
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>> while abs(x-cos(x))>presnost, x=cos(x), end
x =

0.5403
x =

0.8576
x =

0.6543
x =

0.7935
x =

0.7014
x =

0.7392
x =

0.7390
x =

0.7391
>>

Na dosazeni pozadované presnosti je potieba néco pres dvacet iteraci.
Pokud bychom chtéli pouzit prostou iteracni metodu na reseni tivodniho
prikladu pro rovnici

T =tanzr — ,
2cosx

tedy pro funkci g(z) = tan v—5_>—, mtizeme si vypomoci obrazkem, abychom

mohli lépe odhadnout interval, kde se pevny bod nachazi. Pii tom vyuzijeme
toho, Ze musi leZet nékde v intervalu [r/2, 7|, ktery je tfeba o néco zkratit,
jelikoz v levém krajnim bodé jde funkce g do nekonecna.

11



Zjistime, Ze pevny bod lezi v intervalu [1.8, 2]. Na tomto intervalu ale pouzit
prostou itera¢ni metodu neni mozné, nebot absolutni hodnota derivace funkce
g je zde vétsi nez jedna.

1.2.3 Newtonova metoda

Vratime se nyni zpét k rovnici

f(x) =0.

Na TeSeni této rovnice mizeme nahlizet jakozto na prisecik grafu funkce f
s osou x. Myslenka Newtonovy metody je prosta. Zvolime pocatecni iteraci
xo a dalsi iteraci je prisecik teény ke grafu s osou z. V podstaté hledame
priblizné feseni na linearni aproximaci funkce f. Tento postup opakujeme
tak dlouho, dokud nemame priblizné feseni s dostatecnou piesnosti. Metodu
si muzeme dobfe ilustrovat graficky:

12
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Je zifejmé, ze v tomto pripadé kromé spojitosti funkce f potiebujeme také

spojitost jeji derivace. Vyjadiime-li si z rovnice teény k f v bodé [xy.f(xy)]
jeji prusecik z osou x, dostavame iterac¢ni vztah

f(xr)

L= e f(x)

Stejny vztah bychom obdrzeli pouzitim Taylorova rozvoje, v némz bychom
zanedbali ¢leny od druhé derivace vcetné.
Mame vlastné opét prostou iterac¢ni metodu, tentokrat pro funkci g ve
specialnim tvaru
f(=@)

g(z) == Py

miizeme tedy opét zkoumat podminky, za nichz je tato funkce kontrakci.
Obecné vyjadreni je ovSem slozité, plati ale tvrzeni, Ze pokud je derivace
funkce f nenulova na intervalu obsahujicim feSeni rovnice, pak existuje okoli
tohoto feSeni, na némz je funkce g kontrakci, tedy pro libovolnou pocatecni
aproximaci z tohoto okoli Newtonova metoda konverguje.

Toto kriterium vypada v praxi jen Spatné pouzitelné, pokud se tyce hle-
dani pocatecéni aproximace. Nastésti existuji jiné podminky, snadnéji ovéri-
telné, umoznujici jeji volbu, jsou to napriklad Fourierovy podminky:

1. Funkce f ma na intervalu I spojité druhé derivace a v krajnich bodech
I opacna znaménka.

13



2. Derivace funkce f je nenulovd na celém intervalu, tedy ani neméni
znaménko.

3. Druhé derivace funkce f neméni na / znaménko.

P1i splnéni téchto podminek Newtonova metoda konverguje na I, a to do-
konce monotonné, paklize jako pocatecni iteraci zvolime ten krajni bod inter-
valu, v némz ma funkéni hodnota stejné znaménko jako je znaménko druhé
derivace.

Uvedené podminky vlastné rikaji, ze funkce f je na intervalu I ryze mo-
notonni (rostouci nebo klesajici) a to bud konvexni nebo konkavni. Celkem
jsou tedy c¢tyti pripady, nasledujici obrazek ukazuje situaci, kdy je f rostouci
a konkavni. V tom piipadé volime jako pocatecni aproximaci ten krajni bod,
v némz je funkéni hodnota zaporna.

041

0.2

Dalsi t¥i moznosti by si ¢tenar jisté dokazal snadno predstavit.

Priklad 2. Zkusme pozit Newtonovu metodu na tuvodni ptiklad, tedy na
rovnici

r=tanry — ——.
2cosx

Nejprve vSechny cleny prevedeme na jednu stranu, abychom dostali funkce
f:

T
r—tanz + ——— =0
2cosx

14



Pak zapojime Matlab, pficemz pouzijeme toho, Ze z uz zname interval, kde
FeSeni lezi.

>> f=sym(’x-tan(x)+pi/(2*cos(x))’)
f:
x - tan(x) + pi/(2*cos(x))
>> df=diff (f)
df =
(pi*sin(x))/(2*cos(x)"2) - tan(x)"2
>> x=1.8;
>> x=x-eval (f)/eval(df)
x =
1.8735
>> x=x-eval(f)/eval(df)
x =
1.9028
>> x=x-eval (f)/eval(df)
x =
1.9057
>> x=x-eval (f)/eval(df)
x =
1.9057
>>

Vidime, ze aproximaci feseni na ¢tyri desetinna mista jsem nalezli velmi
rychle. Mohli bychom samoziejmé nastavit vétsi presnost a pocitat dal, ale i
tak bychom dosahli béhem nékolika dalsich iteraci nejlepsi mozné aproximace
v ramci pocitacové presnosti.

Vypada to tedy, ze Newtonova metoda je velmi rychla, i pii jejim pouziti
ovsem nesmime zapominat na jistou miru bedlivost. zejména co se tyce volby
pocatecni aproximace. To si mtizeme dobfe demonstrovat na jednoduchém
prikladé — totiz na funkci f(x) = arctan z. Zvolime-li jako po¢atecni aproxi-
maci hodnotu 1.5, iterac¢ni posloupnost nekonverguje, jak naznacuje obrazek.
Volbou zg = 1 by vSe bylo v poradku.
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1.2.4 Metoda secen a regula falsi

Dalsi metody, o nichz si néco fekneme, jsou podobné. Jejich hlavni myslenka
spociva v nahradé derivace v bodé x;. To je nutné v ptipadech, Ze derivaci
nelze vyjadrit, naptiklad kdyz hodnoty funkce f nejsou dany néjakym vzor-
cem, ale jsou to tfeba vysledky fyzikalniho méfeni. Derivaci pak nahradime
pomérnou diferenci, potiebujeme ovSem funkéni hodnoty ve dvou bodech:

f(xx) = far-1)

T — Tg—1

f(w) =

Pouzijeme-li tuto ndhradu v itera¢nim vztahu pro Newtonovu metodu, do-

stavame
T — Tk-1

f(xk) - f(xk—l)‘

Metoda dana timto iteracnim vztahem se nazyva metoda secen. Tento na-
zev je odvozen z toho, Ze tecna z Newtonovy metody je nahrazena se¢nou
protinajici graf funkce f ve dvou bodech.

Z itera¢niho vztahu metody secen také plyne, Ze na jejim zacatku potre-
bujeme dvé iterace — xg a x;. Také v kazdém kroku pouzivame dvé funkéni
hodnoty, staci ale pocitat jen jednu a tu druhou si pamatovat od minule.
Vyzkousejme si opét metodu secen v Matlabu na uvodnim ptikladu:

Try1 = 2 — fag) -

16



>>
>>
>>
>>
f0

>>
f1

>>
x2

>>
2

>>
x3

>>
f3

>>
x4

>>
f4

>>
x5

>>
£5

>>
x6

>>

f=inline(’x-tan(x)+pi/(2*cos(x))’);

x0=1.8;
x1=2;
f0=f (x0)

-0.8274
f1=£f(x1)

0.4104
x2=x1-f1*x(x1-x0)/(f1-£f0)

1.9337
f2=£f (x2)

0.1422
x3=x2-f2* (x2-x1)/ (£2-f1)

1.8985
£3=£ (x3)

-0.0401
x4=x3-f3*%(x3-x2)/(£3-£2)

1.9063
f4=f (x4)

0.0031
xb=x4-f4x*(x4-x3)/(£f4-£3)

1.9057
£5=f (x5)

6.1196e-05
x6=x5-f5*% (x5-x4) / (£5-f4)

1.9057
f6=Ff (x6)

17




f6 =
-9.5082e-08
>>

Pocitat timto zpiisobem je jisté ponékud nepraktické, zde to slouzi jen jako
ukazka. Ctenai by jisté zvladl cely problém fesit elegantnéji, napiiklad po-
moci cyklu. Grafické znazornéni metody secen ukazuje nasledujici obrazek:

05

1 I I I I I I I I I ]
1.8 1.82 1.84 1.86 1.88 1.9 1.92 1.94 1.96 1.98 2

Neni ovSem potfeba volit poc¢atecni aproximace tak, aby funkéni hodnoty
mély opacna znaménka. Naopak, pokud budou blizko sebe, bude pfislusna
seCna blizsi tecné z Newtonovy metody:

18



05

1 I I I I I I I I I ]
1.8 1.82 1.84 1.86 1.88 1.9 1.92 1.94 1.96 1.98 2

U metody regula falsi naopak pocatecéni aproximace z opa¢nymi funk¢énimi
hodnotami pozadujeme a tento pozadavek pak plati pro vSechny dalsi iterace.
Jednd se o podobnou myslenku jako u metody ptleni intervalu, iterace ale
pocitame podobné jako u metody secen:

T — Ts

f(xk) - f(xs),

kde s je nejvétsi index mensi nez k takovy, ze f(zs) - f(x) <O0.

Pro tuto metodu je typické, ze pokud je funkce f na intervalu I konvexni
nebo konkavni, jeden z bodi pocatec¢nich aproximaci je tzv. fizni, tedy index
s je porad stejny, jak vidime i z nasledujiciho obrazku:

Tpy1 = 2 — f(an) -

19



1.3 Rychlost konvergence

Z uvedenych prikladt vidime, Ze rychlost konvergence se lisi u riznych metod.
Proto si definujme 7ad konvergence iteracni metody, ktery udava rychlost jeji
konvergence:

Necht posloupnost (zj) je itera¢ni posloupnost ziskand néjakou metodou,
x;, — £ Oznaéme e, chybu v k-tém kroku, t.j. e, = xp — £. Rekneme, ze
iteracni metoda je fadu p > 1, jestlize plati

im [l _ o

k—o0 ’ek’p

Rad konvergence vlastné fikd, jak musime umocnit chybu v k-tém kroku,
abychom limitné dostali chybu v kroku k + 1 (az na nasobeni konstatnou).
Je jasné, ze ¢im vyssi je Tad metody, tim je konvergence rychlejsi. Napri-
klad pro p = 1 (fikdme také, Ze metoda je linearniho fadu) je pfechod mezi
jednotlivymi chybami jen pfiblizné nasobeni konstantou (ta tedy musi byt
mensi nez 1), kdezto pro metodu Fadu 2 (kvadratického fadu) plati, ze po-
kud je chyba v nékterém kroku v desetinach, v dalsim bude v setinach, v
nasledujicim uz v desetitisicinach atd.

Pro metody, které jsem si ukazovali je fad znam. Bisekce je linearni,
Newtonova metoda kvadratickd, metoda seCen ma fad roven zlatému rezu
1+T\/g, metoda regula falsi je opét jen linearni. Pro prostou itera¢ni metodu s
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funkci g plati, ze pokud g ma spojité derivace do fadu p vcetné, £ je pevny
bod funkce a ¢'(¢) = ... = g®V(¢) = 0, g (&) # 0, pak metoda je Fadu p.
Je zndma metoda, pomoci niz se da rychlost konvergence urychlit. Jedna
se o Aitkenovu 62 metodu, ktera je zalozena na tom, Ze pokud by iteracni
posloupnost konvergovala presné linearné, je mozné pomoci jednoduchého
vypoctu ze tii ¢lent urcit limitu.
M¢éjme tedy posloupnost (z). Z ni sestrojime posloupnost (&) s pouzitim
vztahu
A ($k+1 - $k)2
T = T — .
Tpyo — 2Tpq1 + Tg
Plati, ze pokud ptivodni posloupnost konverguje k &, konverguje k této hod-
noté i nova posloupnost. Dale pokud je fad konvergence ptivodni posloupnosti
linearni, je nova posloupnost fadu alespon kvadratického, je li fad ptivodni
posloupnosti p > 1, je fad nové posloupnosti 2p—1. Tento postup tedy urychli
i Newtonovu metodu.

1.3.1 Steffensenova metoda

Aitkenovu metodu nelze pouzit tak, jak je uvedena, jelikoz bychom potiebo-
vali znat celou pivodni posloupnost, dokézali bychom tedy odhadnout i jeji
limitu, nebylo by tedy potieba pocitat ji znovu, byt rychleji. Nicméné kom-
binaci Aitkenovy metody s prostou itera¢ni metodou ziskame Steffensenovu
metodu, ktera zpravidla dava rychle konvergujici posloupnost. Myslenka Ste-
ffensenovy metody je prosté: uréime tii iterace prostou itera¢ni metodou (po-
¢atecni iteraci a dvé dalsi) a pak pouzijeme Aitkenovu metodu na urychleni
vypoctu. Pak ur¢ime dalsi tTi iterace prostou itera¢ni metodou a zase prove-
deme urychleni, coz opakujeme, dokud nedosdhneme pozadované presnosti.
Cely postup muZeme zapsat tieba takto (pro pocateéni iteraci xo):

(o — w0)?
- s 5 20 = s €T1 = XnH — —————
Yo = g(o) 0= 9(%) 1 0 o — 200 + 70
a obecny krok je pak
(yr — 21)°
—_= €T s 2. = s €T = X, — —
i = g(zk) k= 9(yr) k+1 LR 2 + 1

Steffensenova metoda konverguje pro pocatecni iteraci z néjakého okoli pev-
ného bodu ¢ funkce g, jestlize ¢’(£) # 1.
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Priklad 3. Vyzkousime Steffensenovu metodu na feseni ivodniho prikladu

pro funkci g(z) = tanz — 5=

COosS T
vypocet provedeme v Matlabu:

. Jako pocatecni iteraci zvolime xry = 1.8 a

>> x=1.8;
>> y=g(x),z=g(y)
y =

2.6274

1.2392
>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

2.1090
>> y=g(x),z=g(y)
y =
1.3894
5 =
-3.2542

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X:

2.2410
>> y=g(x),z=g(y)
y =
1.2672
5 =
-2.0623

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =

2.6435
>> y=g(x),z=g(y)
y =
1.2442
5 =
-1.9440

>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X:

3.7379

>> g=inline(’tan(x)-pi/(2*cos(x))’);
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>>

Vidime, ze nevhodné zvolend pocatecni iterace ke konvergenci nevede. Zku-
sime pocatecni iteraci ponékud zpresnit:

>> x=1.85;
>> y=g(x),z=g(y)
y =
2.2117
z =
1.2865
>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =
1.9517
>> y=g(x),z=g(y)
y =
1.7283
z =
3.7177
>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =
1.9291
>> y=g(x),z=g(y)
y =
1.8087
z =
2.5417
>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =
1.9121
>> y=g(x),z=g(y)
y =
1.8775
z =
2.0449
>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =
1.9062
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>> y=g(x),z=g(y)
y =
1.9034
z =
1.9159
>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
x =
1.9057
>> y=g(x),z=g(y)
y =
1.9057
z =
1.9058
>> x=x-(x-y) "2/ (z-2*y+x)
X =
1.9057
>>

1.4 Reseni systému nelinearnich rovnic

Méjme systém nelinearnich rovnic

f1<l'1,...,ﬂ?n> = 0

fo(x1, .. ) : 0

Mizeme jej strucné zapsat ve tvaru

kde F' i x bereme jako vektory. Nejpozivanéjsi metodou je Newtonova me-
toda, kterou dostaneme tak, Ze vezmeme Tayloriv rozvoj funkce vice pro-
ménnych do prvniho fadu.

Oznac¢me Jp matici derivaci vektoru funkci F, tedy

aﬁ(x)) |

Lj

i) = (
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Pak Newtonovu metodu mtzeme vyjadiit podobnym zptisobem jako je to
pro funkci jedné proménné:

Xk+1 = X — JEl(Xk) : F(Xk).

Protoze ale praci s funkcemi vice proménnych jsme zatim v Matlabu ani v
Sage nezkouseli, odlozime prozatim praktické vyzkouseni Newtonovy metody.

25



Kapitola 2

Funkce vice proménnych

Kryspin Kropacek: Matematicky boj
Bojovat jsem zacli smele s funkci vice promeénnych.
Vysledky pry byly skvelé, skoro vsechny — kromé mgch.

2.1 Zobrazovnani grafti

Prvni véci, kterou si ukazeme, ¢i spise zopakujeme, pro funkce vice promén-
nych je nakresleni jejich grafu. To samoziejmé dokazeme jen pro funkce dvou
proménnych. V Sage miizeme postupovat tieba takto:

sage: x,y = var(’x,y’)
sage: plot3d(sin(x+y)*exp(-(x~2+y~2)/2),(-pi,pi), (-pi,pi))

Tim dostaneme nasledujici obrazek:
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0.0 0.0

3.1 -3.1

Ziskat podobny obrazek v Matlabu d& ovSsem o néco vic prace. Nejprve mu-
sime definovat sif bodi, v nichz se mé funkce vy¢islit. K tomu se hodi matla-
bovské funkce meshgrid. Ukazeme jeji pouziti i vysledek, ktery dava:

>> x=linspace(-pi,pi,31);

>> y=linspace(-pi,pi,31);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> X(1:5,1:5)

ans =
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038
-3.1416 -2.9322 -2.7227 -2.5133 -2.3038

>> Y(1:5,1:5)

ans =
-3.1416 -3.1416 -3.1416 -3.1416 -3.1416
-2.9322 -2.9322 -2.9322 -2.9322 -2.9322
-2.7227  -2.7227 -2.7227 -2.7227  -2.7227
-2.5133 -2.5133 -2.5133 -2.5133 -2.5133
-2.3038 -2.3038 -2.3038 -2.3038 -2.3038

>> size(X)

ans =
31 31

>>
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Vidime, ze ve vysledku se opakuji vstupni vektory, v jedné vystupni matici
po sloupcich, ve druhé po tadcich. Tyto vystupni matice se pak daji pouzit
pro vypocet funkénich hodnot a vysledek si pak zobrazime:

>> f=sin(X+Y) .*xexp(-(X."2+Y."2)/2);

>> mesh(x,y,f)
>>

Graf funkce je zobrazen z jiné strany, pomoci ovladacich prostiedki Matlabu
si jej ovSem miuzeme natocit do stejné polohy jako je to na predchozim ob-
razku.

0.8
0.6+

0.4

0.2

-0.8 4
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Kromé funkce mesh miizeme také pro zobrazeni pouzit funkci surf, ktera
graf funkce f zobrazuje pomoci plosek:

0.8

Dalsi moznosti je zobrazit vrstevnice grafu, k tomu slouzi funkce contour:

T

3k B

Miizeme samoziejmé graf funkce f zobrazit na jemnéjsi siti, abychom dostali
podobny vysledek jako u Sage. Je také mozné pouzit jiné barevné zobra-
zeni, k tomu slouzi funkce colormap, a nastavit prechody mezi jednotlivymi
ploskami. Dalsi podrobnosti je mozné ziskat v dokumentaci:
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>> x=linspace(-pi,pi,51);

>> y=linspace(-pi,pi,51);

>> [X,Y]=meshgrid(x,y);

>> f=sin(X+Y) .*exp(-(X."2+Y."2)/2);
>> surf(x,y,f)

>> colormap(cool)

>> shading interp

>>

0.8

0.6

0.4 |

-0.2+

0.4

-0.6

085l
—4 2

2.2 Vypocet parcianich derivaci

Vypocet parcidlnich derivaci je v obou nasich pouzivanych softwarech velmi
jednoduchy. V Sage pouzijeme nasledujici postup:

sage: x,y=var(’x,y’)

sage: f=sin(x+y)*exp(x-y)

sage: diff(f,x)

e”(x - y)*sin(x + y) + e”(x - y)*cos(x + y)
sage: diff(f,y)

—e"(x - y*sin(x + y) + e"(x - y)*cos(x + y)
sage:
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V Matlabu je postup obdobny:

>> f=sym(’sin(x+y)*exp(x-y)’)

f =

exp(x - y)*sin(x + y)

>> diff(f,’x’)

ans =

exp(x - y)*cos(x + y) + exp(x - y)*sin(x + y)
>> diff(f,’y’)

ans =

exp(x - y)*cos(x + y) - exp(x - y)*sin(x + y)
>>

Priklad 4. Nyni si muzeme v Matlabu ukazat, jak bychom fesili systém
dvou nelinearnich rovnic pomoci Newtonovy metody. Uvazujme rovnice

filz,y) = 2 =2z +9y*=0
folw,y) = z—y*—1=0

Hleddme vlastné priisecik kruznice a paraboly.

1

0.8

0.6

0.4

0.2




Najit v Matlabu priblizné feseni za pomoci Newtonovy metody mutizeme tieba
takto:

>> fl=sym(’x"2-2*x+y~2’);
>> f2=sym(’x-y~2-1’);
>> fix=diff(f1,’x’)
fix =
2%x - 2
>> fly=diff(f1,’y’)
fly =
2%y
>> fox=diff (£f2,’x’)
f2x =
1
>> f2y=diff (£2,’y’)
f2y =
_2*y
>> J=[f1x,fly;f2x,f2y]
J =
[ 2%x - 2, 2x*y]
[ 1, -2%y]
>> F=[f1;£2]
F =
Xx"2 - 2%x + y~2

-y 2+x-1
>> x=2;y=1; %pocatecni aproximace
>> xy=[x;y]l-inv(eval(J))*eval(F)
Xy =

1.6667

0.8333
>> x=xy(1) ;y=xy(2);
>> xy=[x;y]l-inv(eval(J))*eval(F)
Xy =

1.6190

0.7881
>> x=xy(1) ;y=xy(2);
>> xy=[x;y]l-inv(eval(J))*eval(F)
Xy =
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1.6180

0.7862
>> x—xy(l);y—xy(?);
>> xy=[x;y]l-inv(eval(J))*eval (F)
Xy =

1.6180

0.7862

>>

Newtonova metoda i v tomto ptripadé konverguje velmi rychle. Zde by samo-
ziejmé bylo mozné najit analytické vyjadreni feSeni, nebot dosazenim druhé
rovnice do prvni bychom dostali kvadratickou rovnici. Ctenéf tak miize ucinit
pro jeho porovnani s vyse ziskanym pfibliznym fesenim.

2.3 Integrovani ve vice proménnych

Urc¢it primitivni funkci podle jedné ¢i druhé proménné s pouzitim Sage nebo
Matlabu je jednoduché:

sage: x,y=var(’x,y’)

sage: f=sin(x+y)*cos(x-y)"2

sage: fl=integral(f,x);f1l

-1/12xcos(-3*x + y) + 1/4*xcos(-x + 3*y) - 1/2%cos(x + y)
sage: f2=integral(fl,y);f2

-1/12xsin(-3*x + y) + 1/12%sin(-x + 3*y) - 1/2%sin(x + y)
sage:

>> f=sym(’sin(x+y)*cos(x-y)~2’);

>> fl=int(f,’y’)

f1 =

cos(y - 3*x)/4 - cos(3*xy - x)/12 - cos(x + y)/2
>> f2=int(f1,’x’)

f2 =

sin(3*x - y)/12 - sin(x - 3%y)/12 - sin(x + y)/2
>>
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Pak také neni problémem spocitat urcity integral prfes obdélnikovou oblast,
napiiklad pro uvedenou funkei ptes [0, | x [0, 7/2], pfitom by nemélo zalezet
na poradi integrovani:

sage: Il=integral(f,x,0,pi);I1
-1/2xcos(3xy) + 7/6*cos(y)

sage: Ix=integral(f,x,0,pi);Ix
-1/2*xcos(3xy) + 7/6*cos(y)

sage: II=integral(Ix,y,0,pi/2);II
4/3

sage:

>> Iy=int(f,’y’,0,pi/2)

Iy =

(4*xcos(x))/3 + sin(x)/3 - cos(x)"3 + cos(x) "2*sin(x)
>> II=int(Iy,’x’,0,pi)

II =

4/3

>>

Jestlize ale potfebujeme spocitat integral pres jinou oblast, nezbyva, nez
si meze oblasti vyjad¥it ru¢né, nebot zd4 se, Ze integrovat pfes obecné oblasti
zatim nami pouzivany software neumi.

Takze pokus bychom potiebovali ur¢it integral z funkce f(z,y) = (x +
y)? pres kruh se stfedem v poc¢atku a polomérem 2, musime si pro dané
y urcit, v jakych mezich se pohybuje x. To je celkem snadné meze jsou
[—v/4 — y?, /4 — y?]. ProtoZe ale v mezich je obsazeno ometeni pro y, musime
ho zadat i do vypoctu:

sage: f=(x+y)~2

sage: assume (abs(y)<=2)

sage: Il=integral(f,x,-sqrt(4-y~2),sqrt(4-y~2));I1
4/3*%sqrt(-y"2 + 4)x(y"2 + 2)

sage: I2=integral(Il,y,-2,2);I2

8*pi

sage:

U jednoduchych oblasti, jako je naptiklad kruh ¢i elipsa, si mtizeme nechat
hranice spocitat:
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sage: S=solve(x"2+y~2-4,x);S

[x == -sqrt(-y~2 + 4), x == sqrt(-y"2 + 4)]

sage: Il=integral(f,x,S[0].right(),S[1].right());I1
4/3*%sqrt(-y~2 + 4)x(y"2 + 2)

sage: I2=integral(Il,y,-2,2);I2

8*pi

sage:

V Matlabu se obejdeme bez predpokladii, nutno ovSem dodat, Ze vypocet
posledniho integralt zde trval daleko delsi dobu, nez tomu bylo v Sage:

>> f=sym(’ (x+y)~2’);
>> ylims=solve(’x"2+y~2-4’,’y’)
ylims =
(2 - x)7(1/2)*(x + 2)7(1/2)
-(2 - x)7(1/2)x(x + 2)7(1/2)
>> f=sym(’ (x+y)~2’);
>> ylims=solve (’x"2+y~2-4’,’x’)
ylims =
2 -y~ (1/2)*(y + 2)7(1/2)
-(2 - y)"(/2)x(y + 2)7(1/2)
>> Il=int(f,’x’,ylims(2),ylims(1))
I1 =
(4x(y~2 + 2)*(2 - y)~(1/2)*(y + 2)7(1/2))/3
>> I2=int(I1,’y’,-2,2)
I2 =
8*pi
>>
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Kapitola 3

Reseni diferencialnich rovnic

Pane profesore, nevim si rady s jednim problémem.

No, jestli je to matematicky problém, miZete nds s nim seznamit.

Marne premyslim,jakou diferencidlni rovnici bych mél pouZit na popis pohybu di-
ferencidlu auta pri prujezdu zatdckou.

Budeme se zabyvat zejména hledanim feSeni rovnice ve tvaru

y/ - f(xay)

pro néjakou funkci f, s pfipadnou pocateéni podminkou y(xg) = yo pak
hovorime o pocatecni tloze. Zobecnénim této tlohy jsou rovnice vyssich radi,
z nichz velkou diilezitost maji okrajové tlohy — tedy rovnice druhého fadu se
zadanymi podminkami v krajnich bodech néjakého intervalu [a, b]:

y' = flz,y,9), yla)=y, yb) =y

3.1 Analytické reseni

Matlab i Sage obsahuji néstroje pro nalezeni analytického feseni diferencialni
rovnice. V Matlabu se pouziva funkce dsolve, které v nejjednodussi podobé
staCi jeden vstupni parametr — textovy fetézec s rovnici, kde derivace je
oznacena jako D: Zakladni typy rovnic zvlada bez problému:

>> dsolve(’Dy = y’)
ans =
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C4xexp(t)

>> dsolve(’Dy
ans =
C2/exp(t)

>> dsolve(’Dy = tx*y’)
ans =

C6*exp (t°2/2)
>> dsolve(’Dy =
ans =

C8*t

>>

]

|

<
~

|
<
~
ct
~

Je mozné pouzit i rovnici s parametrem a pokud Matlab rovnici nedokaze
vyTesit, slusné ndm to oznami:

>> dsolve(’Dy = axy*sin(t)’)

ans =

C10/exp(a*cos(t))

>> dsolve(’Dy = cos(t*xy)’)

Warning: Explicit solution could not be found.
> In dsolve at 161

ans =

[ empty sym ]

>>

Lze také samoziejmé oznacit jinak vystupni nezdvislou proménnou nebo
funkci, kterou hledame, ¢i zadat pocateéni podminku:

>> dsolve(’Dy = y~27’,°x’)
ans =

0
-1/(C38 + x)
>> dsolve(’Dx
ans =

—S*XAQ’ s ’S’)

0
-1/(- s72/2 + C54)
>> dsolve(’Dy = -y~2’,’y(1)=1’,’x’)
ans =
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1/x
>>

Problémem nejsou ani okrajové tulohy pro rovnice druhého fadu:

>> dsolve(’D2y = -y+cos(x)’,’y(0)=0’,’y(pi/2)=1",’%’)
ans =

cos(3*x)/8 - cos(x)/8 + sin(x)*(x/2 + sin(2*x)/4)

- sin(x)*(pi/4 - 1)

>>

Reseni diferencidlnich rovnic v Sage je také snadné. Nejprve definujeme x
jako nezavislou proménnou, y jakozto funkci proménné x a pro nalezeni feSeni
rovnice pouzijeme funkcei desolve. Zde se implicitné predpoklada, ze pokud
prava strana rovnice neni uvedena, je nulova. Stejnou rovnici tedy mohu
zadat dvéma zptsoby:

sage: x=var(’x’)

sage: y=function(’y’,x)

sage: desolve(diff(y,x) ==x*y, y)
cxe” (1/2%x72)

sage: desolve(diff(y,x) -x*y, y)
cxe” (1/2%x"2)

sage:

V nékterych pripadech je potfeba z vysledku funkci y vyjadiit a to i pfi
zadani pocatecni podminky:

sage: desolve(diff(y,x) == y~2, y)
-1/y(x) == c + x

sage: desolve(diff(y,x)
-1/y(x) ==

sage:

y°2, y,[1,-1])

Pro rovnice vyssich fadu se uvadi rad derivace jako treti parametr funcke
diff. Zkusime-li vyfesit v Sage stejnou okrajovou ulohu jako v Matlabu,
dostaneme o néco jednodussi vyjadieni vysledku:
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sage: desolve(diff(y,x,2) == -y+cos(x), y,[0,0,pi/2,1])
-1/4x(pi - 4)*sin(x) + 1/2*x*sin(x)
sage:

Ctendr si jako cviceni miize zkusit ovéfit, zda oba vysledky jsou totozné.
V piipadé, ze Sage néjakou rovnici nedokaze vyresit (nebo udélame chybu
v zadani), objevi se chybové hlaseni, ze kterého je vidét, ze Sage pro FeSeni
diferencialnich rovnic pouziva software zvany Maxima. Vice informaci o ném
mohou zajemci zjistit na internetovych strankach http://maxima.sourceforge.net/.

3.2 Numerické reSeni

Pro nalezeni numerického feseni budeme pouzivat Matlab. Numerické feseni
hleddme na néjaké siti boda (x;)!,, takze nelze hledat obecné feSeni, ale
pouze priblizné partikularni feseni néjaké pocatecni tlohy.

V soucasné dobé€ patrné nejpouzivan€jsi metody jsou metody Runge-
Kutta, které patii mezi jednokrokové metody, to znamena, Ze vypocet pfi-
bliznych hodnot hledané funkce y v bodé xy; probiha na zakladé hodnoty
v predchozim bodé . Kromé toho zname také vicekrokové metody (pro vy-
pocet v xy,1 se pouzije vice pfedchozich hodnot), ale ty jsou v zékladnim
matlabovském baliku vyuzivany jen velmi maélo (funkce ode113).

Nejpouzivanéjsimi metodami Runge-Kutta jsou metody ¢tvrtého radu, v
Matlabu je jedna z nich implementovana ve funkci ode45. Napovéda k této
funkci je pomérné obsahla a taky v ni mizeme zjisti dalsi funkce pouzitelné
pro numerické feseni diferencidlnich rovnic. Zaméfime se jen na tuto funkci
a postaci nam zakladni pouziti.

V nejjednodussi verzi musime zadat funkci f z pravé strany diferencidlni
rovnice, interval, na némz chceme priblizné feSeni spocitat a také pocatecni
podminku. Vysledkem jsou dva vektory — sif bodi, a prislugné funkéni hod-
noty. Vysledek si zobrazime:

>> f=inline(’y*sin(t)’);
>> I=[0,pil;

>> cond=[1];

>> [t,yl=ode45(f,I,cond);
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>> plot(t,y)
>>

9 I | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 25 3 35

Protoze nas zajima, s jakou chybou je feSeni urceno, zkusime je porovnat s
hodnotami feseni presného:

>> dsolve(’Dy = y*sin(x)’,’y(0)=1’,’x’)
ans =
exp (1) /exp(cos(x))
>> ff=inline(’exp(1)./exp(cos(x))’)
ff =

Inline function:

ff(x) = exp(1)./exp(cos(x))
>> yy=ff(t);
>> max(abs(y-yy))
ans =

2.1830e-05

>>
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Chyba je tedy pomérné velmi mala, na grafickém znazornéni by se presné
feSeni od priblizného nedalo rozlisit.

Co se tyce pocatecnich podminek, berou se automaticky v krajnim bodé
zadaného intervalu, ale je mozné jich zadat vice najednou:

>> cond=[0.5 1 1.5 2];
>> [t,yl=ode45(f,I,cond);
>> plot(t,y)

>>

0 0.5 1 15 2 25 3 35
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Kapitola 4

Statistické metody

Kropackiv zpév na napév Mladkovy pisné Pochod Praha—Prcice:
»Jsou plné pohody statistické metody
s vyuzitim ndhody jd probléem vyresim.“

V této kapitole se nebudeme vénovat teorii pravdépodobnosti a teoretické
statistice, zkusime se zamérit na praktické statistické vypocty.

Co se tyce pravdépodobnosti a statistiky, je Matlab skvéle vybaven, zejména
pokud mate k dispozici statisticky toolbox. Zde jsou implementovany vsechny
bézné metody a algoritmy, ale také spousta metod a algoritmii specialnich.
Protoze popis celého statistického toolboxu je nad ramec tohoto textu, ome-
zime se toliko na zakladni pouziti.

Pokud chceme vyzkouset nékteré dostupné programy a neméame k dispo-
zici vhodna data, neni problém si je vygenerovat. nabizi se generator ndhod-
nych ¢isel, ktery umi vytvorit data s pozadovanym rozdélenim. Tak napriklad
pro data s normalnim rozdélenim lze pouzit funkci normrnd, s exonencialnim
exprnd, s rovhomérnym unifrnd, s beta rozdélenim betarnd atd.

Podobné pro vypocet hustoty nahodné veli¢iny jsou k pouziti funkce kon-
Cicl ,pdf* (z anglického probability density function), tedy normpdf, unifpdf,
exppdf apod., pro distribu¢ni funkce mtizeme pozit funkce normcdf, unifcdf,
expcdf atd. (z anglického cumulative distribution function).

Pro kvantily se pouzivaji funkce norinv, unifinv, expinv apod. jako
hodnoty inverzni distribu¢ni funkce. Co se tyce parametrti uvedenych funkei,
zalezi samoziejmé na tom, jakymi parametry je urceno konkrétni rozdéleni,
takze nejlepsi bude poradit se v kazdém konkrétnim piipadé s napovédou.
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Pokud bychom se tieba chtéli podivat, jak se méni hustota normalni roz-
déleni v zavislosti na smérodatné odchylce, staci zadat:

>> x=linspace(-3,3);
>> 81=0.5;82=1;s83=2;
>> yil=normpdf (x,0,s1);
>> y2=normpdf (x,0,s2);
>> y3=normpdf (x,0,s3);
>> plot(x, [y1;y2;y3])

0.8

0.7f 1

0.6 1

0.4 1

0.3 4

0.2 4

0 I | | | I
-3 -2 -1 0 1 2 3

Kdyz uz jsem se zminili o smérodatné odchylce, pro jeji vypocet se pou-
zéva prikaz std, pro rozptyl pfikaz var. A nesmime zapomenout na stfedni
hodnotu a median — mean a median.

Tyto ¢tyfi funkce nejsou soucasti statistického toolboxu ale jsou jiz v
zékladni matlabovské vybavé. Jedna se samoziejmé o odhady prislusnych
charakteristik ndhodnych veli¢in, nikoliv o pfesné hodnoty.

Zkusme porovnat u vygenerovanych dat teoretické hodnoty s vypocita-
nymi. Pokud bychom v podobném duchu udélali rozsahlé testovani, mohou
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nam vysledky leccos napovédét o kvalité generatoru ndhodnych cisel, ktery
Matlab pouziva.

Vygenerujeme 100 normalné rozdélenych hodnot se stfedni hodnotou 1
a rozptylem 0.25. Nesmime ovSem zapomenout, ze jako parametr zadavame
smérodatnou odchylku:

>> x=normrnd(1,0.5,1,100);
>> mean(x)
ans =
1.0615
>> median(x)
ans =
1.0477
>> var (x)
ans =
0.3378
>> std(x)
ans =
0.5812
>>

Vidime, Ze u rozptylu je relativné nejvétsi chyba, z jednoho vzorku ovsem
nemuzeme vyvozovat zadné zaveéry.

4.1 Intevalové odhady

Jednou ze zékladnich statistickych tloh je urceni intervalu, v némz s da-
nou pravdépodobnosti lezi néjaky parametr ndhodného rozdéleni. Nejcastéji
predpokladame, ze mame data s normalnim rozdélenim nebo s rozdélenim s
normalniho odvozenym.

Podivame se, jak se méni interval spolehlivosti pro odhad stfedni hodnoty
normalnich dat, pokud roste jejich pocet. Nejprve predpokladejme, ze zname
hodnotu rozptylu, pak se pouzivaji kvantily standardizovaného norméalniho
rozdéleni:

>> n=100;
>> mu=1;
>> sigma=0.5;
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>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);
>> M=mean (X)
M =
0.9813
>> alpha=0.05;
>> D=M-norminv(1-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> H=M+norminv(1-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> I=[D,H]
I =
0.8833 1.0793
>> n=500;
>> X=normrnd(mu,sigma,1,n);
>> M=mean (X)
M =
0.9878
>> D=M-norminv(1l-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> H=M+norminv(1-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> I=[D,H]
I =
0.9439 1.0316
>> n=1000;
>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);
>> M=mean (X)
M =
1.0266
>> D=M-norminv(1l-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> H=M+norminv(1-alpha/2,0,1)*sigma/sqrt(n);
>> I=[D,H]
I =
0.9956 1.0576
>>

V pripadé, Ze rozptyl neni znamy, pouzijeme kvantily Studentova rozdéleni:

>> n=100;
>> alpha=0.05;
>> mu=1;
>> sigma=0.5;
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>> X=normrnd (mu,sigma,1,n);
>> M=mean (X)

M =
0.9590
>> S=std(X)
g =
0.5047

>> D=M-tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> H=M+tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> I=[D,H]
I =
0.8589 1.0592
>> n=500;
>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);
>> M=mean (X)

M =
1.0160

>> S=std(X)

S =
0.4909

>> D=M-tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> H=M+tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> I=[D,H]
I =
0.9729 1.0592
>> n=1000;
>> X=normrnd(mu,sigma,l,n);
>> M=mean (X)

M =
1.0172
>> S=std(X)
g =
0.4930

>> D=M-tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> H=M+tinv(l-alpha/2,n-1)*S/sqrt(n);
>> I=[D,H]
I =

0.9866 1.0478
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>>

Je jasné, ze inerval se zkracuje (délka klesd s o odmocninou n), ale rozdil
mezi obéma pripady neni patrny.

4.2 Testovani hypotéz
Pro testovani hypotéz je v Matlabu mozné vyuzit jiz hotovych programii.

Zakladnim z nich je ttest, ktery v nejjednodussi verzi testuje, zda rozptyl
nadhodného vybéru je nulovy. Hladina vyznamnosti je implicitné 5 procent:

>> n=100;
>> mu=1;
>> sigma=0.5;
>> X=normrnd(mu,sigma,1,n);
>> ttest (X)
ans =
1

Vysledek 1 znamenda zamitnuti hypotézy. Pokud bychom chtéli védét také
pravdépodobnost (tzv. p-hodnota), pfiddme vystupni parametr:

>> [H,P]=ttest (X)

1.1433e-32
>>

Vidime, ze stiedni hodnota neni nulova témér jisté. Provedeme tady drobnou
Upravu:

>> M=mean (X)
M =
0.9926
>> [H,P]=ttest(X,M)
H =
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>>

Jeste si otestujeme, jak dopadne skutecna stfedni hodnota pouzité pii gene-
rovani nahodného vybeéru:

>> [H,P]=ttest(X,1)
H =
0
P =
0.8946
>>

Funkce ttest se da také pouzit na testovani rovnosti stfednich hodnot dvou
nahodnych vybéru stejného rozsahu:

>> Y=normrnd(mu,sigma,1,n);
>> [H,P]=ttest(X,Y)

0
0.5040

>> Y=normrnd (mu-0.1,sigma,1,n);
>> [H,P]=ttest(X,Y)

>>

K testovani rovnosti stfednich hodnot u dvou vybért se da oouzit také funkce
ttest2, zda se ale, Ze pracuje ponékud jinak nez funkce ttest:

>> [H,P]=ttest(X,Y)
H =
0
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P =
0.5040
>> [H,P]=ttest2(X,Y)
H =
0
P =
0.5276
>>

4.3 Linearni regrese

Studenti si linedrni regresi obcas pletou s konstrukei regresni piimky, coz
je ale jen specialni pripad linearni regrese. Na tuto problematiku jsme uz
narazili v prvnim semestru, kdyz jsem hovorili o pseudoinverzni matici.

V linearni regresi predpokladame, ze pozorovana data, ktera zpracova-
vame, jsou linedrnimi kombinacemi funkci predem danych hodnot, pficemz
v pozorovani je néjaky nahodna chyba. Pozorovani je tedy nahodné velicina
Y(z) = fifi(x) + - - + Befr(z) + . Méfime hodnoty Y v zadanych bodech
X1, . ,&n, n > k, tim dostavame celkem soustavu n rovnic pro k neznamych.
Matice soustavy se ve statistice nazyva matice planu a zpravidla se oznacuje
X. Pfi feSeni se snazime minimalizovat reziduum (rozdil mezi levou a pravou
stranou), k ¢emuz se vyborné hodi pseudoinverzni matice.

Jestlize navic predpokladdme normalitu chyby veps se znamym rozpty-
lem, daji se spocitat i intervalové odhady pro parametry ;.

Priklad 5. Mé&jme ttidici algoritmus a chceme otestovat jeho kvalitu. Dobré
tiidici algoritmy pro n dat potiebuji O(nlogn) ¢asu, horsi algoritmy po-
tfebuji O(n?) ¢asu. Algoritmus jsme otestovali pro ndhodné vybéry riznych
rozsahll a nasledna tabulka udava primeérné casy pro jednotlivé rozsahy v
milisekundéach:

100 200 300 400 200
0.42.883 127.39 264.08 435.69 665.0
600 700 800 900 1000
920.24 12204 1565.8 1941.4 2348.6

Vyrobime matici planu, pfi¢emz predpoklddame, ze vysledna funkce miize
byt polynom druhého stupné doplnéna funkcemi logn a nlogn.

~ |3+ 3
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>>n

n =
Columns 1 through 5
100 200 300 400 500
Columns 6 through 10
600 700 800 900 1000
>> t
t =

Columns 1 through 5
42.883 127.39 264.08 435.69 665.08
Columns 6 through 10
920.24 1220.4 1565.8 1941.4 2348.6
>> X1=ones(10,1);
>> X2=n’;
>> X3=(n."2)7;
>> X4=(log(n))’;
>> X5=(n.*log(n))’;
>> X=[X1,X2,X3,X4,X5]

X =
1 100 10000 4.6052 460.52
1 200 40000 5.2983 1059.7
1 300 90000 5.7038 1711.1
1 400 1.6e+05 5.9915 2396.6
1 500 2.5e+05 6.2146 3107.3
1 600 3.6e+05 6.3969 3838.2
1 700 4.9e+05 6.5511 4585.8
1 800 6.4e+05 6.6846 5347.7
1 900 8.1e+05 6.8024 6122.2
1 1000 le+06 6.9078 6907.8

>>

Nakonec provedeme vypocet odhadu parametri s pouzitim pseudoinverzni
matice:

>> Y=t’;
>> beta=pinv(X)*Y
beta =
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-278.98
-5.6652
0.0013371
99.146
0.90803

>>

Zda se ze koeficient u druhé mocniny je zanedbatelny oproti ostatnim koefi-
cientiim. Podivame se jesté, jak funkce, kterou jsme ziskali, prochazi apro-
ximuje data. Pritom ovéfime rozdil mezi tim kdyz uvedeny koeficient zane-
dbame a kdyz nikoliv:

>> nn=100:1000;

>> fl=beta(1l)+beta(2)*nn+beta(4)*log(nn)+. ..
beta(5)*nn.*log(nn) ;

>> f2=beta(1l)+beta(2)*nn+beta(3)*nn. 2+beta(4)*log(nn)+. ..
beta(5)*nn.*log(nn) ;

>> plot(n,t,’*r’,nn,f1,’b’ ,nn,f1,’g--")

>>
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Vidime, ze koeficient zanedbat nemtizeme, protoze je sice fadove daleko mensi
nez ostatni koeficienty, ale vzhledem k tomu, Ze se jim nésobi velka cisla
(druhé mocniny n), nelze jej vynechat.
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