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Testovani statistickych hypotéz

M&me ndhodny vyb&r X = (X3, ..., Xy)’ rozsahu n z rozdéleni o distribuéni
funkci F(x;0), kde 8 = (61,...,0,) € ® C R™. MnoZina ® necht je neprazdnd
a otevrend.
PYedpokladejme, Ze o parametru 0 existuji dv& konkurujici si hypotézy:

Hy: 6@y C O

Hy:0c©, =0 -0

Hp| senazyvd nulovou hypotézou.
Tvrzeni - .
alternativni  hypotézou.

O platnosti této hypotézy se ma rozhodnout na zdkladé ndhodného vybéru

. zamitneme nebo
X=(Xy,...,Xn), atotak, ze <

 nezamitneme platnost hypotézy Hy.
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Testovani statistickych hypotéz

Na testovani pouZijeme statistiku T, = T(X), kterou nazyvéme testovaci
statistikou. MnoZinu hodnot, které miZe testovaci statistika nabyt, rozd&lime na
dvé& disjunktni oblasti. Jednu ozna&ime W, , a nazveme ji kritickou oblasti (nebo
také oblasti zamitnuti hypotézy) a druhd je doplitkovou oblasti (oblast
nezamitnuti testované hypotézy).

Na zdklad& realizace ndhodného vyb&ru x = (x1,...,x,)" vypo&itdme hodnotu
testovaci statistiky t, = T(x).
@ Pokud hodnota testovaci statistiky ¢, nabude hodnoty z kritické oblasti,
tj. |tn =T(x) € W, | pak nulovou hypotézu zamitdme.

@ Pokud hodnota testovaci statistiky nabude hodnoty z oblasti nezamitnuti,
tj. |tn =T(x) ¢ W, | tak nulovou hypotézu nezamitame, coz oviem
neznamena Ze prijimame alternativu.
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Testovani statistickych hypotéz

H, PLATI NEPLATI
ZAMITAME chyba 1. druhu (a9 je hladina | O.K. (tzv. sila testu &i silo-
testu) funkce)
bh=T(x)EWx | a0 = supyce,Po(T(X) € | 1-B(8) = Po(T(X) € WalHi)
W, |Hp) <a pro 6 € O
NEZAMITAME | O.K. chyba 2. druhu
ty = T(x) & Wy B(6) = Po(T(X) & Wy|H7) pro
6c O
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Chyby

Definice 1
Chybu, ktera spo&ivd v nespravném zamitnuti nulové hypotézy, i kdyz je
spravna, budeme nazyvat chybou prvého druhu, pravdépodobnost

ag = sup Pg(T(X) € Wq|Hp)
CISION

nazveme hladinou vyznamnosti (téZ hladinou testu).

Chybu, kterd spodiva v nespravném prijeti nulové hypotézy, i kdyz neplati,
budeme nazyvat chybou druhého druhu a jeji pravdépodobnost pro V0 € ©¢
oznadime

B(8) = Po(T(X) & Wa|H1) .

Pravdépodobnost 1 — B(6) nazyvédme silou testu (téz silou kritické oblasti W, )
a jakoZto funkci 8 € ©q ji také nazveme silofunkci testu.
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Vztah mezi testy a intervalovymi odhady

M&jme nihodny vybér X = (X1, ..., X;)’ rozsahu n z rozd&leni, které zavisi
na parametru 8 = (61,...,0,)" € O a parametrickou funkci 7(0).

A

Hypotéza Hy : y(6) = y(0g) proti (tzv. oboustranné) alternativé
Hy : v(0) # (o) :

Mé&jme intervalovy odhad (D, (X), H,(X)) parametrické funkce y(6)
o spolehlivosti 1 — a. Pokud plati nulova hypotéza, pak

1—a =Py (Dn(X) < 7(60) < Hy(X)),

takze kriticky obor tohoto testu m3 tvar:
Wy ={Xe€R":9(600) ¢ (Dn(X),Hn(X))}
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Vztah mezi testy a intervalovymi odhady

Zjistime-li v konkrétni situaci, Ze

7(80) & (dn(x), h1n(x))

tj. realizace x € W,

potom

@ bud nastal jev, ktery m3 pravdépodobnost & (voli se blizkd nule),
@ nebo neplati nulovd hypotéza.

Protoze p¥i obvyklé volb& o« = 0.05 nebo a = 0.01 je tento jev , prakticky
nemozny", proto nulovou hypotézu Hy zamitame ve prospéch alternativy H;.

V opa&ném pripadé, tj. pokud
7(80) € (dn(x), hn(x))

tj. realizace x ¢ W,

nulovou hypotézu Hy nezamitame.
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Vztah mezi testy a intervalovymi odhady

B Hypotéza Hy: y(6) = y(6g) proti (tzv. jednostranné) alternativé
Hy :v(0) > v(60) :

V tomto p¥ipadé vyuZzijeme dolni odhad D, (X) parametrické funkce v(8)
o spolehlivosti 1 — . Pokud plati nulova hypotéza, pak

1—a = Py (Dy(X) < v(6p)),

takZe kriticky obor tohoto testu ma tvar:

Wy ={Xe€R":D,(X) > 7(6p)}
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Vztah mezi testy a intervalovymi odhady

C Hypotéza Hy : y(60) = v(6g) proti (tzv. jednostranné) alternativé
Hj : y(0) < v(6p) V tomto p¥ipad€ vyuZzijeme horni odhad H,(X)
parametrické funkce 7(80) o spolehlivosti 1 — a. Pokud plati nulovd hypotéza,
pak

1—a=Pg(7(6p) < Hn(X)),

takZe kriticky obor tohoto testu ma tvar:

Wy, ={XeR":H,(X) < y(6p)}
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Testy o parametrech normalniho rozdéleni

Hy Hy Hypotézu Hy zamitdme, pokud X € Wy, tj. | Pfedpoklady
p=po | p# po X — polv/m > ouy g 0% zndmé
p=Ho | B> o (X — po)y/n > oui_q 0% znamé
w=mo | <o (X = po)v/n < —oup_y 02 zndmé
p=1po | p#po X — poly/n > St;_g¢(n—1) 0 nezndmé
=m0 | u>Ho (X —pp)y/n>St_4(n—1) 02 nezndmé
p=po | 1 <po (X — po)y/n < =Sh_o(n—1) 0> nezndmé
ot =03 | 0 £} % ¢ (X’% (n— 1),)(%7% (n— 1)) } nezndmé
o2 =0} | 0* >0} % > X3, (n—1) 1 neznamé
o? =05 | 0? <} % <xi(n-1) } nezndmé
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Priklad

Pfiklad 1 (Vyska desetiletych chlapci)

V roce 1961 byla u 15 ndhodné& vybranych chlapcii z populace vSech desetiletych
chlapcid Zijicich v Ceskoslovensku zjisténa vyska:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
130 140 136 141 139 133 149 151 139 136 138 142 127 139 147

Je znamo, Ze kaZda ndsledujici generace je v priiméru o néco vyssi neZ generace
predchazejici. MiiZeme se tedy ptat, zda priimér X = 139.133 zjistény v nahodném
vybé&ru rozsahu n = 15 znamend, Ze na 5% hladin& mame zamitnout nulovou
hypotézu Hy : u = 136,1 (zjisténi z roku 1951) ve prospéch alternativni hypotézy
Hy:pu>136,1.

Rozptyl 0% = 6,4% cm?, zjistény v roce 1951 (kdy se provddélo rozsahlé Set¥eni),
miZeme povaZovat za zndmy, nebot variabilita vySek ziistavd (na rozdil od stiedni
vySky) téméF nezménénd.
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Regeni (1) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI PIVOTOVE STATISTIKY
Usx A KRITICKE HODNOTY.

ProtoZe kriticky obor Wy lze ekvivalentn& vyjadf¥it i takto

- X—

W():{XEIR” tX— %ul_a > yo}:{x ER":uz = %\/ﬁ> ul_,x},
politejme uz = W\/ 15 = 1,835. Protoze uz = 1,835 prekraluje
kritickou hodnotu uy_, = upg5 = 1,645, nulovou hypotézu na 5% hladin&
zamitneme ve prospéch alternativni hypotézy, Ze se stfedni vyska desetiletych
hochl zvétsila.
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Reseni

(II) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI p-HODNOTY

028 Dosazend hladina odpovidajici testové
| statistice (tj. tzv. p-hodnota, ang-
| licky P-value, significance value), co?
: je nejmensi hladina testu, pfi které
| bychom jest& hypotézu Hy zamitli, je
: rovna 0,033, takZe naptiklad pfi & =
| 12,5% by jiz dosazeny vysledek nebyl
. | statisticky vyznamny.

| preemseEAMEeE Protoze p-hodnota je mensi neZ zvo-
o ¢ . B lena hladina vyznamnosti & = 0.05, hy-

|
132133 134 135 136 17 138 139 140 14 potézu zaml'téme.

39.1333
orun
p-val=0.033206

0.05
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(1) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI INTERVALU SPOLEHLIVOSTI
(D, +-00)
ProtoZe jde o jednostranny test, pouZijeme dolni odhad stfedni hodnoty u

_ = _ O _ _ 64 _
d=x \/ﬁm_a = 139,133 \/ﬁl,645 = 136,415

ProtoZe interval spolehlivosti (136,415, +00) nepokryva hodnotu 136, 1, proto
nulovou hypotézu na hladiné vyznamnosti &« = 0,05 zamitame.
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Testy dvou nezavislych vybéri

@ prvni ndhodny vybér 1{Xy,..., Xy, } ~ N(yl,Ulz),
o druhy nahodny vyb&r 1L{Y7,..., Y, } ~ N(pa,03),

@ oznalme ) )
2 (n1—1)S7 + (n,—1)S35
12 n +ny—2 ’
Hy H; Hy zamitdme, pokud (X, Y") € W, P¥edpoklady
o 2 2 o
w=po | W1 # 2 IX—-Y| > Wi\l Ty 01,05 zndmé
=g | mFu | [X=Y[ 2 h g (m+n2-2) Slz\/”,};’"n; 07 = 03 nezndmé
0? =02 | 0? # 03 % # (Fg (m—1m—1),F_g (m—1,m-1)) 11, Yo nezndmé
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Priklad

P¥iklad 2 (Dva nezavislé nahodné vybéry z normalniho rozdé&leni

pfi neznamych ale stejnych rozptylech)

Bylo vybrano 13 poli stejné kvality. Na 8 z nich se zkousel novy zpiisob hnojeni,
zbyvajicich 5 bylo oSetfeno béZnym zpisobem. Vynosy pSenice uvedené v tundch
na hektar jsou oznaleny X; u nového a Y; u b&Zného zpiisobu hnojeni. Je tFeba
zjistit, zda zptisob hnojeni ma vliv na vynos psenice.

X, 57 55 43 59 52 56 58 51
Y; 50 45 42 54 44

L L L L L L L L L
42 44 46 48 5 52 54 56 5.8
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Reseni

Z . , 2 . .
Reseni Budeme nejprve testovat hypotézu Hy : % =1 proti alternativé
2

2
H; : & # 1. Za pivotovou statistiku zvolime statistiku
1 (722

2 2
51‘72

52 2 ~ F(np —1,np —1).

(a) Muazeme naptiklad vypotitat statistiku F za platnosti nulové hypotézy a
porovnat ji s pfislusnymi oboustrannymi kvantily.

f=15=11243
Fq(ny—1,m—1) = 0,1811

Fi_g (m—1,m—1) = 9,0741

Hp nezamitame.
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Reseni

(b) Dal3i moZnosti je spotitat p-hodnotu a srovnat se zvolenou hladinou testu a:
p-value = 0,9656 > 0, 05

ProtoZe p-hodnota je vyrazné vétsi nez zvolena hladina testu, hypotézu o
rovnosti rozptyld proti alternativé nerovnosti nezamitame.

1 2 3 4 B 6 [ 9 10

F=1.1243
p-val=0.96557
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(c) A naposledy miizeme jest& zkonstruovat 100(1 — &)% interval spolehlivosti

2
pro podil rozptyll %2

st 1 S 1
S3 Fl—%(n1_1/n2—1)l S3 F%(nl—l,nz—l) :

a zjistit, zda pokryva hodnotu 1. ProtoZe dostavame interval
(0,1239;6,2088), ktery pokryvd jedni¢ku, hypotézu nezamitdme.
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Reseni

(1) TESTOVANT POMOCT STATISTIKY T A KRITICKE HODNOTY
Vypotitame-li hodnotu statistiky

_ XY (i —p2) [mim
S1o ny +np

a porovname s kvantilem Studentova rozdélenti, tj.

Ts_

=

by = 23697 > t_,2(11) = 2.201,

takZe hypotézu

1

33 Ho:pp—p2=0

zamitame.
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(II) TESTOVANI POMOCI p-HODNOTY

Vypotitdme-li p-hodnotu a porovndme se zvolenou hladinou vyznamnosti & = 0.05
p= 2P(‘T)-(7y| > t) = 2(1 _P(|T)'(,Y‘ < t)) = 0.037169 < «

takze hypotézu
Ho:p1 —p2=0

zamitame.

Jan Kolatek (P¥F MU) M5VMO5 Statistické modelovani 21 /34



(I11) TESTOVANT NULOVE HYPOTEZY POMOCT INTERVALU SPOLEHLIVOSTI

ny+i1p
ninp

(0,6875 +2,201 - 0,5089/1,7541)
(0,048958;1,326)

X—y£t g (v) s12

ProtoZe interval spolehlivosti nepokryvad nulu, na dané hladiné vyznamnosti
hypotézu zamitame ve prospéch alternativy.
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Priklad

Ptiklad 3 (Parovy test)

Na sedmi rostlinach byl posuzovan vliv fungicidniho pFipravku podle poctu skvrn
na listech p¥ed a tyden po pouZiti pFipravku. Otestujte, zdali ma pFipravek vliv na
pocet skvrn na listech. Data udavajici poCet skvrn na listech pFed a po pouZiti
pFipravku:

pFed pouZitim pFipravku X1| 9 17 31 7 8 20 10
po pouZiti p¥ipravku X, |10 11 18 6 7 17 5
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Reseni

(I) TESTOVANT POMOCT STATISTIKY T A KRITICKE HODNOTY
PoloZme

7 =X, — Xo.

Vypo¢&itame-li hodnotu statistiky

_ Z
T_s/\/ﬁ

a porovname s kvantilem Studentova rozdéleni, tj.

t = S/z\/ﬁ = 2,2736 } tl_a/z(l’l — 1) — 2/44:69,

takZe hypotézu

1

2 3
T=2.2736
p-val=0.063354

Hoiyl—}lzzo

nezamitame.
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(II) TESTOVANI POMOCI p-HODNOTY

Vypotitdme-li p-hodnotu a porovndme se zvolenou hladinou vyznamnosti & = 0,05
p=2P(|T| > ) =2(1—-P(|T| <t)) =0,06335 > «

takze hypotézu
Ho:p1 —p2=0

nezamitame.
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Reseni

(111) TESTOVANT NULOVE HYPOTEZY POMOCT INTERVALU SPOLEHLIVOSTI

f interval spolehlivosti

0 2 4 6 8 10 12

2hh_apa(n—1)-5/v/n
=4+2,4469 - 4,6547/2,6458 = [—0,30492; 8, 3049]

ProtoZe interval spolehlivosti pokryva hodnotu Z = 0, na dané hladin&

vyznamnosti hypotézu nezamitame.
Shrneme-li pfedchozi vysledky slovng, pak nulovou hypotézu o tom, Ze

PRIPRAVEK NEMA VLIV NA POCET SKVRN

na hladiné vyznamnosti « = 0,05 nemiizeme zamitnout oproti alternativé o jeho

vlivu.
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Asymptotické testy

Necht 1{Xq, ...

JXnt =~ L

(s vyb&rovym priim&rem X =

z 1

konzistentni odhad rozptylu 0%(8)):

(1(8),0%(0)) s konetnymi druhymi momenty
n
1y X;ase $2 =82(X), co je (slabg)

Hy H; Hy zamitdme, pokud X € W, | Predpoklady
p=po | k7 Mo Bl v/ > U g 0<0%(8) < oo
w=po | p# po Eotol /n > uy_y W{Xy, ..., Xu} ~ Po(p)
= M >up g 1{X1,...,. Xy} = A
p=ro | P#po N {X1,..., Xu} =~ A(p)
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Priklad

Priklad 4

PF¥i 40 hodech minci byl rub zaznamenan 22krat. Je divod se domnivat, Ze rub
nepadd stejné &asto jako lic?

Regeni Oznagme X;, i=1,...,40 ndhodnou veli¢inu nabyvajici hodnoty 1,
pokud padne rub a hodnoty 0, pokud padne lic. Z¥ejm& X; ~ A(p). Testujeme
hypotézu Hp : p = 0,5 proti alternativni hypotéze Hy : p # 0, 5.

Vypocéteme primér X = % = 0,55 a smé&rodatnou odchylku

s=1/0,5(1—0,5) =0,5.
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() TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI PIVOTOVE STATISTIKY Uy A
KRITICKE HODNOTY.

ProtoZe kriticky obor Wy lze ekvivalentn& vyjadf¥it i takto

\/Po(l Po) f‘ ” ul%}’

poditejme uz = %\/4 = 0,6325. ProtoZe uy = 0,6325 neprekraluje
kritickou hodnotu U, _a =Uogzs = 1,96, nulovou hypotézu na 5% hlading
2

W():{X e R"

nezamitame.
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(II) TESTOVANI POMOCI p-HODNOTY

Vypotitdme p-hodnotu a porovname se zvolenou hladinou vyznamnosti &« = 0,05
p=2P(|Uz| > uz) =2(1 — P(JUz| < uz)) =0,527 >«

takze hypotézu
HO p= 0,5

nezamitame.
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(1) TESTOVANI NULOVE HYPOTEZY POMOCI INTERVALU SPOLEHLIVOSTI

Interval spolehlivosti pro p:

X tg975 5 = 0,55+1,9- 3430 = (0,395;0,705).

ProtoZe interval spolehlivosti (0,395;0,705) pokryvd hodnotu 0,5, nulovou
hypotézu na hladiné vyznamnosti &« = 0,05 nezamitame.
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 1

SpotFeba téhoZ auta byla testovdna u 11 Fidi¢d s vysledky 8,8; 8,9; 9,0; 8,7; 9,3;

9,0; 8,7; 8,8; 9,4; 8,6; 89 (1/100km). MiZeme na hlading vyznamnosti 0,05

zamitnout hypotézu, Ze je pravdivd vyrobcem uddvand spotFeba 8,8 1/100km?

MiiZeme na stejné hladin& vyznamnosti popf¥it tvrzeni, Ze rozptyl spotreby je 0,17
[ne, ne]

Priklad 2

Na hladin& vyznamnosti « = 0,05 testujte hypotézu Hy : 0y = 300 o smérodatné
odchylce normadiné rozdélené nahodné veliciny, jestliZze je zaznamendno
n =25, X =3118, s = 357.

[nezamitime]

Priklad 3

Denni pfiriistky vahy selat (v dkg) byly p¥i krmeni smési A : 62, 54, 55, 60, 53,
58, u smési B : 52, 56, 50, 49, 51. Je mezi nimi statisticky vyznamny rozdil?

[ano]
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 4

Pro bavinénou pFizi je pFedepsana horni mez variability pevnosti vidkna: rozptyl
pevnosti (kterd md normalni rozdé&leni) nemd prekrocit 002 = 0,36. PFi zkousce 16
vzorkii byly zjistény vysledky 2,22, 3,54, 2,37, 1,66, 4,74, 4,82, 3,21, 5,44, 3,23,
4,79, 4,85, 4,05, 3,48, 3,89, 4,90, 5,37. Je diivod k podezieni na vyssi
nestejnomérnost neZ je stanoveno?

[ano]

P¥iklad 5

Bylo provedeno méreni obsahu SiO, ve strusce dvéma metodami
analyticky 20,1 196 200 199 201
fotokolorometricky 20,9 20,1 20,6 20,5 20,7 205

Je mezi rozptyly vysledkii jednotlivych metod podstatny rozdil?

[neni]
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 6
Starosta obdrZel pFi poslednich volbach 60% hlasd. Bude stejné dsp&sny i pFi
pFistich, kdyZ ze 100 ndhodné vybranych ob&anii je pro néj 487

[nebude]

Priklad 7

Na zdklad& testu mame na 5% hladin& vyznamnosti rozhodnout, zda produkce
vajec plemene kornysek &ernych je niZsi neZ plemene leghornek bilych. Nahodné
Jjsme vybrali 50 kornySek a 40 leghornek, u nichZ byla zjisténa ro¢ni produkce
vajec. Byl vypocten roéni priimér produkce na slepici — kornyska 275, leghornka
280. Z drivéjska jsou znamy rozptyly Ul%or =48, (leeg =41.

[Ho zamitame, kornysky maji horsi produkci vajec neZ leghornky]
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