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Motivace

MozZnost pouZiti statistickych testl je podminéna né&jakymi ptedpoklady o datech.
Velmi ¢asto je to ptfedpoklad o typu rozloZeni, z néhoZ ziskand data pochazeji.
Mnoho testll je zaloZeno na predpokladu normality. Opomijeni pfedpokladii o typu
rozloZeni miZe v praxi vést i ke zcela zavadéjicim vysledk(iim, proto je nutné
vénovat tomuto problému pat¥i¢nou pozornost.
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Testovani normality

Graficky

© Histogram
tridici intervaly (u1,up), ..., (Ur, upi1)
doporutuje se volit 7 blizké /n.

Cetnostni hustota j-tého tfidiciho intervalu je definovana vztahem

_n

dj

fi

kde dj = Ujt1 — Uj. Soustava obdélniki sestrojenych nad t¥idicimi intervaly,
jejichz plochy jsou rovny relativnim &etnostem, se nazyva histogram .
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Testovani normality

@ Quantile - quantile plot (Q-Q plot)

Q-Q plot konstruujeme tak, Ze na svislou osu vynasime usporadané hodnoty
X(1) < -+ < X(,) a na vodorovnou osu kvantily K,X],(X) vybraného rozloZeni,
kde )
] — Tadj
DC]‘ =,
1+ Nggj

pfi¢emzZ 1,4 a nug; jsou korigujici faktory < 0,5. Implicitng se klade 7, =
0,375 a ngg; = 0,25. Pokud vybrané rozloZeni zavisi na n&jakych parametrech,
pak se tyto parametry odhaduji z dat, nebo se voli na zakladé teoretického mo-
delu. Body (Ka;(X),x(j)) se metodou nejmen3ich &tvercii proloZi pfimka. Cim
méné se body odchyluji od této p¥imky, tim lepsi je soulad mezi empirickym
a teoretickym rozloZenim.

Jsou-li nékteré hodnoty Xy S S X stejné, pak za j bereme primérné
poradi odpovidajici takové skupince.
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Testovani normality

© Graf vybérové distribu¢ni funkce
PoloZzme

X —X
Z(l): (l) ’ i=1,...,n, s = 1

s n—1~¢
1

n
(xi — 5()2.
=1

x-ova osa: hodnoty z;
y-ova osa: hodnoty distribuni funkce N(0,1) ¢(z(;)) porovnat s hodnotami

vybérové distribugni funkce Fy(z(;)) = £, i=1,...n.
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Testovani normality

Vypoctem

@ Kolmogoroviv — Smirnoviiv test
Testujeme hypotézu, kterd tvrdi, Ze ndhodny vybér X, ..., X, pochazi z
rozlozeni s distribuéni funkci ®(x). Necht F,(x) je vyb&rovd distribuéni
funkce. Testovou statistikou je statistika

D, = sup |Fu(x)—®(x)|

—oo<x <

Nulovou hypotézu zamitdme na hladin& vyznamnosti &, kdyZ D,, > Dy («),
kde Dy («) je tabelovand kritickd hodnota. Pro n > 30 Ize D, («)
aproximovat vyrazem

1, 2

n-—.
2n «
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Testovani normality

@ Shapirliv — Wilkiv test normality
Testujeme hypotézu, ktera tvrdi, Ze ndhodny vyb&r Xy, ..., X; pochazi z
rozlozeni N(p,0?). Test je zalozen na zjiéténi, zda body v Q-Q plotu jsou
vyznamné& odlidné od regresni pfimky proloZené t&mito body. Shapiriv —
Wilkiv test se pouZivad predeviim pro vybéry mensich rozsaht, n < 50.
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Testovani normality

© Testy dobré shody
Hy : ,,ndhodny vyb&r X3, ..., X, pochdzi z rozd&leni s distr. funkci ®(x)"

o Je-li distribu¢ni funkce spojitd, pak data rozdélime do r t¥idicich intervald
(uj, u]-+1),]' =1,...,r. Zjistime absolutni Eetnost n; j-tého tfidiciho intervalu a
vypotteme pravdépodobnost p;, Ze ndhodnd velitina X s distribu¢ni funkei
®(x) se bude realizovat v j-tém t¥idicim intervalu. Plati-li nulovd hypotéza,
pak pj = P (ujy1) — P(u)).

o Ma-li distribu¢ni funkce nejvyse spocetn& mnoho bodl nespojitosti, pak misto
t¥idicich intervall pouZijeme varianty xm,j =1,...,r. Pro variantu X[j) zjistime
absolutn{ €etnost 1; a vypotteme pravdépodobnost p;, Ze nahodna velitina X s
distribu¢ni funkei @(x) se bude realizovat variantou x|;). Plati-li nulova
hypotéza, pak

p]:<1><xm) — lim @(x):P(X:xm> (1)

X—Xy
j

Testova statistika:

K- i (n; —np;)?
=1 P

Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyz np; > 5,j=1,...,1.

~x(r=1-p). ()
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Priklad

Priklad 1

Deset pokusnych osob mélo nezavisle na sobé bez pfedchoziho nacviku
odhadnout, kdy od daného signalu uplyne jedna minuta. Vysledky pokusu jsou
uloZeny v souboru ,minuta.RData”. Testujte graficky i vypoctem, zda se jednd o
vybér z normdiniho rozdélent.

Regeni Histogram a teoretickd hustota

Histogram, Normal Curve
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Reseni

Q-Q plot

Normal Q-Q Plot

Sample Quantiles
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Reseni

Vybérova distribu¢ni funkce

1.0

—— Empiricka
—— Teoreticka

distribucni fce
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Vypoctem

@ Kolmogoroviiv — Smirnovilv test
p — value = 0,9985

@ Shapiriv—Wilkiv test
p — value = 0,9164

@ Test dobré shody
p — value = 0,9189
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Autokorelace

V n&kterych p¥ipadech (Zasto v Easovych ¥adach) hodnoty ndhodné chyby €; zavisi
na pfedchozich hodnotach ¢;_j, k =1,2,..., coZ ma za nasledek, Ze efekt

nahodnych chyb neni okamZity, ale je pocitovan i v budoucnosti. Tento p¥ipad se
nazyva autokorelace.

Nejjednodugi typ: autoregrese 1. ¥adu — ozn. AR(1)
e =0ei1+u,

2 s
kde 6 je nezndmy parametr, |8] <1, Eu; = 0, cov(u;, u;) = { g” jir;Ii’
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AR(1)

g =01 +u; =0(0e; o +ui1)+u =0%€ o4+ 0u_1+uj=---=Y 0u_;
j=0
Ee;=EY Oui_j=Y 0/Eu; ;=0
j=0 j=0

De;=D Y 0u; ; = L 6%Du;_; = o2 L 0% =

= = =
cov(ej, €ij) = Zo ZOG’GScov(ul plijs) = 007 Z 62 = 9‘7“ proj >0
T S
Tedy
1 6 62 ... g1
0 1 o ... "2
o2 o2
D u _ u
T, i—e "
ol 2 e 1 &

Mame tedy model tvaru:

Y = XB +¢, Ee =0, De = 0?W, piteme Y ~ L(XB,0?W)
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Rozsiteny linearni model

Véta 1 (Aitkeniiv odhad)

Mé&jme regresni model Y ~ L(XB,*>W) piné hodnosti, kde W > 0. Pak odhad
pomoci metody nejmensich &tverci je roven

By = XWIX)"IX'Wly.

Z véty tedy plyne, Ze pokud zndme parametr 6, miZeme v uvedeném modelu najit
odhady B.
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Detekce autokorelace

© Graficky
Oznaéme ¢ =Y — Y. Do grafu postupné vykreslime hodnoty &; v zavislosti na
&_1,1=2,...,n. Bude-li z grafu zfejm3a p¥iblizna linedrni zavislost, svéd&i to
o autokorelaci 1. FAdu nebo o Spatné volb& modelu.
@ Test hypotézy Hy : 6 = 0 proti H; : 6 £ 0
(a) Asymptoticky test: Pro dostatetn& velkd n (n > 30) plati
u, = 229 Ano,1).

1-62
n

Za platnosti hypotézy ma tedy statistika
A A
Vnh ~ N(0,1).
Pak nulovou hypotézu zamitame, pokud |y/n8| > up_e.
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Detekce autokorelace

(b) Durbin — Watsoniv test: je zaloZen na statistice

n

A a2
‘2(81‘—81'71)
D=5=
22

Trg=

2
1

1
Pokud budou residua mélo korelovand, hodnota D se bude pohybovat kolem

2. Kladnd hodnota zpisobi, 2e D € (0,2) a zédporna korelace zplisobi, Ze
D € (2,4). P¥esné hodnoty kritickych oboril pro test nalezneme v tabulkach.
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Odhad parametru 0

Odhad parametru 6
@ Odhadujeme jako regresni koeficient v modelu

& =08 _14+u,i=2,...

metodou nejmensich ¢tverci. Odtud pak
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Odstranéni autokorelace 1. fadu

Postup:
@ Nalezneme odhad 8

© Vytvofime novy model

Y=Y —0Y; X;; = Xit1,j — éXfJ"

tj. vznikne model
Y* = X*B* +¢&*, Ee* =0, De* = 021,

a hleddme odhady ,B* standardnim zpisobem.
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Priklad

Pfiklad 2

V letech 1953 — 1983 byly méFeny ztraty vody p#i distribuci do domdcnosti.
Vysledky méreni jsou uloZeny v souboru ,,voda.RData". Proménnd x oznaluje
mnoZstvi vyrobené vody, proménnd Y ztratu. Ovéfte, zda se v datech vyskytuje
autokorelace 1. Fadu a pFipadné ji odstrarite.
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Reseni

Regeni Graficky

Jan Kolatek (P¥F MU)
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residual plot

e_1,..,e_n-1

Z grafu je patrnd linedrni zavislost.
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Reseni

(a) Asymptoticky test:
Uy = [v/nb] = 2,339.

Nulovou hypotézu tedy zamitame, nebot |\/16| > up_g =1,9.
(b) Durbin — Watsoniv test:

a p-hodnota testu je 0,0016, takZe také zamitame nulovou hypotézu.
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Reseni

Odstranéni autokorelace:
Odhady 6 jsou velmi podobné.

Metodou nejmengich &tverci: § = 0,42

Z D-W statistiky: 6 = 0,459

V nové vzniklém modelu vykreslime residua:

residual plot

e2..en
-5

-10

-15

Také D-W test jiz nezamita nulovou hypotézu (p-hodnota = 0,4).
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 1

V souboru ,, studenti.RData" jsou uloZeny tdaje o 96 studentech VSE v Praze.
Hodnoty v prvnim sloupci zna&i hmotnost studentii v kg (proménnd Y), ve
druhém sloupci je vySka studenti v cm (proménnd Xq) a ve tfetim sloupci je
indikdtor pohlavi studenta (proménnd X, 0 — Zena, 1 — muZ). PFedpoklddejte
regresni model

Y = Bo+ B1X1 + B2Xo.

Odhadnéte parametry modelu a ovéfte normalitu residui. Ddle pak testujte
pFitomnost autokorelace 1. Fadu, pFipadné ji odstrarite.

[Odhady parametrii: By = —53,67, 1 = 0,6648, B, = 6,3323, normalita se
nezamita, autokorelace 1. ¥4du se zamitd.]
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Ulohy k procvi¢eni

Priklad 2

V proménné , LakeHuron"@ jsou uloZeny roéni idaje o hloubce jezera Huron (ve
stopdch) v letech 1875 — 1972. Naleznéte vhodny regresni model a ovéfte, zda se
v datech vyskytuje autokorelace 1. Fadu. PFipadné se ji pokuste odstranit.
Zkoumejte také normalitu residuri.

?datovy soubor implementovany v jazyce R

[Vhodny model: polynom 7. stupn&, autokorelace 1. ¥4du se nezamita, normalita
residui u nového modelu se nezamit3.]
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