3. PREKRYVY MAP

Uvod. Cilem této kapitoly je ukazat, jakym zpusobem uchovdvame v pocitaci data,
ktera umoznuji kreslit mapy, a jak z dat popisujicich dvé ruzné mapy vytvaret nova
data popisujici prekryv téchto dvou map. Co to je prekryv map (map overlay), je
znazornéno na nasledujicim obrazku, kde mame dvé mapy, ¢ervenou a modrou, a
jejich prekryv, ktery je cerny.

OBR 3.1 Prekryv ¢ervené a modré mapy vytvoii ¢ernou mapu

Popis map - rovinnych podrozdéleni. Mapou bude pro nas rovinné podrozdéleni
(plane subdivision), které se skladd z kone¢ného poctu vyznacenych bodu, tsecek,
které jsou spojnicemi téchto bodu a vzajemné se neprotinaji ve vnitfnich bodech,
a souvislych oblasti, které jsou ohrani¢eny témito useckami. Rovinnd podrozdéleni
budeme popisovat pomoci tzv. dvojité souvislyjch seznamu (doubly connected edge
list).

Takovyto seznam se sklada ze tii tabulek, které popisuji vrcholy, hrany a oblasti.
Vircholy (verteces) jsou vyznacné body rovinného podrozdéleni. Hrana (edge) je tsecka
rovinného podrozdéleni spolecné s orientaci. Vrchol, ze kterého hrana vychazi, se
nazyva pocatek (origin). Ke kazdé hrané existuje hrana urcend stejnou useckou ale
s opacnou orientaci. Tu nazyvame dvojcetem (twin) dané hrany. Ttetim pojmem v
popisu rovinnych podrozdéleni jsou oblasti (faces). Oblast, kterd sousedi zleva s danou
hranou (co je zleva a co je zprava, je uréeno orientaci hrany) se nazyva prilehld k
dané hrané. Tento pojem umoznuje pro danou hranu e jednoznacné definovat jejiho
naslednika next(e) a predchudce prev(e). Néslednik vychézi z koncového bodu hrany
e, ma stejnou prilehlou oblast a mezi nim a hranou e nejsou zadné jiné hrany s témito
vlastnostmi. Predchudce je hrana, ktera konc¢i v pocatku hrany e, ma rovnéz stejnou
prilehlou oblast a mezi nim a hranou e nejsou zadné jiné hrany s predchozimi dvéma
vlastnostmi. VSechny tyto pojmy jsou demonstrovany na nésledujicich obrazcich.

OBR 3.2 Hrana e; vychazi z vrcholu vy, hrana ey je dvojcetem hrany e;, oblast f;
je prilehla k hranam e;, ez a eg. Naslednikem hrany e; je es, nikoliv eg. Predchudcem
hrany e, je e7.

Dalsim pojmem, ktery budeme pouzivat, je pojem cyklu. Je to posloupnost hran
€1,€2,...,En, eny1 takova, ze e, je naslednikem e; a e, 1 = e;. Kazda omezend oblast
je ohranic¢ena vnéjsi hranici, kterou pii vhodné orientaci muzeme popsat jako cyklus
hran, které maji danou oblast za prilehlou. Hovorime o vnéjsim cyklu. Nékteré oblasti
jsou ohraniceny i zevnitt jednim nebo vice cykly. Orientaci jejich hran bereme opét
tak, aby hrany byly k dané oblasti ptilehlé. Nazyvame je vnitini cykly.

OBR. 3.3 Posloupnost hran ey, es, €3, €4, €5, €6, €7 je vnéjsim cyklem oblasti f, po-
sloupnosti eg, eg, €19 a €11, €12, €13, €14 jsou vnitinimi cykly oblasti f.

Nyni muzeme popsat tabulky dvojité souvislého seznamu podrobnéji.
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Vrcholy. V tabulce pro vrcholy je pro kazdy vrchol uvedeno jeho jméno, jeho souradnice
a ukazatel (pointer) na jednu vychézejici hranu.
Hrany. Radek v tabulce hran uvadi pro kazdou hranu jeji jméno, ukazatel na jeji
pocétek (bod, ze kterého vychézi), ukazatel na jeji dvojce, ukazatel na prilehlou oblast,
ukazatel na naslednika a ukazatel na predchudce.
Oblasti. Radek v tabulce pro oblasti vypad4 takto: jméno oblasti, ukazatel na jednu
hranu z vnéjsi hranice (existuje-li), ukazatel na jednu hrana z kazdého cyklu vnitini
hranice (existuji-li).

Priklad jednoduchého rovinného podrozdéleni a jeho popis pomoci dvojité souvislého
seznamu najdete na obrazku 3.4 a v nasledujici tabulce.

OBR 3.4. Priklad jednoduchého (i kdyz trochu netypického) rovinného podrozdéleni.

TAB 3.1

Popis pomoci dvojité souvislého seznamu Ize chapat jako miniméalni popis rovinného
podrozdéleni, ze kterého muzeme algoritmicky ziskat vSechna dalsi data v ¢ase O(n),
kde n je mnozstvi pozadovanych dat. Chceme-li naptiklad najit vsechny hrany vnéjsitho
cyklu oblasti f, vezmeme jednu hranu z tabulky, k ni najdeme néslednika, k néslednikovi
najdeme opét néaslednika a to provadime tak dlouho, az se dostaneme k puvodni hrané.
Diky tomu, ze pouzivame ukazatele, 1ze hledani naslednika povazovat za krok ¢asové
naroc¢nosti O(1) a diky tomu je ¢asova narocnost vyhledani vSsech hran vnéjsi hra-
nice rovna O(n), kde n je pocet hran ve vnéjsim cyklu. Obdobnym zpusobem si jako
jednoduché cviceni vyteste tyto ukoly:

- najit vSechny hrany vychazejici z daného vrcholu v a vypsat je v poradi proti
sméru hodinovych rucicek.

- najit vSechny oblasti, které sousedi s vrcholem v a vypsat je v poradi proti sméru
hodinovych rucicek. (Pozor, nékteré oblasti se mohou opakovat.)

Algoritmus pro prekryv map. Méjme dana dvé rovinnd podrozdéleni &; a Ss,
popsand dvojité souvislymi seznamy D(S;) a D(Ss,). Cilem naseho algoritmu je vytvorit
dvojité souvisly seznam D pro prekryv O(S;,Sz) map S a Ss. Navic, u kazdé nové
oblasti f pfekryvu chceme uvést jména puvodnich oblasti v §; a Sy, ve kterych oblast
f lezi.

Pro zjednoduseni budeme o rovinném podrozdéleni §; mluvit jako o cervené mapé a
o podrozdéleni S jako o modré mapé. Tomu budou odpovidat i nase obrazky. Algorit-
mus zacina tim, ze vytvoiime novy seznam D spojenim dvojité souvislych seznamu pro
obé mapy. Uprava takto vytvoreného seznamu na dvojité souvisly seznam piekryvu
ma dva kroky. V prvém z nich doplnujeme a upravujeme zaznamy v D tykajici se
vrcholtl a hran tak, aby odpovidaly ptekryvu map. V druhé c¢asti provadime tupravy
tykajici se oblasti.

Vrcholy a hrany. Tato c¢ast je zalozena na algoritmu zametaci ptimky pro nalezeni
pruseciku tusecek, ktery byl podrobné popsdn v predchozi kapitole. Jde vSak o jeho
relativné pracnou modifikaci, proto v této kapitole provedeme popis algoritmu pouze
slovné a jeho pribéh budeme demonstrovat na piikladech. Popis pomoci pseudokddu
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by byl piflis dlouhy. Ctenafe odkazujeme na pseudokédy 4 — 10 v diplomové praci
Dominika Janku (https://is.muni.cz/auth/th/359588/fi_m/diplomka.pdf).

Zacneme tim, ze vytvoiime seznam usecek zadanych ¢ervenymi a modrymi hranami
a jejich koncovych vrcholu. (Pro zjednoduseni predpoklddejme, ze prunikem cervené a
modré tsecky je bud bod, nebo prazdnd mnozina, nebo jsou obé tisecky totozné. V po-
slednim ptipadé povazujeme tsecky za jedinou tsecku, ktera je ovSem nositelem obou
barev.) Ke kazdému vrcholu p pfitadime seznamy L(p) a U(p) se stejnym vyznamem
jako v predchozi kapitole, ptitom si budeme pamatovat, kolik tsec¢ek v téchto sezna-
mech je ¢ervenych a kolik modrych. Aktivujeme frontu udalosti Q, aby obsahovala
vsechny vrcholy, a binarni vyvazeny strom, ktery bude na zacatku prazdny. Stejné
jako v predchozi kapitole zacnéme provadét metodu zametaci primky.

Popiseme algoritmus pii pruchodu udalosti p. Jestlize mnozina C(p) usecek, pro
které je p vnitinim bodem, je prazdna a sjednoceni L(p) UU (p) obsahuje pouze usecky
jedné barvy, neprovadime v seznamu D zadné zmény. V opacném pripadé kazdou
usecku z C(p) rozdélime na dvé tsecky s koncovym bodem p a ty zaradime do L(p)
a U(p). Novym tseckdm prifadime hrany — tém, které konéi v p priradime hrany
puvodni, tém, které zacinaji v p hrany nové, viz nasledujici obrazek.

OBR. 3.5 Puvodni a nové oznaceni usecek a hran.

Nyni provedeme v seznamu D tyto zmény. Pridame tadek pro vrchol p, upravime
fadky pro puvodni hrany odpovidajici tseckam, obsahujicim vrchol p, a pridame
rfadky pro nové hrany. Pro urceni novych naslednikiu a predchudct zminénych hran
usporddame pomoci bindrniho stromu nejdiive usecky z L(p) (to odpovidd poloze
zametaci piimky ptred udélosti p) a potom usporaddme tsecky z U(p) (pfi poloze za-
metaci piimky pod udélosti p). Tim dostaneme usporadani usecek z L(p) a U(p) kolem
bodu p ve sméru hodinovych rucicek. Konkrétni realizaci této myslenky si ukazme na
prikladu z obrazku 3.5

Potadi isecek z L(p) je s, < s,,. Potadi isecek z U(p) je s; < s;. Tim je urceno poradi
tsecek kolem bodu p ve sméru hodinovych rucicek: s,, s, s, ;. Z tohoto potradi uréime
naptiklad, ze naslednikem hrany e; je eg a predchudcem e5 je es. Novy fadek pro vrchol
p, upraveny fadek pro hranu e; a novy radek pro e; budou tedy vypadat takto

TAB 3.2

TAB 3.3

Veskeré informace tykajici se oblasti ponechavame beze zmén. Timto postupem
dostaneme v seznamu D vSechny informace o vztazich vrcholu a hran obou prekryvu.

Oblasti. Kazdd omezena oblast je uréena svou vnéjsi hranici predstavovanou vnéjsim
cyklem. Proto k urceni oblasti prekryvu potfebujeme najit vSechny cykly a mezi nimi
urcit ty, které jsou vnéjsimi cykly.



K urceni cykli nam staci informace o néslednicich, které jsou jiz v seznamu D zachy-
ceny. Vezmeme néjakou hranu e, najdeme jejiho naslednika, k nému dalsiho néaslednika
a tak dale az se dostaneme opét k hrané e. Potom vezmeme néjakou hranu, ktera v
tomto cyklu nevystupuje. Stejnym postupem dostaneme dalsi cyklus. Takto tedy do-
staneme vSechny cykly.

Nyni si ukazeme, jak rozlisSime vnéjsi a vnitini cykly. V daném cyklu vezmeme
vrchol v, ktery lezi nejvice vlevo (je nejmensi v lexikografickém usporadani z predchozi
kapitoly). Necht do vrcholu v prichézi hrana e; a vychdz{ hrana ey. Jestlize tihel od
e k eo méfeny pres prilehlou oblast je mensi nez 180°, jde o cyklus vnéjsi. Je-li tento
uhel vétsi nez 1807, je cyklus vnitini.

OBR 3.6 Vngjsi cyklus ¢; s thlem o < 180°, vnéjsi cyklus co s thlem S > 180°.

Pocetné o tom rozhodneme podle znaménka determinantu

det (6193 619) ,
€24 €2y
kde e; a ey bereme jako vektory o soufadnicich (e, €;,). Je-li kladné, je cyklus vnéjsi,
je-li zaporné jde o cyklus vnitini.

Zname tedy vsSechny vnéjsi a vnitini cykly pro piekryv. Pro neomezenou oblast
zavedme jesté fiktivni cyklus coo. Nyni kazdy vnéjsi cyklus definuje pravé jednu oblast.
Abychom k oblastem pritadili i vnitini cykly sestrojime nasledujici graf G. Jde o graf
ve smyslu teorie grafii, jehoz uzly jsou vsechny cykly. Hrany tohoto grafu vytvoiime
nasledujicim zpusobem:

Vezmeme vnitini cyklus ¢;. Necht p je ten z jeho vrcholi, ktery lezi nejvice vlevo.
Necht s je tisecka lezici nejblize vlevo od p (informaci o nejblizsf levé tsecce pro kazdou
uddlost zjistujeme v prvém kroku algoritmu pii pouziti zametaci primky). Usecka s
urcuje hranu e se stejnou prilehlou oblasti jako ma vnitini cyklus ¢;. Tato hrana pak
urcuje cyklus co, ktery muze byt vnitini i vnéjsi. Jestlize vlevo od p nelezi zadné isecka,
vezmeme za co onen fiktivni vnéjsi cyklus co.. Cykly c¢; a cp spojime v grafu G hranou.

OBR 3.7 V grafu G je vnitini cyklus ¢; spojen hranou s vnitinim cyklem ¢y a ten
je spojen hranou s vnéjsim cyklem cs.

V takto sestrojeném grafu uré¢ime komponenty souvislosti. V kazdé komponenté je
prave jeden vnéjsi cyklus, ten urcuje jednu oblast pirekryvu. Tedy mezi komponentami
souvislosti grafu a oblastmi je vzajemné jednoznacna korespondence. Vnitini cykly
v dané komponenté souvislosti jsou vnitinimi cykly odpovidajici oblasti. Se znalosti
vnéjstho cyklu a vsech vnitinich cykli kazdé oblasti ted mtiZeme napsat v seznamu D
tabulku pro oblasti. Dale ke kazdé hrané najdeme cyklus, ve kterém lezi, a k tomuto
cyklu jeho oblast. To je prilehla oblast k dané hrané. Tim doplnime i posledni udaj v
tabulce hran.

OBR 3.8 Cykly v rovinném podrozdéleni a graf G, ktery vytvareji. Komponentam
souvislosti grafu odpovidaji postupné oblasti f1, fo, f1, f5, foo-
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Urceni ptuvodnich oblasti. Jesté zbyva ke kazdé oblasti f prekryvu najit oblasti
f1 z cervené mapy a fo z modré mapy, ve kterych f lezi. Mohou nastat dvé moznosti.
Pokud v hrani¢nich cyklech oblasti f lezi hrany obou barev, pak prilehld oblast k
cervené hrané je f; a prilehla oblast k modré hrané je fs.

OBR 3.9 Urceni puvodnich oblasti f; a fo pro novou oblast f.

Pokud jsou vSechny hranicni cykly oblasti f jednobarevné, feknéme Cervené, uréime
f1 stejné jako v predchozim piipadé. Je-li f neomezend, je fo neomezend oblast v
modré mapé. Pro omezenou oblast f urcime oblast f, takto: vezmeme vrchol vnéjsiho
vnitini nebo vnéjsi cyklus pro oblast f’ sousedici s f. Je-li aspon jedna hrana cyklu této
oblasti modrd, urc¢ime f, jako oblast k ni prilehlou v modré mapé. Je-li f’ neomezena,
je oblasti fy neomezend oblast v modré mapé. Je-li f" omezend a jsou-li véechny hrany
jejich cyklu ¢ervené, pokracujeme stejnym postupem jenom oblast f ted nahradime
oblasti f’. Prislusnd modra oblast pro f’, je oblasti f; pro puvodni oblast f.

OBR 3.10 Uréeni puvodnich oblasti f; a fo pro novou oblast f.

Priniky a sjednoceni mnohotihelnikti. Predchozi algoritmus pro prekryv map
lze pouzit k nalezeni pruniku, sjednoceni nebo rozdilu dvou obecné nekonvexnich
mnohotihelniki. Jednoduse souvisly mnohotihelnik je takovy mnohothelnik, ktery je
souvisly a ve svém vnitiku nema ”diry”, tj. kazda uzaviena kiivka lze v ném stahnout
spojité bez pretrzeni do bodu. jednodusSe souvisly mnohoihelnik tedy urcuje rovinné
podrozdéleni se dvéma oblastmi, vnitini a vnéjsi. Prunikem dvou mnohothelniku jsou
ty oblasti prekryvu jejich rovinnych podrozdéleni, které lezi ve vnitinich oblastech obou
podrozdéleni. Podobné sjednoceni mnohotihelniku je tvofeno témi oblastmi prekryvu,
které lezi aspon v jedné vnitini oblasti odpovidajicich podrozdéleni. Viz nésledujici
obrazky.

OBR 3.11 Prunikem ¢erveného a modrého mnohotihelnika je sjednoceni oblasti f, a
f1. Sjednoceni mnohotihelnikt je popsano sjednocenim oblasti fy az fio.

Pseudokdédy pro algoritmu, jeho implementace a slozitost. Algoritmus lze
strucné shrnout takto:

ALGORITMUS 6 z pseudo.pdf (misto half-edge psat pouze edge)

Podrobné pseudokddy lze nalézt v diplomové praci Prekryvy map Dominika Janku
https://is.muni.cz/auth/th/359588 /fi_m/diplomka.pdf
Rédky 1 a 2 se realizuji pomoci pseudokédi 4 az 10 z diplomové préace. Hledéni cykla v
radek 4 je popsan pseudokdédem 13, vnitini a vnéjsi cykly najdeme pomoci pseudokédu
11 a 12. Komponenty souvislosti grafu G v fadku 5 se sestroji pomoci pseudokodu 14,
radek 6 a 7 je popsan pseudokdédem 16 a fadek 8 pseudokdédem 15.



Soucasti diplomové prace je rovnéz implementace algoritmu. Jeji popis je v posledni
kapitole prace, potiebné soubory jsou komprimovany v souboru cdrom.zip.
https://is.muni.cz/auth/th/359588 /fi_m/fakulta=1431

Slozitost algoritmu je charakterizovana nasledujici vétou, kterou uvedeme bez dukazu.

Véta 3.1. Necht S; je rovinné podrozdéleni komplexity n, a necht Sy je rovinné
podrozdéleni komplexity ny. Necht n = ny + no. Potom casovd sloZitost algoritmu,
ktery sestroji dvojité souvisly seznam pro prekryv obou podrozdéleni je

O((n + k)logn),
kde k je komplexita prekryvu.



