1 UVOD

Uvod

Uloha lokalizace bodu spo¢iva v nalezeni oblasti, v niZ se nachézi danj bod. Mé&me napfi-
klad mapu Evropy a misto na ni zadané pomoci zemépisné sitky a délky. V takové situaci je
nasim tukolem odpovédét na otazku, ve kterém staté ono misto lezi. S fesenim polohy bodu
se tedy setkdme u geografickych informacnich systémi (GIS). Dalsimi praktickymi aplika-
cemi mohou byt urcovani polohy mista kriminalniho ¢inu na mapé policejnich okrski nebo
neustalé zjistovani polohy lodi pfi mofeplavbé vzhledem k mélé¢inam a jinym néstrahéam,
o nichz mame informace v mapé. Dilezité je rovnéz vyuziti lokalizace bodu v pocitacové
grafice, v poéitac¢em podporovaném projektovani (CAD) a v robotice. Potfeba znat polohu
bodu v riznych odvétvich roste, at uz jako samostany problém nebo jako diléi problém
néjaké komplexnéjsi tlohy, seznamime se tedy v této praci s efektivnim algoritmem.

Podobné problémy se vyskytovaly i v minulosti, proto jiz k tloze lokalizace bodu exis-
tuje nékolik pfistupt a rtzné efektivnich algoritmi. K vyhledédvacimu ¢asu O(logn) a pa-
métové slozitosti O(n) vedou ¢tyfi zcela rozdilné postupy. Jedna se o fetézcovou metodu,
metodu zjemnéni pomoci triangulace, metodu vyuzivajici persistentni vyhledavaci stromy
a ndhodnostni prirtistkovou metodu. Tato prace vychéazi z posledné jmenované, predevsim
z algoritmu popsaného v [1], tedy z Mulmuleyova algoritmu [3] a Seidelovy prezentace [4].

Hlavnimi zdroji pfi zpracovavani dané problematiky byla jednak kniha [1], jednak pfed-
naska [2]. Nékteré informace pro ¢tvrtou kapitolu tykajici se vypocetni sloZitosti byly cer-
pany z [5]. VSechny ptiklady a obrazky byly pro ucely této prace vytvoreny.

Prvni kapitola se vénuje zakladnim strukturam, s nimiz budeme pracovat, a zakladnimu
principu vyhledavani. Nejdiive popiseme dvojité souvisly seznam hran, coz je systém tabu-
lek pouzivany k reprezentaci rovinnych podrozdéléni. Dale se zabyvame vhodnou tpravou
puvodné zadané mapy na lichobéznikovou mapu, v niz se efektivnéji vyhledava. Nasledné
popiseme vyhledavaci strukturu a obecny postup pii vyhledavani.

V dalsi kapitole se ¢tenai doc¢te o samotnému algoritmu, ktery je rozdélen na nékolik
dil¢ich ¢asti, coz dobfe znazornuje prvni pseudokdd na strané 15. Kroky tohoto algoritmu
pak blize rozebereme a jejich kostry opét zapiseme v pseudokédech. Timto c¢tenar ziska
dobrou predstavu o tom, jak uvedeny algoritmus naprogramovat.

V predchozim textu predpokladame, ze mapa, v niz hledame, neobsahuje zadnou svislou
usecku. Jinymi slovy pracujeme pouze s pripady, kdy kazdé dva body maji rtizné x-ové
soufadnice. Toto a dalsi zjednoduseni jsou ucinéna kvili snazsimu objasnéni fungovani
algoritmu. TTeti kapitola specialni pripady rozebira a uvadi postup, jak se s nimi vyporadat.

V posledni kapitole ur¢ime, jakd je odhadovana slozitost uvedeného algoritmu. Od-
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hadneme c¢asovou slozitost vytvoreni struktur pro vyhledavani, i velikost téchto struktur
a Casovou slozitost vyhledavani zadaného bodu, ktera je logaritmicka.

Hlavni prinos této prace spociva ve zjednoduseni dvojité souvislého seznamu pro po-
tfeby lokalizace bodu, v objasnéni obecného postupu pii vyhledavani v kapitole 1, v de-
tailnéjsim rozpisu jednotlivych krokia v kapitole 2, a to predevsim krokt patého a Sestého,
které jsou v [1] uvedeny pomérné struéné a bez pseudokédu. Text je psan zptisobem, ktery
ma ¢tenafi priblizit danou problematiku natolik, aby byl schopen podle uvedenych postupt
a pseudokodii algoritmus fesici tlohu lokalizace bodu naprogramovat.
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Kapitola 1

Zakladni konstrukce

V této kapitole se blize seznamime s dvojité souvislym seznamem hran, lichobéZnikovou
mapou a vyhledavaci strukturou. Prvni z nich reprezentuje rovinné podrozdéleni, které je
na vstupu celé lokalizace. Potfebujeme tedy pochopit vlastnosti dvojité souvislého seznamu
hran a naucit se s nim manipulovat. Druha struktura vznikne tipravou ptvodni mapy do
podoby, jez 1épe vyhovuje pozadavkim algoritmu. Odivodnime zde formu této struktury
a na prikladech ukazeme, jak funguje. Poté si ukazeme, jak vypada vyhledavaci struk-
tura. Jedna se acyklicky orientovany graf, v némz prochazime od kotene k listim, které
maji vazbu na oblast prislusnou hledanému bodu. Nakonec si objasnime obecny postup
uplatnovany pii vyhledavani zadaného bodu.

1.1 Dvojité souvisly seznam hran

Lokalizaci bodu provadime v rovinném podrozdéleni, tj. v urc¢itém rozclenéni roviny na
mensi oblasti, jejichz hranice tvoii libovolné mnohotihelniky. Jedna se o orientovany graf,
ktery nemusi byt nutné souvisly.

Obrazek 1: Neorientovana forma podrozdéleni
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Na obrazku 1 jsou uzly oznaceny jako v, vy, v2,v5, hranami jsou eg; = (vo,v1) nebo
es2 = (Us,v2). Oblasti jsou dany hranami, jez tvoii jejich hranici, ¢ili maly trojihelnik
uvniti pétithelniku je uren mnozinou hran {e;g,esg,e9r}. PIi praci s podrozdélenim
povazujeme hrany i oblasti za oteviené. Znamena to, ze uzly nejsou prvkem zadné hrany,
stejné jako nepatii do zadné oblasti, a ani hrany nepatii do oblasti, které ohranicuji. Néjaky
vztah vSak mezi uzly urc¢ujicimi hranu a samotnou hranou je, fikdme tedy, ze jsou sousedni,
analogicky toto plati o dvojicich uzel-oblast a hrana-oblast.

P1i uchovavani informaci o mapé chceme Setfit misto a umét rychle vyhledat potiebna
data, ale zaroven chceme, abychom méli dostatek informaci pro urcité tkony. Mtzeme na-
priklad potifebovat prochézet hranici oblasti hranu po hrané nebo zjistit vSechny hrany,
které sousedi s danym uzlem. Jako uzitecné se ukazuje rozdélit kazdou hranu na dvé
opacné orientované hrany, oznac¢ime je slovem pulhrany. Odtud jiz 1ze opravdu reprezento-
vat podrozdéleni jako orientovany graf. Pivodni obrazek se ndm mirné zméni:

Obrazek 2: Orientované rovinné podrozdéleni

U hrany platilo, ze méla dvé sousedni oblasti, proto pilhrana ma vzdy pravé jednu.
Pilhrany vedme tak, Ze jejich sousedni oblasti se budou vzdy nachdzet po levé strané od
pulhrany, jdeme-li od jejiho pocate¢niho uzlu ve sméru Sipky. Tuto imluvu jiz respektuje
i obrazek 2, viz vyse. Déle vidime, ze kazda ptilhrana méa jednoznacné urceného naslednika
i predchidce, takze budeme-li sledovat nasledniky urcité ptlhrany, projdeme po vnitini
nebo vnéjsi hranici jeji sousedni oblasti. Timto se dostavame také k situaci oblasti, které
mohou mit dvé oddélené hranice (vnitini a vnéjsi) jako je tomu u oblasti f; z obrazku
2. Nicméné i zde plati tmluva o poloze oblasti nalevo vii¢i svym hrani¢nim ptilhranam,
¢ili ptlhrany vnéjsi hranice mifi proti sméru hodinovych rucicek, zatimco piilhrany vnitini
hranice miii po sméru hodinovych rucicek.

Kompletni zaznamy o uzlech, ptilhranach a oblastech obsazené v tabulkach pak nazy-
vame dvojité souvisly seznam hran, viz tabulky:



5 KAPITOLA 1. ZAKLADNI KONSTRUKCE

Uzel Soutadnice Vychéazejici pilhrana Oblast Vnéjsi hranice Vnitini hranice
Vo [0; 4] €o,1 J1 €1,2 €8,9
Uy 7, 2] €25 Ja €34 nil
U3 [9; 0] €32 I3 €98 nil
U7 [2 6]

€738 fa nil €6,5

Pilhrana Vychozi uzel Dvojée Sousedni oblast Naslednik Ptedchiidce

€1,0 U1 €0,1 fa €0,6 €21
€25 Vg €5,2 i €56 €1,2
€87 Ug €78 f3 €9,8 €79

€9,7 Vg €7,9 fi €78 €8,9

Tabulky nam ukazuji obecny dvojité souvisly seznam hran. Zalezi vSak na konkrétnim
pouziti, zda vSechny tidaje tak, jak jsou zapsany, opravdu potfebujeme. Dokonce i né€které
potfebné udaje lze uchovat tspornéji.

Podivame-li se na tabulku s uzly, zjistime, Ze dvojice uzel a z néj vedouci ptilhrana se
vyskytuje i v tabulce pro pilhrany, po fadé v druhém a prvnim sloupci. Jelikoz tabulka
uzltt nemé pro ulohu lokalizace bodu dalsi uplatnéni v podobé informaci navic, které by
obsahovala, miizeme ji zrusit. Zbyva pouze nékde ulozit souradnice uzlt, coz mizeme udélat
v tabulce pulhran ve sloupci Vychozi uzel.

V tabulce oblasti nelze ziejmé vypustit nic, navic musime pocitat jesté s jednim sloup-
cem, ktery bude obsahovat nazev oblasti. Tento nazev bude totiz kone¢nym vystupem
lokalizace ve chvili, kdy nalezneme oblast, v niz se dany bod nachézi.

Posledni moznosti usetfeni hledejme u ptilhran, vhodné pojmenovani nam velmi po-
miize. Podivejme se zpatky na obrazek 2 a vSimnéme si, ze tam je kazda ptlhrana oznacena
vzdy dvéma ¢isly, z nichz to prvni oznacuje vychozi uzel a to druhé uzel, kam piilhrana miri.
Ze sloupce Vychozi uzel tedy lze s klidnym svédomim odejmout nazev uzlu - vime preci, ze
e;; vychazi z uzlu v; - a ponechat v ném jen soufadnice onoho uzlu. Sloupec Dvojce snadno
ozelime, vime-li, Ze dvojcetem k ptilhrané e; ; bude vzdy e;;. Sloupce Sousedni oblast a Nd-
slednik ponechame v ptvodni podobé. Konecné posledni sloupec také vynechame, jelikoz
prechtidce pulhrany lze zjistit pomoci sloupce Naslednik. Hledanou ptilhranu najdeme ve
sloupci Ndslednik a ve sloupci Pulhrana v prislusném tfadku je onen hledany piedchtdce.
Zjednodusené tabulky pak vypadaji takto:

Oblast  Vnéjsi hranice Vnitini hranice

J1 €1,2 €8,9
fg 63,4 Illl
f3 6978 nil

f4 nil €6,5
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Pilhrana Vychozi uzel Sousedni oblast Néslednik

€1,0 [3;1] Ja €0,6
€25 [7;2] 1 €5.6
8,7 5; 7] f3 €9,8
6977 [4 3]

f 1 €738

Pro implementaci tabulek bych zde rad zdiraznil dvé véci, které nejsou z vyse uvede-
nych prikladt patrné. Zaprvé namisto nazvi ptilhran a oblasti ve sloupcich Vnéjsi hranice,
Vnitrni hranice, Sousedni oblast a Ndslednik pouzivame ukazatele, nikoliv proménné. Za-
druhé kazda oblast mtize mit nékolik podoblasti, ¢ili sledovanim nésledniki jedné pilhrany
nemusime byt schopni projit po celé vnitini hranici jeji sousedni oblasti. Ve sloupci Vnitrni
hranice proto musi byt uvedena ptilhrana pro kazdou podoblast dané oblasti.

1.2 Lichobéznikova mapa T(S)

Abychom se pfiblizili vhodnému vyjadfeni zadané mapy zacnéme s jednoduchou struktu-
rou. Méjme néjaké rovinné podrozdéleni § dané n hranami. Pfedpokladame, ze se tyto
hrany nektizi. Pfesnéji dvé riizné hrany maji pravé jeden nebo zadny spole¢ny sousedni
uzel. Jinymi slovy hrany se zde nikdy neprotinaji, jsou vzdy disjunktni.

Predstavme si podrozdéleni 8, abychom v ném mohli vyhledavat vedme kazdym uzlem
vertikalné primku, viz obrazek 3. Mame-li zadan bod ¢, jehoz polohu mame zjistit, po-
stupujeme nasledovné. Nejdrive se podivame na jeho z-ovou soufadnici a porovname ji se
soufadnicemi jednotlivych uzld, tim ur¢ime, mezi kterymi dvéma uzly se nachazi. Dale jiz
proto je mtzeme sefadit od nejnizsi po nejvyssi. Bereme postupné jednotlivé hrany a vzdy
se ptame, zda je hledany bod nad nebo pod ni. Takto se dostaneme do ¢asti podrozdélent,
ktera jiz prislusi jedné ptivodni oblasti a jeji nazev je vysledkem hledani.

Obrézek 3

Vidime, ze takovy systém vyhledavani funguje, problém vsak spociva v prilisné velikosti
potfebné datové struktury. Vzdyt podrozdéleni 8 ma az 2n uzli, museli bychom tedy
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uchovavat informace az o 2n + 1 pasech, pricemz kazdy pas mtize obsahovat az n usecek.
Dohromady bychom ziskali kvadratickou slozitost, coz téméf znemoziuje pouziti takového
systému v praxi.

Myslenka podobného hledani vSak neni Spatna. Potfebujeme ji jen upravit tak, aby
pocet tsecek nebyl o mnoho vétsi nez v podrozdéleni §. Pokousime se zde vlastné o zjem-
néni, které usnadni vyhledavani, ale nezptisobi prilis velky nartst slozitosti. Zkusme proto
kazdym uzlem vést vertikalni piimku, kterda povede na obé strany jen tak daleko, dokud
se nedotkne jiz existujici hrany, viz obrazek 4. O zjemnéni se urcité jedna a v sekci 1.4. si
dokazeme, ze skute¢né nema o mnoho vétsi slozitost nez ptivodni podrozdéleni 8.

Uc¢inme nyni dvé zjednoduseni, ktera nam usnadni praci. Prvnim z nich bude vypo-
rfadani se s neohranic¢enou oblasti, v niz se nachazi vSech n hran. Tato oblast muize byt
pomérneé velika, ale nam zalezi pouze na tom, zda v ni bod lezi, ¢i nikoliv. Proto zavedeme
obdélnik R obsahujici vSechny uzly. Cokoliv bude lezet vné tohoto obdélniku, patii do
neohranicené oblasti. Vnitfek obdélnika R podrobime hlubsimu zkoumani. Druhé zjedno-
duseni jiz neni tak snadno pochopitelné. Budeme pfedpokladat, ze zadné dva uzly nemaji
stejnou z-ovou soufadnici. V praxi se muze stat, ze toto casto platit nebude. Nicméné pro
usnadnéni pochopeni nasledujicich pasézi to nyni predpoklddejme. V kapitole 3 ukazeme,
jak se problémové polohy bodii Tesi.

Obrazek 4: Lichobéznikova mapa ohranic¢enad obdélnikem R

Nyni jiz tedy mame lichobéznikovou mapu, viz obrazek 4. Snadno lze vidét, ze vSechny
podoblasti v R jsou lichobézniky (odtud ostatné nazev mapy), pfipadné trojihelniky. Na
trojuhelniky vsak lze pohlizet jako na degenerované lichobézniky s jednou hranou délky
nula. Precizujme nyni samotné vytvoreni lichobéZznikové mapy. Necht S oznacuje mnoZinu
vsech hran obsazenych v podrozdéleni §. Pro odliseni S a 8§ budeme prvkim mnoziny S
fikat tsecky a jejich koncovym uzlim body. Jak jiz vime, zadné dvé tsecky z S se nekiizi
a vSechny se nachazeji uvnitt obdélnika R. Navic predpokladame, ze zadné dva rizné
koncové body tsecek z S nemaji stejnou z-ovou soutadnici. Takové mnoziné S pak rikdme
mnozina usecek v obecné poloze. Lichobéznikovou mapu potom ziskdme vedenim svislych
prodlouzeni obéma koncovymi body kazdé tsecky v S. Horni svislé prodlouZeni i dolni
svislé prodlouZeni kazdého bodu vedou jen tak daleko, dokud se nestietnou s jinou tseckou
z S, popripadé se stranou obdélnika R. Jelikoz lichobéznikova mapa vznika v zavislosti na
mnoziné S, zna¢ime ji T(S).
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1.3 Jednotlivé lichobézZniky

Podivejme se nyni obecné na kazdy mozny typ lichobéznika, ktery se mtze v lichobéznikové
mapé objevit. Kazdy lichobéznik A ma jednu nebo dvé svislé strany a pravé dvé strany,
které nejsou svislé. Oznacme top(A) a bottom(A) tsecky obsahujici nesvislé strany A.
Snadno odvodime, Ze se vzdy jedna o tsecky z S nebo o vodorovné strany obdélnika R.

Vertikalni strany mohou byt hornim nebo dolnim svislym prodlouzenim nebo svislou
stranou obdélnika R. Pfesnéji mtizeme rozlisit pét riznych situaci pro levou stranu i pro
pravou stranu. Podivejme se tedy, jak miize obecné vypadat leva svisla strana libovolného
lichobéznika A:

a) Degeneruje do jednoho bodu, ten je zaroveti levym koncovym bodem top(A) i bottom(A).

(a)
(b) Tvoti ji dolni svislé prodlouzeni levého koncového bodu top(A).

(¢) Tvofi ji horni svislé prodlouzeni levého koncového bodu bottom(A).

(d) Sklada se z horniho i dolniho prodlouzeni bodu, ktery je pravym koncovym bodem

néjaké treti tsecky.

(e) Rovna se levé svislé strané obdélnika R. Toto plati pro pravé jeden lichobéznik v li-
chobéznikové mapé T(S) a to ten, ktery se nachazi nejvice vlevo.

(b) (c) (d

Vycéet moznych situaci pro pravou svislou stranu je analogicky. Ovéfme si, ze tyto
vycty jsou jiz uplné. Svisla strana nenulové délky piivodné v S zadna nebyla, protoze
jsme predpokladali, ze kazdé dva body mély rizné x-ové souradnice. Degenerovana strana
je TeSena v pripadé (a). Nenulova strana musela tedy vzniknout bud jako néjaké svislé
prodlouzeni (piipady (b),(c) a (d)) nebo jako strana obdélnika R, ktery jsme pfidali do
ptvodni mapy, coz postihuje p¥ipac (e). Nic dalsiho jsme k podrozdéleni neptidavali, proto
jinak svisla strana vzniknout nemohla a nas vycet je kompletni.

Lze si vS§imnout, Ze pro kazdy lichobéznik A, vyjma toho nejvice vlevo, je jeho leva
vertikalni strana do urcéité miry urcena jednim koncovym bodem p. Tento bod je budto
levym koncovym bodem top(A) ¢ bottom(A), pfipadné obou, nebo pravym koncovym
bodem tteti tsecky. Oznac¢ime jej leftp(A), pficemz pro piipad (e) definujeme jako leftp(A)
levy dolni vrchol obdélnika R. Obdobnym zptisobem definujeme rightp(A). Pro kazdy
lichobéZznik A tedy méame ¢tyfi tdaje, které jej jednoznacné urcuji: top(A), bottom(A),
leftp(A) a rightp(A).
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Zavedme oznaceni, ze lichobéznik A; je sousedem pro lichobéznik A; a obracené (tj.
vztah byti sousedem je symetricky) pokud A; a A; maji spole¢nou svislou stranu a plati, ze
top(A;) = top(A;) nebo bottom(A;) = bottom(A;). Bavime-li se 0 mnoziné usecek v obecné
poloze, pak ma kazdy lichobéznik nejvyse ¢tyti takovéto sousedy. Konkrétné jim fikejme
levy horni soused, levy dolni soused, pravy horni soused a pravy dolni soused.

Obrézek 5

Na obrazku 5 vidime, ze A; ma pouze jednoho pravého souseda, a to pravého dolniho,
kterym je As. LichobéZnik As mé naproti tomu dva levé sousedy, pficemz A; je tim
hornim a Ay tim dolnim. Dobfe si vSimnéte, ze A4 neméa zadného pravého souseda a As
nema zadného levého souseda, coz je zptisobeno tim, ze maji své vertikalni strany v téchto
smérech degenerované.

1.4 Slozitost T(S)

Kdyz jsme si nyni predvedli, jak mohou lichobé&Zniky v T(S) obecné vypadat, muzeme
jiz ukazat, ze slozitost T(S) neni o mnoho vétsi nez slozitost pivodniho podrozdéleni 8.
Jinymi slovy pocet uzli a lichobéznikt v T(S) zavisi jen linedrné na poc¢tu hran n.

Lemma 1. LichobézZnikovd mapa T(S) mnoZiny S, kterou tvori n usecek v obecné poloze,
obsahugje nejvyse 6n + 4 uzli a nejvyse 3n + 1 lichobézniki.

Dikaz. Uzly v T(S) mohou byt vrcholy obdélnika R, ty jsou 4. Dale se mizZe jednat o kon-
cové body tsecek z S, kterych je nejvyse 2n. A kone¢né to mohou byt uzly, které vznikly
v mistech, kde se horni a dolni svisla prodlouzeni koncovych bodu dotykaji tisecek z S
nebo stran obdélnika R. Jelikoz koncovych bodi v S je nejvyse 2n a z kazdého vedou dvé
prodlouZzeni, je téchto nové vzniklych uzlti maximélné 2(2n). Celkem méme tedy nejvyse
44 2n +2(2n) = 6n + 4 uzli.

Pocet moznych lichobéznikl zavisi na poctu uzli. S ohledem na vycet vSech moznosti,
jak mtze vypadat leva strana libovolného lichobéznika, ktery jsme ucinili v minulé sekci,
spocitejme lichobéZniky podle jejich leftp(A). Kazdému lichobézniku A zfejmé piislusi
pravé jeden leftp(A). Levy koncovy bod tsecky miize byt leftp(A) nejvyse pro dva rizné
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lichobézniky, viz pfipady (b) a (c). Pravy koncovy bod je leftp(A) pro nejvyse jeden li-
chobéznik, viz (d). Neni ovSem pi¥ilis jasné, jestli to platii u trojihelniki jako v pripadé (a).
Na prvni pohled to vypada, ze jeden leftp(A) patii tiem lichobéznikim, ale uvédomme si, Ze
na misté levého vrcholu trojuhelnika se nachazi dva body - levy koncovy bod top(A) a levy
koncovy bod bottom(A), nechame proto bod z top(A) jako leftp(A) pro horni lichobé&znik
a bod z bottom(A) jako leftp(A) pro dolni lichobéZnik a trojuhelnik. Trojihelniky tedy
uvedené pravidlo také splnuji. Jelikoz mame n tsecek, dostavame timto zpisobem odhad
2n + n. Posledni mozné situace, totiz (e) nastava pro pravé jeden lichobéznik, a to ten
nejvice vlevo, pro néjz je leftp(A) levy dolni vrchol obdélnika R. Dohromady proto T(5)
obsahuje maximalné 2n +n 4+ 1 = 3n + 1 lichobéznik. ]

Hranic¢ni ptipad pro oba horni odhady, nastava tehdy, pokud se zadné dva uzly ne-
prekryvaji, viz obrazek 6. Pro n = 5 zde méme v lichobé&Znikové mapé T(S) opravdu
6n + 4 = 34 uzliu a 3n + 1 = 16 lichobé&Znik.

Obrézek 6

Takova situace sice v praxi tézko nastane, nebot pak bychom vyhledévali v mapé s pouze
jednou oblasti. Jelikoz vsak pouzivame vyhledavaci algoritmus jesté pred samotnym hleda-
nim zadaného bodu ¢, musime i tuto situaci uvazovat. Pii konstrukci vyhledavaci struktury
(viz sekce 2.1) totiz do prazdné mapy postupné pfidavameé jednotlivé tsecky.

1.5 Vyhledavaci struktura D

Pripomenme, Ze na zac¢atku dostaneme podrozdéleni §. Pro lokalizaci bodu potiebujeme
vytvorit lichobéznikovou mapu T(S) popsanou v sekci 1.2. a zaroven vyhledévaci strukturu,
ktera by ndm umoznila v T(S) efektivné vyhledavat. Nyni se tedy zaméfme na podobu
vyhledavaci struktury D.

D je acyklicky orientovany graf s jednim kofenem, kde z kazdého vnitiniho uzlu vedou
pravé dveé hrany. Z koncovych uzli nevede zadna hrana, budeme je zde oznacovat slovem
listy. Vnitini uzly v tomto grafu jsou dvojiho typu a to z-ové uzly, které nesou nazvy
koncového bodu néjaké tsecky z S, a y-ové uzly pojmenované tseckou z S, kterou repre-
zentuji. V listech tohoto grafu se pak nalézaji jednotlivé lichobézniky z T(.S). Pokud bude
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z kontextu jasné, ze hovorime o D, budeme nékdy, kvili vétsi srozumitelnosti, misto o uzlu
ptislusejicimu bodu p (resp. tsecce s) mluvit o uzlu p (resp. s).

Pri vyhledavani oblasti, v niz lezi zadany bod ¢, prochazime graf D od korene k listim
a v kazdém z-ovém uzlu posuzujeme, zda hledany bod lezi napravo ¢i nalevo od bodu
v z-ovém uzlu. V y-ovych uzlech se ptame, jestli ¢ lezi nad nebo pod danou useckou. Kdyz
jsme v y-ovém uzlu grafu D, musime se rovnéz ujistit o tom, ze pomyslna svisla primka
prochézejici bodem ¢ protinad tsecku, jejiz pojmenovani tento uzel nese, jinak by totiz
otazka nad ¢i pod postradala smysl.

Jak jste si zajisté vSimli, nevénujeme se pripadim, kdy ¢ lezi na svislém prodlouzeni
néjakého bodu, ani pripadtiim, kdy se ¢ naléza primo na nékteré z n tsecek. Tyto vyjimky
vyTesime v nasledujici sekci. Prozatim budeme predpokladat, ze se ¢ naléza vidy uvniti
néjakého lichobéznika v T(S), proto popsané vyhledavani skonéi vzidy v nékterém z listii.

Datové struktuta D a lichobéznikova mapa T(.S) jsou vzajemné propojeny. To znamen4,
ze kazdy list v D obsahuje ukazatel na lichobéznik v T(S), ktery reprezentuje a naopak.
Uvedme si nyni na piikladu vztahy mezi D a T(.5):

Obrazek 7: Priklad lichobéznikové mapy a ji prislusné vyhledavaci struktury
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Struktura D na obrazku 7 byla konstruovana pro tsecky v poradi sy, s1, S3, Sa, 5. Graf
je orientovan tak, zZe umisténi nalevo ¢i napravo od x-ovych uzli odpovida jejich skutecné
poloze vici bodim v téchto uzlech. Umisténi nalevo od y-ového uzlu znamena polohu nad
danou tseckou a umisténi vpravo polohu pod tseckou.

Kazdy z-ovy uzel v D je na obrazku pravé jednou. Toto plati obecné a odpovida to
vyhledavani v pasech, jak bylo popsano v sekci 1.2. Naproti tomu y-ové uzly se vD mohou
vyskytovat nékolikrat. Kazdy y-ovy uzel se ziejmé v D vyskytuje alespon jednou. Dalsi
vyskyt tsecky s; je vzdy zptisoben tim, Zze na ni kondci svislé prodlouzeni nékterého z kon-
covych bodu jiné tsecky, ktera se v potadi tse¢ek nachazi pred s;. Napiiklad uzel s3 se v D
vyskytuje dvakrat. Na sz totiz v lichobéznikové mapé T(S) konéi svislé prodlouzeni uzlu
ps, ktery je koncovym bodem tisecky s4, a ta se v potadi uisecek vyskytuje pred s3. Bod ps
je navic i koncovym bodem s, ale ta se nachazi v potadi az za ss3, coz jiz dalsi vyskyt s3
nezptsobi.

Listy odpovidajici lichobéznikiim jsou na obrazku 7 z divodu lepsi prehlednosti grafu
uvedeny vickrat, viz lichobézniky F a G. Znamena to, ze v dané vyhledéavaci strukture D
vede do takového listu vice moznych cest. V praxi je ale kazdy lichobéznik v D prave jednou,
pouze do néj mohou vést hrany z vice vnittnich uzli zaroven. Odtud také plyne, proc¢ jsme
pii definici D nepouzili pojmu strom, nebot se v téchto pfipadech o strom nejedna.

Vsimnéme si rovnéz toho, ze tsecka s; se v y-ovém uzlu v D objevi vidy az tehdy,
kdyZ na otézku, zda hledany bod lezi nad ¢i pod s;, 1ze jednozna¢éné odpovédét. Budto se
v grafu nad uzlem s tseckou s; jiz vyskytuji oba uzly odpovidajici jejim koncovym bodtm
(viz napf. uzel s1), nebo se tam misto nich vyskytuji uzly koncovych bodi, které jsou
nad ¢i pod useckou s; a zaroven jsou jesté vice vpravo (respektive vice vlevo) nez jeji levy
(respektive pravy) koncovy bod. Tento druhy pfipad nastal u obou uzli pro tsecku s3. Ten,
ktery se v grafu nachéazi vice vpravo, ma nad sebou uzel odpovidajici jeho koncovému bodu
ps. Misto uzlu ps zde vsak supluje uzel ps. Bod ps je skutecné pod tiseckou sz a zaroven
vice vpravo nez p3. Nalézame-li se tedy v uzlu pro tsecku s; pro jakékoliv ¢, nachazime se
bud pravé v pasu tvoreném jejimi koncovymi body, nebo v pasu jesté uzsim.

1.6 Postup vyhledavani bodu ¢

Vratme se nyni k ptvodni tloze lokalizace bodu. Na vstupu dostaneme rovinné podrozdeé-
leni § v podobé dvojité souvislého seznamu n hran a hledany bod q. Dale dojde k vytvoreni
lichobéznikové mapy T(S) a datové struktury D pomoci algoritmu, ktery popiseme v kapi-
tole 2. Jiz na jeho zacatku ovéfime, zda hledany bod nalezi do obdélnika R. V pfipadé, ze
nikoliv, vyhledavani skonci s vysledkem, ze bod ¢ lezi v neohranicené oblasti. Jestlize vSak
q € R, budeme prochézet grafem D a posuzovat polohu bodu ¢ vici koncovym bodim
a useckam z S.

Jestlize bod ¢q lezi uvnitt né€jakého lichobéznika, vyhledavani dospéje do odpovidajiciho
listu v D. Ve dvojité souvislém seznamu hran mame pro kazdou pilhranu e;; uveden
ukazatel na oblast, ktera se nachazi nalevo od ni. Vyuzijeme toho a vSechny tsecky budeme
reprezentovat jako hrany orientované zleva doprava. Pro nalezeny lichobéznik A v T(S)
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se tedy podivame na oblast pfilehlou k bottom(A). Nézev této oblasti je potom findlnim
vystupem lokalizace bodu q.

Shoduje-li se hledany bod s nékterym z bodi lichobéznikové mapy nebo lezi uvnitt
nékteré ze zadanych tsecek, vysledkem hledani mize byt skutecnost, ze bod lezi pfimo
na ptvodni mapé. V fadé aplikaci ovsem takovy vysledek nebude vyhovujici, proto lze
v takovém pripadé bod ¢ symbolicky posunout. Rovnéz situace, kdy se bod ¢ nachazi
na nékterém ze svislych prodlouzeni, brani dokonceni vyhledavani pozadované oblasti.
Vyresme nyni tyto tii komplikace.

Pti prochézeni vyhledavaci strukturou, se mtizeme v z-ovych uzlech ptat, zda q lezi vlevo
od daného bodu, jestlize ne, pak pokracujeme automaticky doprava. Podobné v y-ovych
uzlech zjistime, jestli se ¢ nachazi nad tseckou, kdyz ne, postupujeme dold. Symbolicky
tedy posouvame bod ¢ doprava nebo doli, piipadné obéma smeéry zaroven. Timto zaruc¢ime,
ze vyhledavani pokazdé skonc¢i v nékterém z lichobéznik.

Obrazek 8: Specialni polohy hledaného bodu ¢
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Obrazek 8 ukazuje Tesené tii pripady, kdy ¢, lezi na tsecce, g2 se shoduje s jednim
z bodl a ¢3 se nachéazi uvnitf svislého prodlouzeni. Kazdému z hledanych bodt ptislusi
v grafu D cesta, kterou pfi prohledavani prochézime. Pro kazdy bod ¢;, kde i € {1,2,3}
tedy projdeme postupné uzly oznacené ¢, uzel s velkym tucnym ¢islem ¢ znamena, zZe v ném
dojde k symbolickému posunuti podle vyse definovanych pravidel.

Ovérme jesté, ze takovy postup zachova oblast, v niz se ¢ nalézal. Lezi-li ¢ na svislém
prodlouzeni néjakého uzlu p, pravé jednou (v uzlu p) posuneme ¢ doprava. Vickrat se to
nemiuze stat, nebot predpokldddme body s riznymi z-ovymi soufadnicemi. Skon¢ime v
lichobézniku, ktery ma g na své levé strané. Jelikoz ¢ patiil svislému prodlouzeni, oblast
prislusejici nalezenému lichobézniku se rovné oblasti, do niz ¢ patii. Nachazel-li se bod
q uvnitt tsecky s, pfi priichodu grafem D se jen jednou (v uzlu s) pouzije symbolické
posunuti dolti. Uzel s se sice ve vyhledavaci struktuie miize objevit vickrat, ale ne na cesté
k danému bodu ¢, odtud pouze jedno posunuti. Poloha ¢ na tsec¢ce znamenad, Ze lezi na
hranici dvou oblasti, nalezeny lichobéznik bude pattit do jedné z nich, coz je opét korektni.
Posledni pripad kombinuje oba pfedchozi, kdyz se ¢ shoduje s koncovym bodem p tsecky
s. Zaroven tedy lezi na svislém prodlouzeni i na tisecce, proto se obé uvedena posunuti
provedou, kazdé opét jen jednou. Vysledny lichobéznik bude jeden z téch, které maji bod
g na své hranici a ktery lezi vpravo dole od bodu ¢q. Jelikoz se hledany bod nachézel na
hranici nékolika oblasti, najdeme jednu z nich.

Uvedli jsme tedy cely postup od zadani ve formé podrozdélelni 8 az po nalezeni oblasti,
ktery pri lokalizaci bodu pouzivame. Vysledna oblast bud opravdu dany bod ¢ obsahuje,
nebo ¢ lezi na jeji hranici.
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Kapitola 2

Nahodnostni prirtastkovy algoritmus

Uvedme pro tplnost, co znaci jednotlivé charakteristiky algoritmu v nazvu kapitoly. Ozna-
¢eni nahodnostni znamend, ze uvniti algoritmu figuruje princip nadhody, v nasem pripadé
nahodné usporadani. Néktera usporadani nemusi vést k vytvoreni dobré datové struktury.
S urcitou pravdépodobnosti 1ze vSak predpokladat, ze prumér pres vSechny potencialni vy-
sledky usporadani dobry bude. Proto se také nékdy pouziva oznaceni pravdepodobnostni.
Algoritmus nazyvame pririustkovy, nebot se v jeho prib&hu postupné pridavaji jednot-
livé tsecky z mnoziny S. Vzdy se tak vytvoii docasna lichobéznikova mapa T a ji prislusna
vyhledévaci struktura D. Teprve na zavér ziskame koneénou podobu jak T(S) tak D.

2.1 Konstrukce D a T(5)

Uvedme nyni algoritmus, ktery soucasné vytvori obé pozadované struktury.
Algoritmus MAPA(S)

Vistup: Lichobéznikova mapa T(.S) a k ni pfislusejici vyhledavaci struktura D

1. Ur¢i obdélnik R tak, aby obsahoval vSechny tsecky z S. Inicializuj lichobéznikovou
mapu T a vyhledavaci strukturu D.

2. Urc¢i ndhodné potadi tsecek s, s9,...,8, z S.
3. fori—1ton

4. do Najdi mnozinu lichobéznikd Ay, Ay, ..., Ar v T, které tsecka s; protina ve
vnitinim bodé.

5. Z T odstran Ag, A1, ..., A, a nahrad je novymi lichobézniky, které vzniknou
pridanim tsecky s; do 7.
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6. Z D odstran listy ptislusejici lichobéznikim Ag, Ay, ..., Ag a vytvor nové listy
pro nové vzniklé lichobézniky v T. Propoj nové listy s jiz existujicimi uzly
pridanim novych uzli.

Tento algoritmus vytvori obé pozadované struktury. Podivejme se nyni podrobnéji na
jeho jednotlivé kroky. Protoze pouzivame prirustkovy algoritmus, zavedeme oznaceni pro
mnozinu jiz pfidanych tsecek S; := {sy, 89, ..., s;}, pficemz klademe Sy := .

2.2 Obdélnik R a inicializace T a D

Obdélnik R uréime pomoci soufadnic jeho ¢tyr vrcholt Ryq, Ryq, Rin, Rpn, kde Rjq znamena
levy dolni vrchol, ostatni analogicky. V nésledujicich pfifazenich [z;,y;] znaci soufadnice
pocatecniho bodu i-té pulhrany. Funkcemi ceiling (resp. floor) méme na mysli horni celou
¢ast daného ¢isla (resp. dolni celou ¢ast). Snadno se ovéfi, Ze tento vypocet zaruci, Ze
vsechny body mnoziny S budou lezet uvniti R.

Tonin 1= l:rlnln% T x1 = cetling(Tpmin) — 1 Rig = [x1, 1]
Tz 1= Z:r{lax% T; xg = floor(Tmas) + 1 Ryq = [22, 1]
Ymin = l:flﬂln% Yi y1 = ceiling(Ymin) — 1 Ry, = [w1, 0]
Ymao = IMAX Y; y2 := floor(Ymaz) + 1 Ry = [22, 1]

V tomto momenté se zeptame, zda hledany bod ¢ vibec lezi v obdélniku R, jestlize se
nachazi na jeho hranici nebo vné, vime, Ze ¢ nalezi neohranicené oblasti a cely algoritmus
skon¢i. Pokud je uvnit¥, pokracujeme dal. Mnozina tsecek, se kterou nyni na pocatku al-
goritmu pracujeme je prazdna mnozina Sy. Proto lichobéZznikovou mapu T(Sy) tvoii pouze
obdélnik R. Obdobné datova struktura D piislusna T(.Sy) obsahuje pouze jeden list, repre-
zentujici obdélnik R.

2.3 Nahodné poradi

Co se tyce ndhodného poradi, pfedpoklddame existenci n€jakého ndhodného generatoru
¢isel, nazveme jej RANDOM(k), ktery pro zadané celé ¢islo k uréi ndhodné ¢islo v rozmezi
od 1 do k. Potom pouzijeme nasledujiciho algoritmu:

Algoritmus PERMUTACE(S)
Vstup: Usporadand mnozina n usecek {si,S2,...,8,}
Vistup: Mnozina n usecek {sq, $2,...,$,} s ndhodnym poradim

1. for k£ «<— n downto 2
2. do r +— RANDOM(k)

3. Zameén s a S,.
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2.4 Lichobézniky protinané useckou s;

Ve étvrtém, patém a Sestém kroku algoritmu MAPA se pfidava i-ta tisecka s; a obé struk-
tury se poté aktualizuji. Abychom védeéli, kde vSude se T a D zméni, musime nejprve
najit ty lichobézniky, které pridavana tusecka s; protina. Z predpokladu, Ze se tisecky ne-
kiizi a z toho, Ze zadny koncovy bod tsecky nelezi uvnitt jiné usecky, plyne, Ze tsecka s;
miize protinat pouze svisla prodlouzeni nékterych koncovych bodu jiz pridanych tusecek.
Seradime-li tedy protinané lichobézniky Ag, A1,..., A, staci nalézt ten nejvice vpravo
(Ay) ¢i nejvice vlevo (Ag) a skrze znalost levych (resp. pravych) sousedii uréime vSechny
ostatni. My piijdeme cestou od levého koncového bodu s;, proto hledejme A,. Jakmile
ur¢ime A;, tak pokud rightp(A;) lezi nad s;, potom A;; bude pravy dolni soused A;,
v opacném piipadé se bude jednat o pravého horniho souseda.

Pro nalezeni lichobéznika A, nejprve potiebujeme zjistit polohu levého koncového bodu
usecky s;, nazvéme jej p. Pokud bod p dosud neni piitomen v lichobéznikové mapé T(S;_1)
(viz obréazek 9), pouzijeme pro jeho nalezeni vyhledavaci algoritmus. LichobéZnikovd mapa
T(S;_1) a ji prislusna vyhledévaci struktura D jsou jiz v této diléi situaci pouzity. Vyhle-
davani skonci v listu D, ktery prislusi hledanému lichobézniku A,.

Obrazek 9: Levy koncovy bod pridavané tsecky dosud nelezel v mapé T

Pokud je vSak bod p jiz sou¢asti lichob&znikové mapy T(S;_1) (viz obrazek 10), obdobné
vyhledavéani neuspéje, nebot v néjakém x-ovém uzlu struktury D bod p nebude lezet ani
vpravo ani vlevo. Jelikoz p je levym koncovym bodem, vyhleddvani nechame pokracovat
doprava. Uvédomme si, Ze toto nastane pouze jednou, nebot predpokldddme body s riiz-
nymi z-ovymi souradnicemi. Bod p je zaroven koncovym bodem néjaké tsecky s, ktera jiz
v T(S;_1) lezi. V piislusném y-ovém uzlu, tedy bod p nebude lezet ani nad ani pod. Porov-
name proto smérnice obou tsecek. Ozna¢me pravy koncovy bod tsecky s; jako ¢ = [¢s, ],
pravy koncovy bod tsecky s jako r = [r,,r,] a soufadnice bodu p jako p = [p,,p,|. Pak

pod s jeli =Pe > Lu=Pu (7 {igecka s je strméjsi nez s; ).
Te—Px qx—Px

nad s je-li 2 < L=Pu (t7 {igecka s je mirngjsi nez s; ).
Te—Px 4z —Px

lichobéznik A lezi {

Rovnost zfejmé nenastane, nebot s; ¢ S; 1, tsecky jsou navzdjem rizné a maximéalni
mozny pocet spoleénych bodi - jedna - je jiz vycerpan bodem p.
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Obrazek 10: Levy koncovy bod pridavané tisecky jiz je soucasti mapy T

Zbyva se pouze presvédcCit, ze nerozhodna situace nemuize nastat nejprve v y-ovém uzlu.
Kdyby tomu tak bylo, v tu chvili se pro néjakou tsecku s musime nachazet v pasu uréeném
jejimi dvéma koncovymi body nebo v néjakém jesté uzsim pasu. Jelikoz hledame bod p,
leva strana tohoto pasu musi byt urcena jim samotnym. Kdyby byla urc¢ena bodem vice
vpravo, vyhledavani by zfejmé do nami uvazovaného y-ového uzlu nedospélo. Protoze se
nachazime v pasu urceném p, tak se jiz uzel prislusny bodu p nutné naléza v grafu na cesté,
po niz jsme do y-ového uzlu dosli. Nerozhodné situace tedy nastala nejprve v x-ovém uzlu.

Jak vidime, vyhledavani nakonec vzdy dospéje do lichobéznika A, ktery se ze vsech
lichobéznikt Ag, Ay, ..., A, nachazi nejvice vlevo. Z jeho znalosti jiz vyse uvedenym po-
stupem ziskdme ostatni. Celkem lze ¢tvrty krok algoritmu MAPA vyjadfit nasledovné:

Algoritmus SLEDUJ USECKU(T(S;_1),s;)
Vstup: Lichobéznikova mapa T(S;_1) a pfiddvana tsecka s;
Vystup: Lichobézniky Ay, Ay, ..., Ay protinané tseckou s;

Oznacme levy a pravy koncovy bod tsecky s; jako p; a g;.
Provedme vyhledavani ve struktuie D s bodem p;, abychom nalezli lichobéznik A,.
J<—0;
while bod ¢; lezi napravo od rightp(A))
do if rightp(A;) lezi nad s;
then A, je pravy dolni soused A;
else A, je pravy horni soused A,
Je=J+1

return Ag, Ay, ..., A

© 0N Tt W

2.5 Aktualizace T

Nyni si objasnime aktualizaci lichobéznikové mapy po pfidani tsecky s;, tedy jak z T(S;_1)
vznikne T(S;). Levy a pravy koncovy bod usecky si pojmenujme po fadé p; a ¢;. Ozna¢me
si také nové pridavané lichobézniky podle jejich polohy vzhledem k tisecce s;. Lichobéznik
nalevo (resp. napravo) od tsecky, pokud takovy existuje budeme znacit L; (resp. P;).
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Lichobézniky nad (resp. pod) nazvéme H} (resp. DY), pficemz indexy u a v udéavaji pofadi
hornich a dolnich lichobéznikii.

Nejprve vyresime pripad, kdy celd pridavana tsecka lezi uvnitt néjakého lichobéznika,
viz obrazek 11. Tehdy je protinanym lichobéZznikem pouze Ay. Levy lichobéznik L; ma
stejny top, bottom a leftp jako Ay, ale rightp(L;) = p;, podobné P; se od Aq lisi pouze
v tom, Ze leftp(P;) = ¢;. Horni a dolni lichobéznik jsou také jednozna¢né uréeny pomoci s;,
Pi, ¢; a informaci o Ay.

Obrazek 11: Pridavana tsecka lezi celd uvniti jednoho lichobéznika

Déle si ukazme, jak algoritmus postupuje, v pripadé, kdy pocet protinanych lichobéz-
nik1 je vice nez jedna, tedy kdy k& # 0, a zarovén oba koncové body tsecky jiz lezi v lichobéz-
nikové mapé, viz obrazek 12. Jelikoz p; uz neptidavame, zadny lichobéznik L; nevznikne.
Vime, ale Ze na misté Ay vzniknou H} a D}, snadno vypocteme jejich top, bottom i leftp,
tyto informace o nich zapiSeme a nechame pro tuto chvili oba lichobézniky ,nedokoncené*.
Pro zjisténi rightp potfebujeme védét, jestli rightp(Ay) lezi nad ¢ pod useckou s;, podle
toho rightp(H}') := rightp(Ag) nebo rightp(D}) = rightp(Ao). Stejny postup aplikujeme
i na dalsi lichobézniky Ay, ..., Agx_1. Poté vSechny zapocaté lichobézniky dokon¢ime pii-
fazenimi rightp(H}') := ¢; a rightp(D}) := ¢;. Nakonec podle pfitomnosti ¢i absence g;
v T(S;_1) uréime P;, v naSem piipadé tedy P; neméame.

Obrazek 12: Pridavana tsecka protina vice lichobéznikt

Pro aktualizaci lichobéznikové mapy musime uvazovat vSechny moznosti polohy tsecky
s;. Zélezi na ptitomnosti p; a ¢; v T(S;_1) a také na tom zda k = 0. V podobé pseudokdédu
vypada cely postup takto:
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Algoritmus AKTUALIZUJ MAPU(T(S;_1), s, Ao, ..., Ag)

Vstup: Lichobéznikovd mapa T(S;_1), pfidavana tisecka s; a mnozina lichobéznik
Ag, A1, ..., Ay protinanych tseckou s;

Vystup: Aktualizovana lichobé&Znikova mapa T(S;)

1. u—1;, v«1;

2. leftp(H!) <« p;;  top(H") «— top(Ao); bottom(H}) «— s;;

3. leftp(DY) < pi;  top(DY) «— s;;  bottom(DY) < bottom(Ay);

4. if p; & T(Si-1)

5. then leftp(L;) < leftp(Ao);  top(L;) < top(Ao);

6. bottom(L;) < bottom(Ag); rightp(L;) — p;;

7. for j—0tok—1

8. do if rightp(A;) lezi nad s;

9. then rightp(H') < rightp(A;); w«—u+1;
10. leftp(H;') < leftp(Aji1);  top(H}') — top(Ajia);
11. bottom(H}) « s;;

12. else rightp(DY) « rightp(A;); v—v+1;
13. leftp(Dy) < leftp(Aji1);  top(Dy) < si;
14. bottom(D}) «— bottom(Aj11);

15. rightp(H}') < qi;  rightp(D}) « q;;

16. if ¢; & T(Si-1)

17. then leftp(F;) < q;;  top(P;) « top(Ay);

18. bottom(P;) < bottom(Ay); rightp(P;) < rightp(Ay);

2.6 Aktualizace D

Soucasné s lichobéznikovou mapou je potfeba zménit i ji odpovidajici datovou strukturu
D(S;_1). Vratme se k lichob&Znikové mapé na obrazku 11. List Ay zde musime nahradit
malym stromem se dvéma x-ovymi uzly pro p; a ¢;, jednim y-ovym uzlem pro s; a ¢tyrmi
listy pro lichobézniky, viz obrazek 13. Zde bychom ¢tenaie radi upozornili na jedno pra-
covni oznaceni. Budeme zde pouzivat souslovi nahradit stromem, coz neni iplné presné. Ve
skutecnosti vzdy pridame vSechny vnitini uzly daného stromu, ale lichobézniky pridame
pouze tehdy, pokud se v D jesté nenachazeji. Jestlize uz néktery z lichobéznika v D lezi,
povedeme do né€j pouze hranu, ale nevytvorime jej znovu.

Naproti tomu v situaci zndzornéné na obrazku 12 nemusime viibec pridavat z-ové uzly,
protoze se jiz oba v D(S;_1) nachézeji. Staci tedy kazdy protinany lichobéznik nahradit
jednim y-ovym uzlem pro s; a dvéma listy pro lichobézniky. Abychom zjistili, které dva
lichobézniky lezi pro dané A; nad a pod s;, musime pro j = 1,...,k — 1 urCovat, jestli
rightp(A;) lezi nad nebo pod s;. Pracujeme vzdy s H* a D, proto musime vzdy po na-
hrazeni lichobéznika stromem zvysit jeden z indextt u a v. Pokud se rightp(A;) nachéazi
nad s;, znamena to, ze z rightp(A;) vede svislé prodlouzeni, které ,ukoncuje“ lichobéznik
HY a zéroven ,otevird“ H™ proto zvysime u o jedna, v opaéném piipadé postupujeme
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Obrazek 13: Aktualizace vyhledavaci struktury po zméné mapy, viz obrazek 11

analogicky. Prvni a posledni protinané lichobéZniky opét feSime zvlast, podle toho, jestli
pi a q; jsou jiz. v T(S;_1).

Zménu datové struktury pridanim tsecky s; z obrazku 12, znazornuje obrazek 14. Acko-
liv jsou v8ak listy Ag, A1, A, Az na obrazku nakresleny na stejné trovni, v grafu D(S;_1)
mohou byt hierarchicky rtizné vysoko. Pii aktualizaci D tedy miize dochézet ke zménam
v celém grafu.

Ay Ay Ay Ag

Obrazek 14: Aktualizace vyhledavaci struktury po zméné mapy, viz obrazek 12

V pribéhu aktualizace D(S;_1) se ptdme na stejné otdzky a pouzivame stejné Citacde
jako v algoritmu AKTUALIZUJ MAPU, proto se nabizi spojeni obou dil¢ich algoritmti do
jednoho, pro lepsi pfehlednost vSak uvadime oba pseudokédy zvlast.

Algoritmus AKTUALIZUJ GRAF(D(S;_1), si, Ao, - .., Ag)

Vstup: Datova struktura D(S;_1), pfidavana tsecka s; a mnozina lichobézniki
Ag, Ay, ..., A protinanych tseckou s;

Vystup: Aktualizovand datova struktura D(S;)

1. u—1;v 1,
2. if p; ¢ T(Si1)
3. thenif ¢ ¢ T(S;-1) and k=0
then Nahrad list A stromem (a), viz obrazek 15.
else Nahrad list A stromem (b).
else if ¢; ¢ T7(S;—1) and k=0
then Nahrad list Ay stromem (d).
else Nahrad list Ag stromem (c).

O NSOt
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9. for j—0tok—2
10. do if rightp(A;) lezi nad s;

11. then u «— u + 1;

12. else v — v+ 1;

13. Nahrad list A;;; stromem (c).

4. if £E#0

15.  then if rightp(Ag_1) lezi nad s;

16. then v «— u + 1;

17. else v — v+ 1;

18. if ¢ ¢ T(Si-1)

19. then Nahrad list Ay stromem (d).
20. else Nahrad list Ay stromem (c).

(a) (b) © (@)

/TN (D) 2N 9 i /D = /R

Obrazek 15: Stromy, jimiz nahrazujeme zménéné lichobézniky

Probrali jsme tedy podrobnéji jednotlivé kroky algoritmu MAPA, ktery pro zadanou
mnozinu tsecek S zkonstruuje jednak lichobé&Znikovou mapu T(S), jednak datovou struk-
turu D potifebnou pro vyhledavani v ni.
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Kapitola 3
Specialni pripady

V piedchozim textu jsme uéinili zjednodusujici pfedpoklad. Rekli jsme si, ze budeme uva-
zovat pouze mnoziny S, kde kazdé dva rtzné body maji rizné z-ové soufadnice. Nyni
odbourame nutnost tohoto predpokladu a zaruc¢ime funkcnost algoritmu pro obecné libo-

Nz

volnou mnozinu nek¥izicich se Gisecek S.

3.1 Ruzné z-ové souradnice

Uvédomme si, ze pro danou mnozinu S jsme volili vlozeni do systému soufadnic zcela
libovolné. Lze proto uvazovat o otoceni souradnych os o dostatecné maly thel tak, aby
se pripadné rovnosti soufadnic zménily v ostré nerovnosti. Bohuzel takové otoceni miize
vést ke komplikacim. Jednak pokud mame na zacatku za soufadnice cisla celé, pripadné
racionalni s malym poc¢tem desetinnych mist, oto¢enim vyhodu snadnéjsiho a rychlejsiho
pocitani ztratime, jednak se mohou objevit zaokrouhlovaci chyby, tedy dva body s rtiznymi
x-ovymi soufadnicemi, se mohou oto¢enim v x-ovych soufadnicich ptiblizit natolik, zZe jejich
zaokrouhleni si jiz budou rovna.

Vihodnéjsi je proto provadét odlisnou transformaci, a to jen symbolickou. Jelikoz fesime
pouze rovnost z-ovych soufadnic, sta¢i pouzit afinni zobrazeni podél z-ové osy. Rikejme
tomuto zobrazeni Sikmd transformace (anglicky shear transformation) a oznacme jej . Pro
malé € > 0 potom

oyl = (v +ey,yl.

Z nezépornosti £ plyne, Ze riizné koncové body tsecek z ¢S := {p(s)|s € S} budou
mit rtzné x-ové soutradnice. Navic pro dostate¢né malé ¢ bude pro libovolné koncové body
p = [pupy| @ar = [ry,ry] 2z S platit: p, < r, = ©(p). < ¢(r),. Pozadované ¢ lze zvolit
takto:

Tr; — I
0<5<min{1, J
Yi —Yj

kde [z;,y;] probihd mnozinu koncovych bodu tsecek z S. Vidime, Ze plati:

1<i<2n, 1 <j<2n, x; <uy, yj<yz},

OP)e < P(r)e = o <72) V (P2 = T2 Apy <Ty).
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Obrazek 16: Sikma transformace ¢

Tedy usporadani podle z-ové soufadnice po transformaci ¢ je stejné jako lexikografické
usporadani pred transformaci. Proto neni potifeba pocitat hodnotu e, staci uvazovat lexi-
kografické usporadani bodi z S.

Zbyva se pouze presvédcit, Ze ani ve druhém kroku algoritmu SLEDUJ USECKU (viz
popis na strané 17), kde porovnavame smérnice dvou useek, konkrétni € znat nepotie-
bujeme. Méme body p = [ps,py); ¢ = [¢u: @] a 7 = [rs, 1] takové, Ze tGsecky pq a pr
nemaji spoleény vnitini bod a plati ¢(p). < ©(q). & ¢(p). < ¢(r),. Potom skutecnost, ze
smérnice p(pg) < smérnice ¢(pr) znamena:

1. pro p, < @z a py < 1y

dy — Dy Ty — Dy
< )
QI_px+5(Qy_py) Tx_pa:‘i_g(ry_py)

coz je pro dostatecné malé e ekvivalentni s:

Qy — Dy < Ty — Dy
4z — Pz r.t_pa:7

tedy smérnice(pg) < smérnice(pr)

2. Pro py < Quy Do = Tg a Py < Tyt

dy — Dy ry—py 1
< —
Gz — Pz + 5((]3/ - py) €(Ty - py) €

)

tedy jisté smérnice(pq) < oco.

Proto pro vhodné malé ¢ je porovnani smérnic usecek ¢(pq) a ¢(pr) stejné jako po-
rovnani smérnic usecek pg a pr. Pfitom pokud p, = r, a p, < r,, pak pokladame
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smérnice(pr) = co. V pfipadé, kdy smérnice ¢(pg) > smérnice p(pr) postupujeme naprosto
analogicky.

Zjistili jsme, Ze jedind zména v béhu algoritmu pro ¢S spociva v lexikografickém po-
rovnani bodd, kdyz urc¢ujeme jejich poradi podle x-ovych soutadnic. Algoritmus sice kon-
struuje lichobéznikovou mapu pro ¢S a datovou strukturu pfislusnou T(¢S), ale samotnou
hodnotu € jsme nikde nepotiebovali znat, proto ani neni nutné € na zacatku pocitat. Staci
nam jen, ze takové € spliujici ndmi pozadované podminky, existuje.

3.2 Obecna poloha bodu ¢

Pripady, kdy hledany bod ¢ lezi na nékterém svislém prodlouzeni nebo na tsecce z S, jsme
jiz rozebrali v sekci 1.6., podivejme se vSak, co se zméni pouzitim transformace ¢.

Riizné body jsou vzdy transfomovany na body s riiznymi z-ovymi soufadnicemi. Bod
©(q) proto bude lezet na transformovaném svislém prodlouzeni bodu ¢(p) pravé tehdy,
kdyz plati ¢ = p, coz jsme jiz vyftesili. Vztah bodu a tsecky se zobrazenim ¢ také nezméni,
proto pro vSechny tsecky s € S plati ¢ € s <= ¢(q) € ¢(s).

Vsechny postupy, které jsme uvadéli diive lze tedy pouzit i na transformované tsecky
©(s;) a bod ¢(q). Navic zobrazeni ¢ ma pouze symbolicky charakter, a proto nemusime
provadét dalsi vypocty pro jeho realizaci.
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Kapitola 4

Odhady slozitosti

V nésledujici kapitole dokazeme, Ze algoritmus byl konstruovan chytfe, tzn. je pomérné
efektivni. Uc¢inime proto jisté odhady na c¢asovou slozitost konstrukce lichobéznikové mapy
a vyhledavaci struktury. Zjistime, jakou ptibliznou velikost bude mit vyhledavaci struktura
D, a odhadneme ¢asovou naroc¢nost i samotného vyhledavani zadaného bodu ¢. Budeme
se tedy snazit odlivodnit, zZe nase volba ndhodnostniho algoritmu opravdu méa deklarované
vyhody.

Jak jiz bylo feceno difve nahodnost celého algoritmu MAPA spoéiva v jeho druhém
kroku, kde generujeme nadhodné potadi tisecek. Podivame-li se na obrazek 7, dokazeme
néco Tici o poradi, podle néhoz bylo D konstruovano. Pfedné prvni tisecka v tomto potadi
musela byt s4, nebof na zacatku vzdy vkladame tisecku dovniti do obdélnika R, ¢ili prvnim
pridavanym bodem je levy koncovy bod prvni tsecky. Druhou tseckou byla jisté s;. Nejsme
ovSem schopni urc¢it, poradi na tfetim a ¢tvrtém misté, kde se nachazi dvojice s; a ss.
Vidime tedy, Ze rizna usporadani mohou vést na stejnou datovou strukturu. Stejné dobie
ovsem pouhd zdména pofadi dvou tisecek muze zcela zménit D a tudiz potencialné i délku
cesty, kterou musime v grafu projit, abychom se dostali do lichobéznika, v némz bod ¢ lezi.

4.1 Vypocetni sloZitost algoritmu MAPA

Obecné pracujeme s n! riznymi usporadanimi a také n! riznymi strukturami D. Pritom nas
zajimaji usporadani vedouci na vyhledavaci strukturu, ktera méa malou slozitost a kratky
vyhledavaci ¢as. Usporadani ovSem volime nédhodné, proto musime pocitat i s uspofa-
danimi, kterd nebudou vyhovovat témto podminkadm. V této souvislosti se pouziva pojmt
ocekdavand sloZitost nebo ocekavany vyhleddavaci cas, coz znamena prumérnou slozitost nebo
¢as, kde se primeér pocita pres vSech n! moznych permutaci prvkd z S.

V praxi tedy mohou nastat pripady, kdy vyhledavaci struktura nebude pro dané potradi
usecek dobré, ale jejich podil na celkovém poctu pripadt je vzdy dostatecné maly. Ukazme
si nejprve, Ze o¢ekdvany vyhledavaci ¢as je O(logn).
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Véta 2. Méjme datovou strukturu D zkonstruovanou algoritmem MAPA. Potom pro li-
bovolny bod q bude ocekdvany vyhleddvaci cas O(logn).

Diikaz. Jelikoz strukturu D jiz mame hotovou, rychlost vyhledavani zalezi pouze na tom,
jak dlouhou cestu musime v D projit. Z algoritmu AKTUALIZUJ MAPU na strané 21,
respektive z obrazku 15, je dobfe patrné, ze cesta se miize v kazdém kroku algoritmu
prodlouzit nejvyse o tii uzly. Odtud pro libovolny zadany bod ¢ plati, Ze nejdelsi mozna
cesta do tohoto bodu ma délku 3n. Krokem algoritmu zde rozumime provedeni vsech
piikazti pro dané i v cyklu FOR ve tfetim kroku algoritmu MAPA.

Chceme-li ovSem zjistit primérnou délku cesty pres vSech n! moznosti, vyuzijeme prav-
dépodobnost. Méjme dany bod ¢ a k nému cestu v D. Ziejmé kazdy uzel na této cesté byl
vytvofen v nékterém z n kroka algoritmu. Necht pro i = 1,2,...,n zna¢i X; ndhodnou
veli¢inu, ktera udava pocet uzli na cesté k bodu ¢, jez byly vytvoreny v i-tém kroku algo-
ritmu. Jelikoz X; je opravdu nahodné velic¢ina, nebot zavisi pouze na poradi usecek, plati
pro stfedni hodnoty nésledujici:

E[Xn: Xi] = Zn: E[X,].

Vime, ze 0 < X; < 3. Ozna¢me P; pravdépodobnost, ze v i-tém kroku byl vytvoren uzel
na cesté k bodu ¢. Potom pro:=1,2,... n:

E[X,] <3P,

Uvédomme si nyni, za jakych podminek v i-tém kroku vznikne novy uzel na cesté ke q.
Stane se tak pravé tehdy, kdyz se lichobéznik obsahujici bod ¢ lisi od lichobézniku, ktery
q obsahoval v kroku predchozim. Jinymi slovy novy uzel vznikne, pokud pridavana i-ta
usecka protne lichobéznik, v némz ¢ dosud lezel. Oznac¢me lichobéznik obsahujici bod ¢
v i-tém kroku symbolem A, (.S;). Uvedené pravdépodobnosti pak spliuji

P = Pr[Aq(Si) # Aq(Si-1)] = Pr[Ay(Si) & T(Si-1)].

Plati-li nerovnost mezi lichobé&zniky, pak byl A,(S;) vytvofen pifi pridavani tusecky s;.
Vzniklé lichobéZniky A budou mit na své hranici bud ¢ast tsecky s; nebo alespon jeji kon-
covy bod. Tedy top(A) nebo bottom(A) se bude rovnat s;, pfipadné leftp(A) & rightp(A)
bude jeden z koncovych bodt s;.

Necht S; je libovolnd podmnozina S. Pravdépodobnost, Ze se minimalné jeden z udaji
top(A,(S;)), bottom(A,(S;)), leftp(A,(S;)) a rightp(A,(S;)) bude lisit od piislusného tdaje
pro A,(S;—1) odpovida pravdépodobnosti, ze se v i-tém kroku prodlouzi cesta k bodu
q. Lichobéznik A,(S;) zustane pro libovolnou permutaci tsecek v S; vzdy stale stejny,
mize vsak byt urcen az ¢tyimi rtznymi useckami, pricemz extrémni pripad zobrazuje
obrazek 17. Poradi usecek v S; je nahodné, proto se vSechny tusecky mohou vyskytnout
na i-tém misté se stejnou pravdépodobnosti. Usecka [ z obrazku 17 bude tedy posledni
v poradi s pravdépodobnosti 1/i, stejnou pravdépodobnost maji i tsecky t, p a b. Tyto
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Obrazek 17: Lichobéznik urcéeny ¢tyrmi useckami

pravdépodobnosti sice mohou byt zavislé, nebot na urceni nékterych lichobézniki staci
pouze dvé tusecky, ale my potfebujeme horni odhad. Je-li na ¢-tém misté jedna z tsecek
urcujicich A,(S;), dojde k prodlouzeni cesty k bodu ¢. Dohromady proto dostavame:

P, < 4/i.
Poskladame-li vSechny uvedené rovnosti a nerovnosti, obdrzime horni odhad ocekava-
ného vyhledavaciho casu:

n

E[iX] < i:api < ilz—z = 122% = 12H,,.
=1 =1 =1 =1

V tomto ptipadé H, znamend n-té harmonické cislo:

1 1 1 1
Hyi= 4= foe =
IR

Pokud mame n > 1, pak pro harmonicka c¢isla H,, také plati nasledujici nerovnost:
Inn < H, <lnn+1. (4.1)

Z druhé ¢asti nerovnosti 4.1 vidime, Ze oc¢ekdvany vyhledavaci ¢as je skuteéné O(logn),
zatimco prvni nerovnost fiké, ze tento odhad neni zbytecné nadhodnoceny. Nerovnost plyne
ze vztahu mezi f1 idz =Inza ) 1= H, Plati totiz H, — 1 < [;' 2dz < H,_y, kde
H, —1a H, 1 jsou po fadé dolni a horni integralni soucet, viz obrazek 18 [

7
000000 e
R TR

(0] 1 2 3 4 5 6 7T T

Obrazek 18: Integralni sou¢ty funkce 1/x na intervalu od 1 do 7
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Véta 3. Ocekdvand velikost datové struktury D je O(n).

Diikaz. Podobné jako v predchozim diikazu, zavisi odhad na néjaké veli¢iné. Zde se jedna
o pocet uzli, ktery stac¢i odhadnout, abychom zjistili pfibliznou velikost D.

Jak jsme jiz uvedli diive D obsahuje dva typy uzla: listy, které primo koresponduji
s lichobézniky v T(S) (tj. kazdy lichobéznik se v D vyskytuje pravé jednou), a vnitini uzly,
jimz odpovidaji tsecky z S a jejich koncové body. Pocet listi je dle Lemmatu 1 nejvyse
3n + 1, tedy O(n), zbyva odhadnout kolik vnitinich uzli bude v D obsazeno.

Nechf wu; oznacuje pocet lichobézniki vytvorenych v i-té iteraci algoritmu, respektive
pocet nové vzniklych listi v D. Potom novych vnitinich uzlt bude v i-té iteraci pravé
u; — 1. Dokazme to indukci viic¢i poctu lichobézniki, které jsou pfridanim tusecky s; pro-
tnuty a k jejichz nahrazeni v i-té iteraci dochézi. Je-li protnut jeden lichobéznik, pak na
obrazku 15 (viz strana 22) vidime, ze ve vSech piipadech je pocet vnitinich uzli pravé o
jedna mensi nez pocet listi v D, tedy tvrzeni plati. Pfedpokladejme, Ze jsme jiz uvedené
dokazali pro n protinanych lichobézniki a méjme nyni tsecku protinajici n + 1 lichobéz-
nikd. Vedme pomocnou svislou pfimku nékterym z vrcholt protinanych lichobéznikt tak,
abychom protnuli tsecku s; a rozdélili lichobézniky na dvé skupiny (viz obrazek 19).

Obréazek 19: Rozdéleni protinanych lichobéznikid na dvé skupiny

V levé skupiné méjme nyni u lichobéznikii a v pravé v lichobéznikt. Vsimnéme si, Ze
jeden lichobéznik pocitdme dvakrat, nebot pomocna piimka jej rozdéluje. (Rozmyslete si,
ze takovy lichobéznik vzdy existuje a je pravé jeden.) Jelikoz u < n a v < n, tak podle
predpokladu vznikne u — 1 a v — 1 novych vnitinich uzld, celkem tedy (v —1) + (v — 1) =
u + v — 2. Kdyz si uvédomime dvakrat pocitany lichobéznik, tak v i-té iteraci vznikne
u + v — 1 lichobéznikt a novych vnitinich uzli tudiz mame skutecné o jedna méné. Timto
je vztah mezi poc¢tem novych vnitfnich uzli a novych listi v D dokazan.

Ocekavana velikost D se proto, s vyuzitim nezavislosti hodnot u; — 1, rovna
n

> (ui—1)

=1

O(n)+E

= O(n) + Z Elu;].
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Dale jiz potfebujeme jen shora ohranicit ¢islo u; pro i = 1,2,...,n. Zafixujme si tedy
znovu libovolnou S; C S a definujme novou veli¢inu A pro kazdy lichobéznik A € T(S;)
a usecku s € S;:

A, 5) 1 jestlize lichob&znik A vznikl pfidanim tsecky s do T(S;_1).
? S = .o
0 jinak.
Uz v predchozim diikazu jsme zjistili, ze kazdy lichobéznik je urcen nejvyse ¢tyimi tsec-
kami. Pro pevné dany lichobéznik A proto existuji maximélné ¢tyfi mozné tsecky s, pro
néz by se A(A,s) = 1. Pocet nové vznikljch lichob&znikia v T(S;) zarovenn bude nejvyse
pocet vSech lichobé&zniki v T(S;), ktery je z Lemmatu 1 O(i). Dostavame tedy nerovnost:
> Z MA, s) < 4T(S)| = O(i),
s€S; A€T(S
tzn. seCteme-li pocet vsech hchobezmku, které mohly vzniknout v i-tém kroku, bude jich
nejvyse O(1).
Pocet lichobézniki vzniklych pridanim tsecky s; € S; je u;. Protoze poradi tsecek v S;
generujeme nahodné, o¢ekavanou hodnotu u; uré¢ime pomoci prumeéru pies vSechny s € S;:

3> Z Mo < 22— oq),

SGS AeT(S

Odvodili jsme, Ze v kazdém kroku algomtmu vznikne o¢ekdvany pocet O(1) novych li-
chobézniki, tedy i O(1) novych vnitinich uzld v D. Spolu s jiz uréenym poctem listt v D
mame proto o¢ekavanou velikost O(n), nebot

+ZEU,<O +Zo n) 4+ O(n) = O(n). O

Véta 4. Necht S je mnoZina n tsecek v obecné poloze. Pak algoritmus MAPA vytvori li-
chobéznikovou mapu T(S) a ji prislusnou datovou strukturu D v oéekdvaném case O(nlogn).

Diikaz. Diky dokdzanym vétam, mame nyni situaci jiz pomérné snadnou. Prvni dva kroky
algoritmu MAPA maji sloZitost pouze O(n), nebot vypocet minim ¢i maxim stejné jako
zménu poradi lze reprezentovat jako nezavislé FOR cykly délky n. Treti krok znazornuje
suma pro ¢ = 1,...,n. Ve ¢tvrtém kroku je nejnaroc¢néjsi lokalizace levého koncového bodu
usecky s; v T(S;-1 ), kterd z Véty 2 probéhne v ocekavaném ¢ase O(logi). Pro odhadnuti
slozitosti patého a Sestého kroku vyuzijeme ocekavany pocet novych lichobézniki a vniti-
nich uzlt E[u;]. Z toho plyne celkova sloZitost algoritmu MAPA:

n) +Z{O(logi) + O(Ew))} = ZO(logz’) < O(nlogn). O
i=1 =1
Vsimnéme si, ze ocekavani v uvedenych vétach znamenalo primérovani pres vSechna
mozna usporadani tsecek, nezalezelo ovsem viibec na konkrétnich tiseckach nebo na hleda-
ném bodé ¢. Cely algoritmus tedy provede lokalizaci libovolného daného bodu v jakémkoliv
podrozdéleni 8 v o¢ekavaném case O(nlogn).
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