
Zadáńı př́ıklad̊u – 4. 10 2016

Př́ıklad 13 (normálńı rozděleńı). Model pro náhodný výběr X1, X2, . . . , Xn je z N(µ, σ2) a
ř́ıkáme, že X1, X2, . . . , Xn pocháźı z normálńıho rozděleńı, t.j. X ∼ N(µ, σ2). Parametr modelu
N(µ, σ2) je vektor θ = (µ, σ2). Hustota tohoto rozděleńı má tvar

f(x) =
1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R.

Př́ıklad 14 (standardizované normálńı rozděleńı). Model pro náhodný výběr X1, X2, |dots,Xn

pocháźı ze standardizovaného normálńıho rozděleńı, t.j. X ∼ N(µ, σ2), kde µ = 0, σ2 = 1. Parametr
modelu N(µ, σ2) je vektor θ = (0, 1). Hustota tohoto rozděleńı má tvar

φ(x) =
1√
2π
e
x2

2 , x ∈ R.

Př́ıklad 15 (dvojrozměrné normálńı rozděleńı). Náhodný vektor (X, Y )T má dvojrozměrné
normálńı rozděleńı

N2(µ,Σ), kde µ = (µ1, µ2)
T a Σ =

(
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)
,

s hustotou

f (x, y) =
1

2π
√
σ2
1σ

2
2 (1− ρ2)

exp

{
− 1

2 (1− ρ2)

{
(x−µ1)2
σ2
1
− 2ρ (x−µ1)(y−µ2)

σ1σ2
+ (y−µ2)2

σ2
2

}}
,

kde (x, y)T ∈ R2, µj ∈ R, σ2
j > 0, j = 1, 2, ρ ∈ 〈−1, 1〉 jsou parametry. Potom θ = (µ1, µ2, σ

2
1, σ

2
2, ρ).

Výraz v exponentu můžeme zapsat jako

−1

2

(
x− µ1

y − µ2

)T (
σ2
1 ρσ1σ2

ρσ1σ2 σ2
2

)−1(
x− µ1

y − µ2

)
.

Marginálńı rozděleńı 1 jsou X ∼ N (µ1, σ
2
1) a Y ∼ N (µ2, σ

2
2), ρ je koeficient korelace2(Viz obrázek 1)

Př́ıklad 16 (dvojrozměrné normálńı rozděleńı). (1) Nakreslete hustotu dvojrozměrného normálńıho
rozděleńı N2(µ,Σ) pomoćı funkce image() a superponujte ho s konturovým grafem hustoty toho
stejného rozděleńı pomoćı funkce contour(). (2) Nakreslete hustotu dvojrozměrného normálńıho
rozděleńı N2(µ,Σ) pomoćı funkce persp(). Hustotu rozsekejte na 12 interval̊u, kde hodnoty v těchto
intervalech budou odpov́ıdat barvám terrain.colors(12). Použijte následuj́ıćı parametry:

• µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0;

• µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0.5;

1Marginálńı rozděleńı je rozděleńı náhodné proměnné, zde X nezávisle na Y a naopak Y nezávisle na X.
2Z tohoto př́ıkladu je zřejmé, že na dostatečný popis dvojrozměrného normálńıho rozděleńı potřebujeme pět pa-

rametr̊u, t.j. středńı hodnotu a rozptyl pro marginálńı rozděleńı náhodných proměnných X a Y a korelačńı koeficient
ρ = ρ(X,Y ) popisuj́ıćı śılu lineárńıho vztahu X a Y .
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• µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1.2, σ2 = 1, ρ = 0.5.

Vzorové řešeńı je uvedeno na obrázku 1.
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Obrázek 1: Hustoty dvojrozměrného normálńıho rozděleńı při r̊uzných parametrech (prvńı řádek –
konturový graf; druhý řádek - perspektivńı trojrozměrný graf v podobě plochy); č́ım je ρ odlǐsněǰśı
od nuly, t́ım v́ıce se kontury lǐśı od kruh̊u (měńı se na elipsy); se zvyšuj́ıćım se rozd́ılem mez σ1 a
σ2 se zvětšuje rozd́ıl rozptýleńı koncentrických kruh̊u ve směru jednotlivých os (ř́ıkáme, že rozd́ıl
variability proměnných X a Y se zvětšuje.)

Př́ıklad 17 (standardizované normálńı rozděleńı). Náhodný vektor (X, Y )T má dvojrozměrné normálńı
rozděleńı

N2 (0,Σ) , kde 0 = (0, 0)T a Σ =

(
1 ρ
ρ 1

)
,

s hustotou

φ (x, y) = f (x, y) =
1

2π
√

1− ρ2
exp

{
−x

2 − 2ρxy + y2

2 (1− ρ2)

}
,

kde (x, y)T ∈ R2, ρ ∈ 〈−1, 1〉 jsou parametry, potom θ = (0, 0, 1, 1, ρ). Výraz v exponentu můžeme
psát jako

−1

2

(
x
y

)T (
1 ρ
ρ 1

)−1(
x
y

)
,
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marginálńı rozděleńı jsou obě N(0, 1) a ρ je koeficient korelace.

Př́ıklad 18 (standardizované normálńı rozděleńı). Necht’ náhodnou proměnnou X ∼ N(µ1, σ
2
1)

je největš́ı výška mozkovny (skull.pH; v mm) a náhodnou proměnnou Y ∼ N(µ2, σ
2
2) je morfologická

výška tváře (face.H; v mm). Necht’ X a Y maj́ı dvojrozměrné normálńı rozděleńı s parametry (µ1, µ2)
T

a σ2
1, σ2

2 a ρ jsou parametry kovariančńı matice Σ. Když od náhodné proměnné X odpoč́ıtáme
jej́ı středńı hodnotu µ1 a tento rozd́ıl poděĺıme odmocninou z rozptylu (σ1), dostaneme náhodnou
proměnnou ZX , která má asymptoticky normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ1 = 0 a rozptylem
σ2
1 = 1, což zapisujeme jako ZX ∼ N(0, 1). Pokud od náhodné proměnné Y odečteme jej́ı středńı

hodnotu µ2 a tento rozd́ıl poděĺıme odmocninou z rozptylu (σ2), dostaneme náhodnou proměnnou
ZY , která má asymptoticky normálńı rozděleńı se středńı hodnotou µ2 = 0 a rozptylem σ2

2 = 1,
což zapisujeme jako ZY ∼ N(0, 1). Potom (ZX , ZY )T má standardizované dvourozměrné normálńı
rozděleńı N2(µ,Σ) s parametry µ = (0, 0)T a σ2

1 = 1, σ2
2 = 1 a ρ jsou parametry kovariančńı matice

Σ.

Př́ıklad 19 (dvourozměrné normálńı rozděleńı). Simulaci pseudonáhodných č́ısel z N2(µ,Σ)
můžeme v R vytvořit následuj́ıćımi zp̊usoby:

1. použit́ım funkce mvrnorm() z knihovny MASS;

2. použit́ım funkce rmvnorm() z knihovny mvtnorm

3. použit́ım funkce rnorm() a následuj́ıćıho algoritmu:
Necht’ X1 ∼ N(0, 1) a X2 ∼ N(0, 1); potom (Y1, Y2)

T ∼ N2(µ,Σ), kde µ = (µ1, µ2)
T je vektor

středńıch hodnot a σ2
1 a σ2

2 a ρ jsou parametry kovariančńı matice Σ, přičemž śıla lineárńıho
vztahu Y1 a Y2 je daná velikost́ı a znaménkem ρ; Y1 = σ1X1+µ1 a Y2 = σ2(ρX1+

√
1− ρ2X2)+

µ2. Nasimulujte pseudonáhodná č́ısla Y1 a Y2 z N2(µ,Σ). Vypoč́ıtejte dvourozměrný jádrový
odhad hustoty (Y1, Y2)

T pomoćı funkce kde2d(). Nakreslete jej také pomoćı funkce image() a
superponujte jej kontúrovým grafem hustoty dvourozměrného normálńıho rozděleńı N2(µ,Σ)
pomoćı funkce contour(). Hustotu rozsekejte na 12 interval̊u, kde hodnoty v těchto intervalech
budou odpov́ıdat barvám terrain.colors(12). Při simulaci použijte následuj́ıćı parametry:

(a) µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0; (1) n = 50, (2) n = 500

(b) µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1, ρ = 0.5; (1) n = 50, (2) n = 500

(c) µ1 = 0, µ2 = 0, σ1 = 1, σ2 = 1.2, ρ = 0.5; (1) n = 50, (2) n = 500

Vzorové řešeńı viz obrázek 2.
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Obrázek 2: Hustoty dvourozměrného normálńıho rozděleńı
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