Zadani priklada — Statisticka inference I — 2016

Piiklad 20 (standardizované normadlni rozdéleni). Vypocitejte kritické hodnoty u(a) rozdéleni N(0,1), kde
a =0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Na vypocet pravdépodobnosti pod kvantilem se pouzivé funkce pnorm(Q). Na vypocet pravdépodobnosti nad kritic-
kou hodnotou se pouzivé funkce 1-pnorm(Q). Jelikoz je standardizované normélni rozdéleni symetrické okolo nuly,
u(a) = u(l — ).

Piiklad 21 (Studentovo t-rozdéleni). Vypocitejte kritické hodnoty Studentova t-rozdéleni se stupni volnosti
df = 10, tj. tgr(a), kde o = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Na vypocet pravdépodobnosti pod kvantilem se vyuziva funkce pt(Q,df). Na vypocet pravdépodobnosti nad kri-
tickou hodnotou se vyuziva funkce 1-pt(Q,df). Jelikoz Studentovo t-rozdéleni je symetrické okolo nuly, t4(a) =
tar(1 — a). Néjaky kvantil standardizovaného normalniho rozdéleni je piiblizné rovny kvantilu ¢-rozdéleni (resp.
pravdépodobnosti nad kritickymi hodnotami jsou pfiblizné stejné) az pro velmi vysoké stupné volnosti. Napi. 1-
pnorm(1.644869) ~ 1-pt(1.644869, 100 000)=0.05. Avsak napi. 1-pt(1.644869, 100)= 0.052.

Piiklad 22 (x? rozdéleni). Vypocitejte kritické hodnoty x2-rozdélen{ se stupni volnosti df = 10, tj. Xflf(a), kde
a = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Na vypocet pravdépodobnosti pod kvantilem anebo nad kritickou hodnotou se pouziva funkce pchisq(Q,df). Jelikoz
x2-rozdéleni neni symetrické, ng(a) =+ xif(l —a).

Priklad 23 (F-rozdéleni). Vypocitejte kritické hodnoty F-rozdéleni se stupni volnosti df; = 20 a dfs = 20, tj.
Faf, af,(a), kde o = 0.1, 0.05, 0.01, 0.025 a 0.005.

Na vypocet pravdépodobnosti pod kvantilem se pouzivd funkce pf(Q, dfl, df2). Na vypocet pravdépodobnosti
nad kritickou hodnotou se pouzivé funkce 1-pt(Q, dfl, df2). Jelikoz F-rozdéleni neni symetrické, Fyri gra(a) #
Fdfl,df2(1 - a).

Priklad 24 (binomické rozdéleni, binomicky experiment). Experiment sestdvajici z fixniho po¢tu Bernoulliho
experimentu (ozn. N) se nazyva binomicky experiment. Pravdépodobnost dspéchu ozna¢me p, pravdépodobnost
neuspéchu ¢ = 1 —p. Ndhodnd proménnd X je pocet pozorovanych tspéchu po dobu experimentu. Pravdépodobnost
X = z za podminky, ze X pochézi z binomického rozdéleni Bin(N,p), piseme jako

Pr(X =z) = (ZZ)pc”(l—p)N_I,x:O,L...,N (1)

(Ugarte a kol. 2008). Stfedni hodnota E[X] = Np a rozptyl Var[X] = Np(1 — p). Naprogramujte a zobrazte v R
pravdépodobnostni funkei a (kumulativni) distribuéni funkci pro Bin(5,0.5).
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Piiklad 25 (podil chlapct a divek v rodindch). Nechf X pfedstavuje pocetnost chlapcti mezi détmi v rodindch.
Zde muzeme predpoklddat, ze X ~ Bin(N,p), tj. rodina muze mit vychyleny pomér pohlavi déti ve sméru k
chlapcim nebo k divkdm. V realité tedy muzeme mit velmi mnoho rodin jen s chlapci nebo jen s dévéaty a nemame
dostatek rodin s pomérem pohlavi blizkym 51 : 49 (pomér chlapcu ku divkdm). Z toho ndm vyplyva, ze rozptyl
pocetnosti chlapcu bude ve skutec¢nosti vétsi nez rozptyl predpoklddany binomickym rozdélenim Bin(n, P).

Pi#iklad 26 (overdispersion v binomickém modelu). V klasické studii poméru pohlavi u lidf z roku 1889 na
zdkladé zdznamu z nemocnic v Sasku (vice informaci viz Lindsey a Altham, (1998)) zaznamenal Geissler (1889)
rozdéleni poctu chlapcu v rodinach. Mezi M = 6115 rodinami s N = 12 détmi pozoroval nasledujici pocetnosti
chlapct (n jsou pocetnosti chlapcu a m,, pocetnosti rodin s n chlapci).

n JJo[1 |2 [3 [4 |5 |6 |7 [8 |9 |10 [11]]12
my, [[3]247]104 1286 [ 670 [ 1033 [ 1343 [ 1112 [ 829 [ 478 [ 181 [ 45 [ 7

Vypocitejte m,, za predpokladu, ze pocetnosti chlapci X v rodindch maji binomické rozdéleni s parametry

po Znso™M _ o 00 2)
NM
a N =12, ozn. X ~ Bin(N, ).
## 0o 1 2 3 4 B 6 7 8 9 10 11 12

## pozorovane 3 24 104 286 670 1033 1343 1112 829 478 181 45 7
## ocekavane 1 12 72 258 628 1085 1367 1266 854 410 133 26 2



Pozorovane a ocekavane poc. chlapcu v rodine s 12 detmi
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## [1] 3.489269
## [1] 2.993832

Priklad 27 (Poissonovo rozdéleni; pocet havarii za tyden). Pokud kazdy z 50 milionu lid{ #idi v Tt&lii rid{
auto nasledujici tyden nezavisle, potom pravdépodobnost smrti pfi autonehodé bude 0.000002, kde pocet imrti ma
binomické rozdéleni Bin(50mil, 0.000002) anebo limitni Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 50mil x 0.000002 =
100.

Srovnani binomickeho a poissonova rozdeleni
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Piiklad 28 (Poissonovo rozdéleni; pruské armdadni jednotky). Necht poetnosti imrti X jako nasledek
kopnuti koném v Pruskych armédnich jednotkdch (Bortkiewicz, 1898) maji Poissonovo rozdéleni s parametrem A,
tj. X ~ Poiss(\). Pravdépodobnost, ze nékdo bude smrtelné zranény v daném dni, je extrémné mald. Mé&jme



10 vojenskych jednotek za 20-letou periodu s rozsahem M = 200 (200 = 10 x 20), kde, pfi pocetnostech dmrt{
n = 1,2,3,4,54+ v dané jednotce a v daném roce, zaznamendvame také pocetnosti vojenskych jednotek m,, pii
daném n, kde M = > m,, (viz tabulka). Vypocitejte ocekdvané pocetnosti, za predpokladu X ~ Poiss(A), kde

A ::zg%;izzl. (3)
n JJo |1 [2 [3]4]5+
my [ 109 [ 65 [22[3]1]0

## [1] 0.61

## 0 1 234 5+
## pozorovane 109 65 22 3 1 O
## ocekavane 109 66 204 1 O

Pozorovane a ocek. poc. umrti v pruskych arm. jednotkach
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Piiklad 29 (overdispersion v Poissonové modelu). Mgjme pocetnosti trazii n mezi délniky v tovarné, kde
pocetnosti délniku m,, pii daném n (viz tabulka) (Greenwood a Yule (1920)).

n [Jo |1 [2 |3 |[4]>5
my, || 447 [ 132 [42]21 |3 ]2

Vypocitejte otekdvané pocetnosti délniku za predpokladu, Ze pocetnosti trazu na délnika X maji Poissonovo
rozdéleni s parametrem
nm
P DALY (4)
Zn My
Ozn. X ~ Poiss(A).

## 0 1 2 345+
## pozorovane 447 132 42 21 3 2
## ocekavane 406 189 44 7 1 O



Pozorovane a ocekavane poc. Grazu mezi delniky v tovarne
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## [1] 0.6908308
## [1] 0.4683702

Piiklad 30 (binomické rozdéleni, simulaéni studie). Vygenerujte pseudondhodnd ¢isla X (pocetnosti uspéchit)
opakovand M-krat (M = 1000) z Bin(N,p), kde N = 5 a p = 0.5. Vytvoite tabulku vygenerovanych (simulo-
vanych) i teoretickych relativnich pocetnosti (pro n = 0,1,...,5). Superponujte histogram vygenerovanych pseu-
donahodnych ¢isel s teoretickou pravdépodobnostni funkei.

#it 0 1 2 3 4 5
## simulovane 0.036 0.155 0.329 0.288 0.160 0.032
## teoreticke 0.031 0.156 0.312 0.312 0.156 0.031

Pseudonah. cisla X~Bin(5,0.5)

0.20 0.25 0.30 0.35

Pr(X=x)
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uspechy X



Piiklad 31 (normdlni rozdéleni, simulaéni studie). Na zdkladé simulacn{ studie provéite, ze pokud X ~
N(150,6.25), potom X,, ~ N (150, &23). Pouzijte n = 30. Pro kazdou simulaci X vypoctitejte aritmetické priméry
T, m=1,2,..., M, kde M = 500000. Superponujte je histogramem v relativni skéle s teoretickou kiivkou hustoty

pro X,,. Vypoéitejte Pr(X,, > 151) ze simulovanych dat a porovnejte tento vysledek s teoretickou (ocekdvanou)
pravdépodobnosti. ReSeni viz obrazek 77.

## [1] "teoreticka:" "0.1855"
## [1] "simulovana:" "0.18616"
## [1] "teoreticka:" "0.0142"
## [1] "simulovana:" "0.01374"
## [1] "teoreticka:" "O"

## [1] "simulovana:" "2e-05"
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Pi#iklad 32 (normdlni rozdéleni, simulaéni studie). Necht X ~ N(u1,0%)aY ~ N(ug,03). Potom X,,, —Y,,, ~
2 2

N (1 — po, % + %) Generujte pseudondhodnd ¢ésla X a Y rozdéleni N([Lj,(sz), j=1,2, kde p; = 100, o1 = 10,

o = 50, oo = 9 pii (a) n1 = 4, ng = 5, (b) ny = 100, ny = 81. Pro kazdou simulaci X a Y vypoécitejte rozdil

Zm — Ym, m = 1,2,... M, kde M = 1000. Superponujte histogram téchto rozdilu v relativni skdle s teoretickou

kiivkou hustoty rozdilu X,,, — ¥,,,. Pro piipad (a) i (b) vypotitejte Pr(X,, —Y,, < 52) na zékladé empirického
(vygenerovaného) a teoretického rozdéleni X,,, — Y,,.

## [1] "teoreticke" "0.622"
## [1] "simulovane" "0.618"
## [1] "teoreticke" "0.921"
## [1] "simulovane" "0.936"
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Piiklad 33 (statistika). Mé&me ndhodny vybér (X;, Xo,..., X,)T, kde X; € R,i = 1,2,...,n, potom piiklady
statistik jsou:

e =" X, €eR,

e Th=>" X?eRtu{o},

o Ty= (3L, X1, 20, Xi) € R%

Priklad 34 (testovaci statistika, simulaéni studie). Na zdkladé simulaéni studie provéite, ze pokud ndhodnd
proménnd X md asymptoticky binomické rozdéleni Bin(N, p), potom testovaci statistika

X/N —-p

p(l—p)/N
mé asymptoticky normélni rozdéleni N(0,1). Pouzijte p = 0.1, 0.5, 0.9 a 1, a N = 5, 10, 30, 50 a 100. Oko-
mentujte vysledky ve spojitosti s Haldovou podminkou Np(1l —p) > 9. Pro kazdou simulaci X vypo¢itejte zw, m,

m=1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histogram vygenerovanych testovacich statistik v relativni skéle s
teoretickou kiivkou hustoty Zyy .
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Pfl’kladmluvf o pouzit{ jednovybérové testovaci statistiky pro parametr binomického rozdéleni (pravdépodobnost)
pro ruzné pravdépodobnosti a ruzné pocetnosti. Pokud neni Haldova odminka splnénd,neni mozné testovaci statis-
tiku pouzit.

Priklad 35 (testovaci statistika, simulaéni studie). Na zdkladé simula¢ni studie provéite, ze pokud
a) X ~ N(u,0%), kde u =0, 0% =1,
b) X ~ [(1 = p)N(p,0°) +pN(p,07)], kde p =0, 0> =1, p = 0.05, 0f = 2,

2
potom testovaci statistika F' = % m4 asymptoticky x2_; rozdélenf o n — 1 stupnich volnosti. Pouzijte rozsahy

nahodnych vybéra n = 15 a n = 100. Pro kazdou simulaci X vypoéitejte Fpo, m, m =1,2,..., M, kde M = 1000.
Superponujte histogram vygenerovanych testovacich statistik v relativni skéle s teoretickou kiivkou hustoty F'.
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Priklad 36 (hypergeometrické rozdéleni). Koupili jsme 10 cibulek ¢ervenych tulipdnu a 5 cibulek zlutych
tulipanu. Zasadili jsme 8 ndhodné vybranych cibulek.

a) Jakd je pravdépodobnost, ze zddnd nebude cibulka zlutych tulipdnia?
b) Jakd je pravdépodobnost, Ze jsme zasadili vSech 5 cibulek zlutych tulipana?

c¢) Jaké je pravdépodobnost, ze aspor dvé budou cibulky zlutych tulipdnu?

Piiklad 37 (hypergeometrické rozdéleni). Dité dostalo sicek, v némz bylo 5 ¢ervenych a 5 zlutych bonbénu.
Dité ndhodné vybralo ze sa¢ku 6 bonbénu. Jaka je pravdépodobnost, ze mezi vybranymi bonbdény budou pravée 2
cervené?

Piiklad 38 (multinomické rozdéleni — definice). Nechf N je pocet nezdvislych identickych pokusi a v kazdém
z nich muze nastat J > 2 navzdjem disjunktnich uddlost{ s moznymi odpovédmi X;; = 1 (udélost nastala) nebo
X;j = 0 (udélost nenastala), kdei =1,2,...,Naj=1,2,...,J. Potom X; = Zfil X;j. Pravdépodobnost nastant
Jj-té udélosti v i-tém pokuse Pr(X;; = 1) = p,, Z'j]:l p; = 1. Ndhodna proménnd X = (Xi,...,X,)T mé (J-
rozmérné) multinomické rozdéleni s parametry N a p, t.j. X ~ Mult;(N, p). Pravdépodobnost, ze X; je rovné
néjakému ¢islu n; zapisujeme jako

J
N! N! ,
Pr(Xyi=z1,...,.Xy=25) = 5 TPyt Py = B
T1:X2:...2J: HJ.’L‘J .
7=1
kde N = Z;.le X;, X; > 0 ax; = n; jsou realizace X;. Potom n = (n1,na2,...,n;)’. Pro marginalni rozdélenf

piseme X; ~ Bin(N, p;), kde stfedni hodnota E[X ;]| = Np;, rozptyl Var[X;] = Np;(1—p;), kovariance Cov[X;, X;] =
—Np;p;, korelaéni koeficient Cor[X;, X;] = (—pip;)//pi(1 — pi)pj(1 — pj). Stiedn{ hodnota E[X] = Np a kova-
rianén{ matice Var[X] = N(Dp — pp’), kde D, = diag(p) a

pi(l —p;) pokud i=j
(Dp — ppT)ij = ( ) .
—PpiDj pokud 7 7 j.

10



Priklad 39 (multinomické rozdéleni). Méjme proménnou barva vlasi (blond — BIH, hnédd — BrH, zrzava —
RH) a proménnou barva o&i (modré — BIE, hnédd — BrE, zelend — GE). Jejich interakce jsou usporddané v tabulce
jako X, (BIH-BIE), X, (BIH-BrE), X3 (BIH-GE), X, (BrH-BIE), X5 (BrH-BrE), X, (BrH-GE), X; (RH-BIE), X5
(RH-BrE), Xy (RH-GE). Predpoklddejme, ze mame ndhodny vybér s rozsahem N = 100. Pravdépodobnosti p;,
j=1,...,9 viz nasledujici tabulka.

Barva vlasti / barva o || modrd (BIE) hnédé (BrE) zelend (GE)

blond (BIH) 0.12 0.15 0.03
hnéda (BrH) 0.22 0.34 0.04
zrzava (RH) 0.06 0.01 0.03

Vypocitejte E[Xs], E[Xs], Var[Xs], Var[Xs], Cov[Xa, Xg] a Cor[Xa, Xg].

Priklad 40 (sou¢inové multinomické rozdéleni — definice). Nechf N je pocet nezavislych identickych pokust
a v kazdém z nich muze nastat J > 2 navzdjem disjunktnich uddlost{ s moznymi odpovédmi Xj;; = 1 (udalost
nastala) anebo Xj;; = 0 (uddlost nenastala), kde i = 1,2,..., Ny, k =1,2,...,K a j = 1,2,...,J. Necht X; =
Zivzkl Xkji a Zszl Nj = N. Pravdépodobnost nastani (j)-té udalosti v i-tém pokuse k-té skupinyje Pr(Xz;; = 1) =
Pkj = Djlk> E;.le pr; = 1. Ndhodnd proménnd Xy = (Xp1, Xk2, - - -, Xgs)T mé (J-rozmérné) multinomické rozdélenf
s parametry Ny a px = (Pr1,---,Pks) ", t.j. Xp ~ Mult;( Ny, pi)-Realizace ndhodné proménné X, oznacujeme jako
x). Potom xx; = ny; a navic ng = (ng1, nka, ..., nks) T . Necht X jsou nezdvislé, potom X = (X1, Xa, ..., Xg)T
ma soucinové multinomické rozdéleni s parametry 8y = pg, k=1,2,..., K.

Priklad 41 (souéinové multinomické rozdéleni). 1. Méjme data z prikladu |39| a ndhodny vybér s rozsahy
N1 = 30 pro blond barvu vlasi, N = 60 pro hnédou barvu vlasi a N3 = 10 pro zrzavou barvu vlasu.
Oznac¢me interakce proménnych nédsledovné: X1; = Xy (BIH-BIE), X2 = Xy (BIH-BrE), X135 = X3,
(BIH-GE), X21 = Xyj2 (BrH-BIE), X2 = Xy (BrH-BrE), Xo3 = X35 (BrH-GE), X531 = X3 (RH-BIE),
X32 = X2|3 (RH—BI‘E), X33 = X3|3 (RH—GE), kde X1 = (Xll,Xlg,Xlg)T, Xg = (X21,X227X230)T a X3 =
(X31, X302, X33)7. Potom X = (Xy,X5,X3)7 mé soucinové multinomické rozdéleni s K = 3, Ny = 30,
Ji1 =3, Ny =60, J, =3 a N3 =10, J3 = 3. Zapis s X, kde j = 1,2,3 a k = 1,2,3 zvyraziuje fakt, ze
rozdéleni je podminéno barvou vlasi, t.j. rozdéleni ve sloupcich tabulky je podminéné jejim fddkem. Realizace
xj), znacime jako nj, pravdépodobnosti ekvivalentni X, = x; znacime jako p;r = pr;. Vypocitejte
podminéné pravdépodobnosti p;, ocekdvané pocetnosti Nypyj, Var[Xoo], Var[Xss], Var[Xas], Cov[Xaz, X32],
COV[XQQ,XgQ] a COI‘[XQQ,XgQ], COI‘[XQQ,XQg].

2. Cely postup zopakujte pro N1 = 20, No = 30 a N3 = 50.

Priklad 42 (souéinové multinomické rozdéleni). Meéjme proménnou barva vlasi (blond — BIH, hnéda — BrH,
zrzavd — RH) a proménnou barva o&i (modra — BIE, hnédd — BrE, zelend — GE). Jejich interakce jsou usporadané
v tabulce jako X; (BIH-BIE), X, (BIH-BrE), X5 (BIH-GE), X, (BrH-BIE), X5 (BrH-BrE), X5 (BrH-GE), X5
(RH-BIE), X5 (RH-BrE), Xy (RH-GE). Jim odpovidaji pravdépodobnosti p;, 7 =1,...,9

Barva vlasii / barva o¢i || modrd (BIE) hnédé (BrE) zelend (GE)

blond (BIH) 0.12 0.15 0.03
hneéda (BrH) 0.22 0.34 0.04
zrzava (RH) 0.06 0.01 0.03
X = (X1,Xs,...,X9)T ~ Multyg(N,p). Transformujte multinomicky model na souc¢inovy multinomicky model

nésledovné:
1. vypocitejte fadkoveé margindlni pravdépodobnosti p; ;

2. vypocitejte sloupcové marginalni pravdépodobnosti p ;
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3. podminéné pravdépodobnosti pjr = py;

. ST . 3 <1z
Jakému ¢islu jsou rovné sumy ijl Pj|k pro kazdé k7
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