Binomické rozdéleni

Priklad 1 (binomické rozdéleni; maximéalné vérohodny odhad p). Necht X ~ Bin(N,p) a realizace X jsou
x = n. Pfedpokladejme, ze jsme pozorovali (a) x = 2, (b) z = 10 a (¢) z = 18 uspéchu v N = 20 pokusech.

a) Pomoci R vypocitejte maximdlné vérohodny odhad p. Vysledek zobrazte do grafu spolu s logaritmickou funkei
vérohodnosti.

b) Naprogramujte Newton-Raphsonovu iteraéni metodu. Touto metodou nahrad’te funkci optimize(), naleznéte
maximalné vérohodny odhad parametru p, vysledek zaneste do grafu spolu s logaritmickou funkei vérohodnosti
(grafy budou stejné, jako grafy vygenerované v ¢ésti (a)).

¢) Pomoci R vypocitejte maximédlné vérohodny odhad p. Vysledek zobrazte do grafu spolu s funke{ vérohodnosti.

ad a) ## [1] 0.1000006
## [1] 0.5
## [1] 0.8999994

Logaritmus verohodnostni funkce + MLE parametru p — funkce optimize()

1
|
o o ! o
T T ! Sl
1
|
=) o : [=)
T ] ¥ 7 . $
1
= x | =
= = ! =
- o = o ' = o
© A © ' © -
[ I ' [
1
|
o o : o
P . ' P
1
|
o o : o
[ [ . o ]
i 1 i 1 i 1
b T T T T T ' T T T T b T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10 00 02 04 06 08 10
pravdepodobnost p pravdepodobnost p pravdepodobnost p
maximum v bode p=0.1 maximum v bode p=0.5 maximum v bode p=0.9
ad b) ## [1] 0.1
## [1] 0.5
## [1] 0.9



Logaritmus verohodnostni funkce + MLE parametru p — Newton Raphsonova metoda
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ad ¢) ## [1] 0.09998216
## [1] 0.5
## [1] 0.9000178

Verohodnostni funkce + MLE parametru p — funkce optimize()
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Priklad 2 (Z(p) a rozptyl pro p; X ~ Bin(N,p)). Z funkce vérohodnosti odvod’te pozorovanou Fisherovu miru
informace Z(p) a rozptyl Var[p].



Priklad 3 (maximdlné vérohodné odhady; binomické rozdéleni). Za piedpokladu, Ze ndhodna proménnd X
mé binomické rozdéleni, vypocitejte maximédlné vérohodny odhad p pomoci logaritmu funkce vérohodnosti I(p|x).
Porovnejte tento odhad s vyrazem Zivzl x;/N. Realizacemi ndhodné proménné X jsou nésledujici bindrni proménné:

(a) pohlavi (sex; data: one-sample-probability-sexratio.txt, kde oznaceni pohlavi 'divka’ (’f’) pfreznaéime na 1 a
oznaceni pohlavi ’chlapec’ ('m’) pfezna¢ime na 0;

(b) pohlavi (sex; data: two-samples-probabilities-sexratio.txt), kde oznaceni pohlavi 'muz’ ('m’) pfeznacime na 1 a
oznaceni pohlavi "zena’ (’f’) preznac¢ime na 0.

V pifpadé (a) pocitdme pravdépodobnost vyskytu dévéat a v pripadé (b) pravdépodobnost vyskytu chlapcu.

## [1] "a) Odhad parametru p= 0.4804"
## [1] "b) Odhad parametru p= 0.5274"

Priklad 4. 1. Nakreslete skalovany logaritmus funkce vérohodnosti binomického rozdéleni. Na z-ové ose bude
p a na y-ové ose In L(p) = I(p|x) — max(I(p|x)). Porovnejte In L(p) s kvadratickou aproximaci vypocitanou

pomoci Taylorova rozvoje In £(p) = In (igg}ig) ~—1Z(p)(p — D)%

2. Necht skére funkce S(p) = a% In L(p|x). Vezmeme-li derivaci kvadratické aproximace uvedené vyse, dostaneme
S(p) = —Z(p)(p — p) anebo —Z~'/2(p)S(p) ~ IT*/?(p)(p — p). Potom zobrazenim pravé strany na z-ové ose a
levé strany na y-ové ose dostaneme asymptoticky linedrni funkci s jednotkovym sklonem. Asymptoticky také
plati Z'/2(p)(p — p) ~ N(0,1), Je postacujici mit rozsah z-ové osy (—2;2), protoze funkce je asymptoticky
(lokélné) linedrni na tomto intervalu. Rozumné skdlujte y-vou osu. Zobrazte pro (a) n = 8, N = 10, (b)
n =280, N =100 a (c) n =800, N = 1000 (p € (0.5;0.99)). Okomentujte rozdily mezi (a), (b) a (c).
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