Ustav matematiky a statistiky
Prirodovédecka fakulta
Masarykova univerzita

Statisticka inference 1

Zadani domactho ukolu — rok 2016

Stanislav Katina, Veronika Bendova

katina@math.muni.cz, 37566120math.muni.cz

12. prosince 2016



KATINA, S., BENDOVA, V., 2016: STATISTICKA INFERENCE I 1

Instrukce k domdacimu tkolu: Odevzddvd se jeden pdf soubor nazvany prijmeni-jmeno-text-statinf-1-2016.pdf
(obsahuje feseni piikladl, obrazky, @R-kéd napsany v TgXu), jeden zdrojovy soubor naprogramovanych funkci
prijmeni-jmeno-source-statinf-1-2016.R a jeden soubor @R-kédu konkrétnich zadani z DU prijmeni-jmeno-priklady-
statinf-1-2016.R, ktery pouziva tento zdrojovy kéd. Dejte si zalezet na piehlednosti programovaného kédu, na do-
plnéni komentéiu a vhodného uziti zavedenych pravidel, které mate k dispozici v prezentaci Standards of programming
in R: R style guide. Také vénujte svou pozornost a ¢as dostateénym popisum va8ich ivah a zvolenych postuptu a
interpretacim vysledki, at uz éiselnych nebo grafickych. I to bude souédsti celkového hodnoceni tikolu. Na psani
@-kédu doporucuji TEXovsky balicek listings avytvoreni prostfedi v hlaviéce dokumentu pomoci nésledujiciho
kédu:

\lstset{language=R, % nastavenie jazyka R
basicstyle=\footnotesize\ttfamily, % typ pisma R-kodu
commentstyle=\ttfamily\color{farball, % farba komentara k funkciam
numberstyle=\color{farba2}\footnotesize, % farba a velkost cislovania
numbers=1left, % cislovanie vlavo

stepnumber=1, % cislovanie po krokoch jedna
frame=leftline, % vytvorenie lavej hranicnej ciary
breaklines=true} % zalomenie riadkov

V textu potom kéd vkldddme do prostiedi \begin{lstlisting} a \end{lstlisting}.

DUje nutné odevzdat 7 dni pred terminem zkousky, na ktery se prihldsite.
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Priklad 1. Jana s Bédrou a Vojtiskem dostali hotko-mléény adventni kalendaf, ve kterém je polovina ¢okolad
hotkych a polovina ¢okolad mléénych, pricemz prichuté ¢okolad jsou v kalendari rozmistény ndhodné. O ¢okolady
se déti rozhodly podélit rovnym dilem, ale protoze je Vojtisek nejmensi, dovolily mu sestry, aby svuj dil ¢okolad
snédl jako prvni.

1.

Vypocitejte, jaka je pravdépodobnost, ze Vojtisek, ktery viibec nema rad hoikou ¢okolddu, bude mit ve svém
dilu:

a) vsechny ¢okolddy mlécné,

b) maximélné jednu ¢okolddu hoikou,

¢) vice nez polovinu pfidélenych ¢okoldd mléénych.

Ziskdné pravdépodobnosti interpretujte, vzdy uved'te odpovéd.

Nakreslete graf pravdépodobnostni a distribuéni funkce rozdéleni, které popisuje rozlozeni poc¢tu mlécnych
cokolad ve Vojtiskové piidélu. Grafy fadné okomentujte.

Priklad 2. Nactéte datovy soubor 01-one-sample-mean-skull-mf.txt obsahujici idaje o délce a sifce lebky ze starovéké
egyptské populace.

1.

Vytvoite tabulku zdkladnich charakteristik (prumeér, rozptyl, smérodatnd odchylka, median, 1.kvartil, 3.kvar-
til, IQR, koeficient Sikmosti a Spicatosti) pro délku a sfiku lebky starovéké egyptské populace.

. Nakreslete histogramy (v rel. kdle) pro délku a sitku lebky starovéké egyptské populace.

. Vypocitejte Pearsonuv korela¢ni koeficient pro vztah délky a sitky lebky egyptské populace a zavislost obou

velicin demonstrujte pomoci teckového grafu.

. Vypocitejte dvourozmérny jadrovy odhad hustoty délky a sitky lebky starovéké egyptské populace, zakreslete

jej pomoci funkce image() a superponujte jej

a) konturovymi kiivkami dvourozmérného jidrového odhadu,

b) teoretickymi konturami dvourozmérného normélniho rozdéleni, kde stfedni hodnoty p; a g, rozptyly o
a o3 a korelaén{ koeficient p nahrad'te jejich MLE odhady zfskanymi z dat.

Pozndamka: Pohlidejte si, aby kontury presné sedély s barevngmi prechody image grafu.

. Dvourozmérny jddrovy odhad hustoty vykreslete také pomoci funkce persp(). Hustotu rozsekejte na 12 inter-

vali, kde hodnoty v téchto intervalech budou odpovidat barvdm terrain.colors(12).

. Bylo v tomto piipadé vhodné pouzit Pearsonuv korela¢ni koeficient k uréeni zdvislosti mezi délkou a Sirkou

lebky? Kterou informaci z datového souboru jsme pfi poc¢itani korela¢niho koeficientu zanedbali a jak se to
projevilo v grafech dvourozmérného jadrového odhadu?

. Zohlednéte informaci, kterou jsme na zac¢atku piikladu zanedbali, a vygenerujte novy teckovy graf, oddélujici

barevné zanedbanou vlastnost, a superponujte jej konturami dvourozmérného jadrového odhadu. Urcete nové
korela¢ni koeficienty zohlednujici zanedbanou informaci z datového souboru.

Vsechny vysledky a grafy okomentujte, své zavéry a postupy zduvodnéte. Nezapomeiite na piresnou interpretaci
Pearsonovych korela¢nich koeficientu.
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Priiklad 3. 1. Nakreslete skdlovany logaritmus profilové funkce vérohodnosti normalniho rozdéleni pro u. Na ose
2 bude p a na ose y In Lp(p|x) = Ip(p|x) — max(lp(u|x)). Porovnejte In £Lp(p]x) s kvadratickou aproximact

vypo&itanou pomoci Taylorova rozvoje In £p(u|x) = ln(figgig) ~ —iT(0)(n— )2

2. Necht skére funkce S(u) = % In Lp(u|x). Vezmeme-li derivaci kvadratické aproximace uvedené vyse, dosta-
neme S(p) ~ —Z(f)(u — i) nebo —Z~1/2(10)S(u) ~ Z/?(fi) (i — fi). Potom zobrazenim pravé strany na ose
T a levé strany na ose y dostaneme asymptoticky linedarni funkci s jednotkovym sklonem. Je postacujici mit
rozsah osy x rovny (—2,2), protoze funkce je asymptoticky (lokélné) linedrni na tomto intervalu. Rozumné
skélujte osu y. Zobrazte pro (a) n = 10, (b) n = 100 a (c) n = 1000. Pouzijte (1) X ~ N(0,1) a (2)
X ~(1—=p)N(0,1)+pN(0,2), kde p = 0.05. Okomentujte rozdily mezi (a), (b) a (c), stejné jako rozdily mezi
(1) a (2).

Piiklad 4. maximélné vérohodny odhad pu a o2

Vygenerujte pseudondhodnd ¢isla z X ~ N(4,1), n = 1000.

1. Napiste logaritmus odhadnuté a profilové funkce vérohodnosti pro u a 02 a porovnejte maximalné vérohodné
odhady parametrii p a o2 ziskané maximalizaci téchto funkei. Nakreslete grafy l.(u|x), Ip(p|x), l.(0?]x) a
Ip(0?|x), kde zvyraznite polohu maxim téchto funkei.

2. MLE odhady parametrii 1 a 02 z bodu 1 najdéte pomoci

(a) funkce optimize(),
(b) Newton-Raphsonovy metody (naprogramujte),

(c) metody se¢en (naprogramujte).

Ziskané odhady zaokrouhlete na Sest desetinnych mist, uspordadejte do prehledné tabulky a vzajemné porov-
nejte.

H optimize() Newton-Raphson metoda.secen

Porovnejte také numerické metody, s jejichz pomoci byly parametry odhadnuty. Kterd z pouzitych nume-
rickych metod je pro odhadovani parametru efektivnéjsi a pro¢? Porovnani ziskanych odhadu a numerickych
metod slovné popiste, rozeberte a své zavéry zduvodnéte.

3. Napiste logaritmus funkce vérohodnosti pro @ = (u,02)” a provéite, zda je maximalné vérohodny odhad
0 dostatecns blizko k jeho skutecné hodnoté. Nakreslete graf [(0]x), kde na z-ové ose bude parametr p a
na y-ové ose parametr o2, pouzitim funkce image() a superponujte ho konturovym grafem pouzitim funkce
contour(). Zvyraznéte polohu maxima.
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Piiklad 5. Simulaéni studie Na zdkladé simulac¢ni studie ovéite, ze pokud
a) X ~ N(u,0%), kde u =0, 0% =1,

b) X ~[(1 = p)N(u,0f) +pN(u,03)], kde p=0, 0f =1, 03 =4, p = 0.1,
potom

1. testovaci statistika 3
F—

NG

mé Studentovo rozdéleni o n — 1 stupnich volnosti Ty ~ t,_1,

tw =
S

2. testovaci statistika )
:f —
thy = (“ ﬁ)
s
ma Fisherovo rozdéleni o 1 a n — 1 stupnich volnosti T‘?V ~Fy .

Pouzijte rozsahy ndhodnych vybéri n = 15 a n = 500. Pro kazdou simulaci X vypocitejte ty,,, (resp. t%V,m)’
m=1,2,..., M, kde M = 1000. Superponujte histogram vygenerovanych testovacich statistik v relativni skéle s
teoretickou kiivkou hustoty Studentova (resp. Fisherova rozdéleni). Vygenerované histogramy pro n = 15 a n = 500
jakozto i pro rozdélen{ (a) a (b) vzdjemné srovnejte a srovnani slovné okomentujte.

Piiklad 6. Poissonovo rozdéleni: éast 1 — odvozeni Necht ndhodn4 veli¢ina X pochézi z Poissonova rozdéleni,
X ~ Po(X) a realizace X = .
Pro ndhodou veli¢inu X odvod'te

1. pravdépodobnostni funkei f(x, \),

2. vérohodnostn{ funkci (+ uved'te, jak vypadd jadro) L(\|z),

3. logaritmus vérohodnostni funkce (+ uved'te, jak vypada jadro) I(\|z),
4. skére funkei S(A),

~

5. maximélné vérohodny odhad parametru A, ozn. A,

~

6. pozorovanou Fisherovu miru informace Z(\),

—

7. rozptyl odhadu parametru A, ozn. Var[\].
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Piiklad 7. Poissonovo rozdéleni: ¢ast 2 — maximalné vérohodné odhady Méjme pocetnosti trazu mezi
délniky v tovarné, kde pocetnosti délniku m,, pii daném poétu drazu n jsou uvedeny v ndsledujici tabulce (Gree-
nwood a Yule (1920)).

1. Vypocitejte maximalné vérohodny odhad parametru A
(a) pomoci maximalizace vérohodnostni funkce; vysledek zobrazte do grafu s kiivkou vérohodnostn{ funkce
Poissonova rozdéleni,
(b) pomoci maximalizace logaritmu vérohodnostni funkce; vysledek zobrazte do grafu s kiivkou logaritmu

vérohodnostni funkce Poissonova rozdéleni.

2. Naprogramujte metodu seCen a s jeji pomoci vypocitejte maximalné vérohodny odhad parametru A. Vysledek
zobrazte do grafu s

(a) kiivkou vérohodnostn{ funkce Poissonova rozdéleni,

(b) kiivkou logaritmu vérohodnostni funkce Poissonova rozdéleni.
3. Vypocitejte odhad rozptylu odhadu parametru A ziskaného pomoci

(a) maximalizace vérohodnostni funkce,
(b) maximalizace logaritmu vérohodnostni funkce,
(¢) metody secen.

4. Vs8echny tii odhady parametru A a k nim pfislusné odhady rozptylu zaokrouhlete na Sest desetinnych mist a
usporadejte do prehledné tabulky

| maximalizace L(A|x) maximalizace [(A|x) metoda secen

)\

—

Var[)]

Ziskané odhady porovnejte s explicitné vyjddienymi odhady (zaokrouhlenymi téz na Sest desetinnych mist).
Porovnéni slovné opiste, stejné jako vygenerované grafy.

Piiklad 8. Poissonovo rozdéleni: ¢ast 3 — kvadraticka aproximace logaritmu funkce vérohodnosti

1. Pro data z piikladu [7] nakreslete skdlovany logaritmus funkce vérohodnosti Poissonova rozdéleni. Na x-ové
ose bude A a na y-ové ose In L(A|x) = I(A|x) — max(I(A|]x)). Porovnejte In L(A|x) s kvadratickou aproximaci

vypocitanou pomoci Taylorova rozvoje In £L(A|x) = In (2%13) ~ —%I(X)(A - X)Q

2. Necht skére funkce S(\) = 8% In L(A]x). Vezmeme-li derivaci kvadratické aproximace uvedené vyse, dostaneme
S(A) = —Z(A)(A — ) anebo
— 7208\ = ZV2(N)(A = N). (1)

Potom zobrazenim pravé strany na x-ové ose a levé strany na y-ové ose dostaneme asymptoticky linedrni
funkei s jednotkovym sklonem. Nakreslete graf, kde na z-ové ose bude vynesena prava strana rovnosti[l| a na
y-ové ose leva strana rovnosti[l} Kfivku superponujte linearni kiivkou z = y. Rozumné skalujte xz-vou a y-vou
osu. Vygenerované grafy fadné okomentujte.
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