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1. Uvod a motivacny priklad
Definicia 1.1. Majme pravdepodobnostny priestor (2,.4, P). Nahodné javy A;, As, ... € A tvoria tplny
systém javov, ak plati

(1.1) AnAj=0, i#j a [JA=q
=1

Poznamka. Uplny systém javov méze byt aj koneény.
Veta 1.1. (Vzorec pre tplni pravdepodobnost). Nech Aq, As, ... je iplny systém javov v pravdepodob-
nostnom priestore (2, A, P) taky, ze

(1.2) P(A) >0, i=1,2 ...
Potom plati
(1.3) P(B) = Y P(B|A:)P(4).

Dokaz:
P(B) = P(BNQ) = P(BNUZ, A) = P(UZi(BNA)) = 372, P(BNA;) = 3777, P(B|A;) P(A).
&
Veta 1.2. (1. Bayesov vzorec). Nech Aj, A, ... je Gplny systém javov v pravdepodobnostnom priestore
(Q, A, P) taky, ze
P(4;)>0, i=1,2,...

Ak P(B) > 0, tak plati

(1.4) P(A;|B) = ngﬂgl)i()ﬁ)&)’ j=1,2, ...




Dokaz:
Pre Tubovolné j je
P(BNA;)  P(BJAj)P(4;)

P(4;|B) = P(B) >0, P(B|A;)P(A;)

&

Veta 1.3. (2. Bayesov vzorec). Nech Ay, As, ... je Gplny systém javov v pravdepodobnostnom priestore
(Q, A, P) taky, ze P(A;) >0, i=1,2,....dalej A€ A, ze P(A) >0a B c A. Plati

> (i P(Anan >0y P(Ai)) P(AA;) P(B|AN A;)
> e P(AA)P(A)) '

(1.5) P(B|A) =

Dokaz: spravte si sami.
Poznamka. Vety 1.1, 1.2 a 1.3 platia aj v pripade, Ze uplny systém javov je konecny.
Poznamka. P(A;) v Bayesovych vzorcoch si tzv. apriérne pravdepodobnosti a P(A;|B) aposteriorne
pravdepodobnosti (po vykonan{ pokusu s vysledkom B).
Pozndmka. V pripade 1. Bayesovho vzorca ide o riesenie situdcie, ked mame hypotézy A1, ..., ktoré
sa navzajom vylucujui, ale vyGerpavaji vSetky moznosti. Pozndme ich (apriorné) pravdepodobnosti P(A;).
Nastal jav A a pozndme pravdepodobnosti P(A|A;). Pytame sa na (aposteriérne; nové, ktoré beri do dvahy
skuto¢nost, Ze mastal A) pravdepodobnosti P(A;|A)
V pripade 2. Bayesovho vzorca ak nastal jav A, pytame sa na pravdepodobnost javu B.
Poznamka. Nie je vzdy jednoduché volit spravny pravdepodobnostny model pre vypocet podmienenych
pravdepodobnosti.
Priklad 1.1. (Lekdrska diagnostika). Vieme, Ze urcitou (konkrétnou) chorobou Ch trpi 1% populdcie.
Choroba je diagnostikovana na zaklade vysetrenia, ktorého spolahlivost je
(i) 95% ak vysetrovand osoba trpi chorobou Ch
(ii) 70 % ak vySetrovand osoba netrpi chorobou Ch.
Vysetrujeme nshodne zvolent osobu. Uréte pravdepodobnost spravnej diagnézy, ak vysledok vySetrenia je
(a) pozitivny (podla vysledku vysetrenia je osoba chord)
(b) negativny (podla vysledku vySetrenia je osoba zdrava).
Riesenie:
Oznatme jav
A — vySetrovand osoba trpi chorobou Ch (je chord)
B — vysledok vySetrovania je pozitivny
Zo zadania vieme
P(A) = 0.01 (pravdepodobnost, ze vybrana osoba je chord) Této pravdepodobnost sa vold prevalencia
alebo tiez apriorné pravdepodobnost choroby
Vysetrenie (spolahlivost vySetrenia) sa charakterizuje dvomi charakteristikami, a sice
pravdepodobnostou P(B|A) = 0.95 tzv. citlivost testu alebo aj senzitivita testu
pravdepodobnostou P(B|A) = 0.7 tzv. $pecificita testu.
(a) Méame ur¢it vlastne P(A|B) (lebo v tomto pripade vysledok testu bol pozitivny, teda test hovori, Ze
vySetrovand osoba je chora (diagnéza je, Ze pacient je chory) a my mame urcit pravdepodobnost spravne;j

dignézy).



Zo zadania vieme, ze P(A) = 0.01, P(A) =0.99, P(BJA) =0.95a P(B|A) = 1-P(BJA) = 1-0.7 = 0.3.
Podla Bayesovho vzorca (A, A st hypotézy)

P(A)P(B|A) 0.01-0.95

= = — 0.030995.
P(A)P(B|A) + P(A)P(B[A)  0.01-0.95+0.99-0.3

P(A|B) =

Je to aj aposteriérna pravdepodobnost, Ze pacient je chory, ak vysledok testu bol pozitivny. Je to prekvapivy
vysledok. ¢akali by sme ”omnoho lepsi” vysledok.

Celkom mame 29 700 + 950 = 30 650 pozitivnych vysledkov, z toho spravne pozitivnych je 950, ¢ize
P(A|B) = 950 = 0.030995.

30650 _
(b) Analogicky (zase A, A st hypotézy)

P(A|B) = — PAPBIA) 099 0.7 = 0.99928.
P(A)P(B|A) + P(A)P(B|A) ~ 0.99-0.7+0.01-0.05

Je to aposteriérna pravdepodobnost, Ze pacient nie je chory, ak vysledok testu bol negativny. Naozaj
celkovo mame 69 300 + 50 = 69 350 negativnych vysledkov, z toho spravne negativnych je 69 300 a teda

pravdepodobnost spravnej diagnézy u negativnych vysledkov testu je P(A|B) = 89350 = 0.99928.

2. Bayesova veta

Uvedme si zdkladné tvrdenia.
Veta 2.1. (O podmienenej hustote). Nech \ a v st o0 —koneéné miery a nech zdruzend hustota ndhodnych
vektorov Y € R" a Z € R"~" vzhladom k p = A x v je p(y, z). Nech

(21) i) = [ ply2)iv
je margindlna hustota ndhodného vektora Y. Potom podmienena hustota vektora Z pri pevhom Y =y je
rovna
p(ylz)/q(y), ak q(y) #0,
(2.2) r(zly) =
0, ak ¢(y) =0.

Doékaz: néjdete v Andélovej knizke, str. 53.

Pri nagich postupoch je klucova
Veta 2.2. (Bayesova). Nech ¢(y) je margindlna hustota ndhodného vektora Y a r(z|y) podmienend hustota
ndhodného vektora Z pri danom Y = y. Potom podmienena hustota s(y|z) ndhodného vektora Y pri danom

Z = z je rovna

q(y)r(zly)
2.3 oy12) 4 T a0 )G ak [, q(y)r(zly)d\(y) # 0,

0, inak.

Dokaz: najdete v Andélovej knizke, str. 54.
Samozrejme Vety 2.1 a 2.2 platia aj v pripade, ze Y a Z st ndhodné veli¢iny. V tychto textoch budeme
uvazovat A a v alebo Lebesgueovu mieru, alebo séitaciu mieru. Teda g(-),7(-| - -) a s(-) s hustoty vzhladom

k tymto o—koneénym mieram.



Inferencia (usudzovanie)

Aby sme videli, ako Bayesova veta sluzi pre Statisticku inferenciu, predpokladajme, ze mame dvojicu
nahodnych vektorov (@', Y’)’, pricom P(®@ € Q € B,,) =1, P(Y € Y € B,,) = 1 (B,, je systém borelovskych
podmnozin priestoru R™). Pozndme

a) podmienenu hustotu pravdepodobnosti vektora Y vzhladom k o —koneénej miere Ay), za predpokladu,

ze je dana hodnota 8 ndhodného vektora ©

(2.4) f(y16),
b) hustotu pravdepodobnosti ndhodného vektora ® vzhladom k o—koneénej miere v/(8)
(2.5) ().
Podla Vety 2.1 zdruzend hustota pravdepodobnosti (®’,Y’)’ vzhladom k p = v x X sa rovna
(2.6) 9(0,y) = m(6)f(y]6),

marginédlna hustota pravdepodobnosti veli¢iny Y (predikénd hustota) je

)= [ =(O)f(v10)v(0)
a podmienend hustota @, za predpokladu, Ze je zndma hodnota Y =y, sa rovna

_g9(0y) 7(0)f(y|0)
@7) O =Gy T T w0)f(y]0)dr (6)

Pre ddta y mame pravdepodobnostny model, t.j. predpokladdme, ”Ze sa riadia” hustotou f(y|0) (v pripade

spojitych udajov) alebo pravdepodobnostnou funkciou (v pripade diskrétnych tdajov). Obycajne hustotu
zapisujeme ako f(y;0), ale v tomto pripade hustotu zapisujeme ako f(y|0), aby sme zdoéraznili, Ze pravde-
podobnostny model je hustotou pre data za predpokladu, Ze hodnota parametra je 8. Dalej predpokladajme,
7e sme schopnf vyjadrit "néas ndzor” (naSe presvedéenie) tykajiice sa parametra 6 vo forme apriérnej hustoty
7(0). Tito hustotu musime vediet "skonstruovat” separdtne (inou cestou, inak) nez z nameranych dat.

Pozndamka. Ak Y m4 (absolitne) spojité rozdelenie (A je Lebesgueova miera) a © tiez absolitne spojité
rozdelenie, tak 7(80), f(y|@) a w(0O]y) si "obycajné” hustoty.

Ak Y m4 spojité rozdelenie a © diskrétne (v(0) je scitacia miera), © € {61, 05,...}, tak w(0) je pravde-
podobnostné funkcia, f(y|0) je hustota a

m(0s]y) = 7(0:)/(y16:) i=1,2,..

a 2121 m(0x) f(y|0r)

je pravdepodobnostnd funkcia.

Ak Y m4 diskrétne rozdelenie a © spojité, tak w(0) je hustota, f(y|@) je pravdepodobnstnd funkcia a
m(0]y) je hustota.

Ak Y je diskrétny ndhodny vektor, Y € {y1,y2, ...} a © tiez diskrétny ndhodny vektor, ® € {61, 0,,...},

tak 7(0), f(y|6) aj
m(0:) f(y,;10:)

m(0ily;) = Do (0k) f(y;10k)

i=1,2,..

st pravdepodobnostné funkcie.



Este iny pohlad na Bayesov vzorec. V pripade diskrétnych ndhodnych premennych © a 'Y nech Ay, ..., A,
je uplny systém borelovskych mnozin na realnej osi a By, ..., B,, nejaké borelovské mnoziny. Nech st zname
podmienené pravdepodobnosti P(B;|Ax) = P(Y € B;|© € Ay) a tzv. apridrne pravdepodobnosti P(Ay) =
P(© € A). P(Ag) vyjadruji ”ocakdvania” javov Ay, este pred pozorovanim javov B;. Vplyvom pozorovania
javu B; sa pravdepodobnost ”oc¢akavania” P(Aj) zmen{ na podmieneni pravdepodobnost P(Ag|B;) uréent
Bayesovym vzorcom (1.4) (alebo (2.7))

_ P(BiAy)P(Ay)
P(Ag|B;) = ST P(BI;‘AJ‘)PIC(AJ').

Vzorce (2.4)—(2.7) samozrejme platia ak © a Y st ndhodné veliciny.

3. Priklad
(podla Andél, str. 279)

Vyroba prebiecha kazdy deii. pravdepodobnost vyrobenia chybnej stéiastky je p. Predpokladajme, Ze této
pravdepodobnost sa zo dita na deii (mierne) menf a rozdelenie pravdepodobnosti veli¢iny p sa d4 aproximovat
beta rozdelenim s hustotou

(3.1) 7(p) = o

B(a,b)

PP 1-p)t 0<p<l,

kde @ > 0, b > 0 st parametre, B(a,b) = fol 2% 1(1 — )" 'dz je beta funkcia. Ked vyroba pre-
bieha ”ustalene”, mozeme ”dostatocne presne” odhadnit hodnoty parametrov a tieto odhady povazovat
za skuto¢né hodnoty a a b.

Ak teraz spravime pokus - ndhodne vyberieme n vyrobkov (s vratenim), pricom m z nich bude chybnych,
pravdepodobnost vybratia préave m chybnych siciastok (ak je pravdepodobnost vyrobenia chybnej sti¢iastky

rovna p) je
(3.2) f(mlp) = <n>pm(1—p)"_m, m=0,1,...,n.
m

Podla (2.7) je aposteriérna hustota m(p|m) ndhodného parametra p pri zistenom pocte m chybnych stciastok

z n vybranych suciastok rovna

7(p) f(ylp) B((lz,b)pa_l(l —p)H(M)p™ (1 —p)n ™
3.3 w(plm) = —=5 = — =
. i) JZoem @) fylp)dp [ ke (1= p)P = ()p™ (1 = p)"—dp
1

_ a+m—1 1— b+n—m—1 0< < 1.
B(a—|—m,b—|—n—m)p (1=p) ’ b

4. Vlastnosti Bayesovho vzorca

Ak by sme vo vzorci (3.1) namiesto hustoty 7(p) uvazovali funkciu
m(p) =p* M (1-p)"h 0<p<,

(toto uz nie je hustota), aposteriérna hustota (3.3) sa nezmeni. Dokonca ak predpokladame a — 0%, b — 0T,

tak

™p) =7 (p)=p '(1-p ", 0<p<Ll



Funkcia 7**(p) je nezépornd a plati pre fiu

1
/ 7 (p)dp = oc.
0

Neexistuje vsak ziadna normujica konstanta k, aby k7**(p) bola hustotou. Ak ale plati 0 < m < n, tak pre

a— 0%, b — 07 dostadvame

1

4.1 N Kk — a+m—1 1— b+n—m—1'

(4.1) m(plm) — 7 (plm) Bl —m)? (1-p)

Tento vysledok by sme dostali aj priamo dosadenim funkcie 7** za apriérnu hustotu. Ak ak teda plati
0 <m < n, je m*(p|m) "obycajnd” hustota, ak ale m = 0 alebo m = n, nedostaneme kone¢nu limitu funkcie

7(plm). Nezaporni meratelnti funkciu voldme nevlastnd hustota.

Dalsie vlastnosti Bayesovho vzorca.

f(y116)
f(y210)

kazdé 0. Z bayesovského hladiska st vysledky experimentov Y1 ay, “informacne ekvivalentné”.

Ak pre kazdé dve rozne y,,y, v (2.4) plati, ze podiel nezdvisi od 0, tak m(0|y,) = 7(0]y,) pre

V bayesovskom pristupe doéleziti ulohu ma funkcia vierohodnosti
(4.2) ly(0) o f(y]0).

Je to trieda vsetkych redlnych funkcif premennej 0, lisiacich sa od f(y|@) len o multiplikativny ¢len nezavisly
od 6. 7 Bayesovho vzorca vyplyva, ze Statistické postupy zalozené na aposteroérnej pravdepodobnosti
spfﬁajli tzv. princip vierohodnosti:

Ak y,y* st dva vysledky roznych experimentov s tym istym parametrickym priestorom € a ak iy (8) =

ly«(8), tak vysledky y a y* vedd k tym istym Statistickym zdverom o parametri 6.

5. Pravidlo retazenia pre nezavislé pozorovania

Uvazujme dva nezavislé experimenty s tym istym parametrickym priestorom €. Experiment I je dany

systémom podmienenych hustot

(5-1) {f(yl0): 6 €},

v ktorom pozorujeme y € ) a experiment II nezdvisly na experimente I, dany systémom podmienenych

hustot
{9(z|0) : 6 € Q},

v ktorom pozorujeme z € Z. V kombinovanom experimente II, v ktorom pozorujeme (nezdvisli) dvojicu
(y,z) € Y x Z, danym systémom podmienenych hustot

{h(y,z|0) = f(y|60)g(z[0) : 6 € 2}
pri apriérnej hustote m(0) dostdvame z (2.7) aposteriérnu hustotu

m(0)/(y16)g(z0)

(5.2) Jom(0)f(y|0)g(z]6)dr(6)




Teraz realizujme experiment II, ale za apriérnu hustotu neuvazujme (@), ale aposteriérnu hustotu z expe-

rimentu I, teda

m(6)f(y|0)

O = T 0) (y10)dr(0)

Podla (2.7) dostdvame aposteriérnu hustotu

~(0)/(y10)
5 SO s 1771 K _ w(0)/10)0(2l0)
' Jo (@) g(=l0)v(®) b ( /(yl0) }g(z@)dy(a) Jo 7(6)/(v16)9(2/6)dr(8)
ol f(y|0)dv(0)

Hustoty (5.2) a (5.3) st zhodné.
Toto pravidlo mézeme rozsirit na lubovolnt postupnost nezavislych experimentov. Aposteriérnu hustotu

ziskant z prvych k experimentov mozno pouzit ako apriérnu hustotu v dalsom (k + 1)—vom experimente.

6. Bayesov vzorec a postacujtice Statistiky

Nech Y € Y € B,, ® € Q € B, a T je meratelné zobrazenie 7 : R" — R*. Takéto zobrazenie voldme
Statistika. (Poznamendvame len, ze ak m = k, Statistika je odhadom.) Statistiku voldme postacujiicou ak
podmienené hustoty pre y, za podmienky, ze 7(y) = t, nezdvisia od 0. Z ucebnic matematickej Statistiky
(pozri napr. Andél, str. 262) je zndme, ze Statistika T je postacujica préve vtedy, ak existuji redlne (a
meratelné) funkcie h(y), q(t, ) také, ze

(6.1) f(y16) = h(y)a(7(y),0)

pre kazdé y, 0 (veta o faktorizécii). Pripominame len, ze ak Y je spojitd ndhodnd veli¢ina (alebo ndhodny
vektor), tak f(y|@) je hustota a ak Y je diskrétna ndhodn4 veli¢ina (alebo ndhodny vektor), tak f(y|@) je
pravdepodobnostnd funkcia.

Oznacme 7*(0[t)¢—r(y) aposteriérnu hustotu, ak bola pozorovand hodnota t statistiky 7.

Veta 6.1. (Veta o postacujicej Statistike). Ak 7(y) je postacujica Statistika, tak plati

m(0ly) = 77 (0t)e=r(y)-

Dokaz:
Ak © aj Y st diskrétne ndhodné veli¢iny (alebo ndhodné vektory), a 7(y) je postacujiica Statistika, tak

aposteriérna hustota (vlastne pravdepodobnostnd funkcia)

hy)a(r(y), 6)m(0) q(7(y), 0)7(6)
S h(y)a(r(y), 0)n(8) ~ 5, a(r(y), 0)m(6)

Presnejsie v tomto pripade realizicie ndhodnej veli¢iny (alebo ndhodného vektora) ® su {01,6,,...} a re-

(6.2) m(0ly) =

alizécie ndhodnej veli¢iny (alebo ndhodného vektora) Y st {y;,ys,...}
Plati
m(0;) = P(© =0;), [f(yil6;) = P(Y =y,|© =0;),
Oy — MIT)0)TO)  a(r(y).0)x(0,)
21 My)a(T(y:), 05)m(0;) 3551 4(T(y:), 05)m(6;)




Pre diskrétne ndhodné veli¢iny (resp. ndhodné vektory) dostaneme analogicky ako vo vete 2.1, ze zdruzend
pravdepodobnostnd funkcia g(8;,y;) = 7(0;)f(y;|0;). Aposteriérna hustota ndhodnej veli¢iny @ (vlastne

pravdepodobnostné funkcia), ak bola pozorovana hodnota t Statistiky 7 je
T (0j[t)e=ry) = P{O=0;]Y =y, : 7(y;,)=t}, i=12,...

Ak oznac¢ime nidhodné udalosti
A —{®@=6,}, j=12 ..,
B, —{Y=y,: 7(y;,)=t}, i=12, ..,

tak
P(A;N UB;) Y., P(A;NB)
(0:t)iery = P{O=0:Y =, : )=1t}=P(A:|UB;) = — = &i v =
ZYi: T(y;)=t P(G) = 0]7 Y = Y1) o Zyi: T(yi):t[‘P(@ = ej)P(Y = yz|® = 0])] o
Zyi: T(y;)=t P(Y = Y'L) Zyi: ‘r(yi):t{2521 P(@ = 05)P(Y = YZ|® = 08)}

Sy riene (0 (v:16))]
a Zyi: ‘r(yi):t{zSzl m(65)f(y:160s)}

Ak T je postacujiica statistika, tak podla (6.1)

7 (6;]t) B Zyi: ‘r(yi):t[ﬂ-(ej)h(yi>Q(T(yi)7e.j)]  m(85)q(t,0;)
T T =t ae TO)R(y (T (), 05)) 3y (04)a(t, 05)

Zo vztahu (6.2) dostdvame, Ze ak T je postacujica Statistika a t je pozorovana hodnota tejto Statistiky, tak

aposteriérna pravdepodobnostna funkcia je
w(O,ly ¢ Tlyi) =) = LoD 0
> m(0i)q(

teda vetu sme v pripade diskrétnych ndhodnych veli¢in (alebo vektorov) ® a Y dokdzali. Vo vseobecnom
pripade ndjdeme dokaz napr. v knihe A.Pdzmana. &
V nasledujucich kapitoléach si zavedieme mieru mnozstva informécie a ukazeme, Ze vo vSeobecnosti hustota

7*(0|t) obsahuje menej informécie o nezndmom parametri € nez hustota 7 (0|y).

7. I-divergencia a informécia ziskand z experimentu

Bayesovské ponimanie znamend, Ze pred experimentom je vSetka informdcia o parametri @ zhrnutd v
apriérnej hustote 7(6) a Gplnd informécia o parametri ® po experimente je zhrnutd v aposteriérnej hustote
m(0]y).

Niekedy sa vyzaduje charakterizovat mnozstvo tejto informécie jedinym é&islom (podobne ako charakteri-
zovat rozdelenie pravdepodobnosti jednou éiselnou charakteristikou). Této iloha samozrejme je diskutabilnd
a nie je jednoznac¢na. Jedna z moznosti je vyjadrit ”ekonomicky uzitoéni” informéaciu podobne ako v kapitole
23. Cielom moéze byt aj vyjadrenie ”presnosti”, s ktorou hustota (@) alebo 7(8|y) uréuji hodnotu parame-
tra @ v danom experimente. Tu ide o miery variability rozdelenia pravdepodobnosti ndhodnej premennej ©.
Mozeme merat aj nedostatok informéacie obsiahnutej v 7(0) nejakou "mierou neurcitosti” apriérneho rozde-

lenia. Jedna z takychto moznych mier vznikla vo fyzike a neskor sa osvedcéila v roznych vednych oblastiach.



Je to entropia. Budeme sa v dalsom zaoberat aj vyjadrenim stredného mnozstva informécie, ktoré mozno
ziskat z experimentu. Vyjadrime ho pomocou strednej I-divergencii. I-divergencia meria ”odlignost” dvoch

distribtcii.

8. Entropia

Definicia 8.1. Nech ©® € Q € B,, je diskrétna ndhodnd veli¢ina, ktord nadobida hodnoty {61,62,...} s
pravdepodobnostami {p, pa, ...}, teda P(® = 6;) = p; i = 1,2, .... Pravdepodobnosn4 funkcia {6;,p;}, i =
1,2, ... urcuje rozdelenie pravdepodobnosti P. Entropia takto daného rozdelenia pravdepodobnosti P sa

rovna

Ent(P) = — Zpi In p;.

Ak mnozina hodnét {6;,0,...} je koneéna (obsahuje n hodnoét), tak entropia je z uzavretého intervalu
(0,Inn). Minimalnu hodnotu (rovni 0) nadobiida, ked pre jeden index ig je p;, = 1 a pre ostatné indexy
i # ip je p; = 0. V tomto pripade s istotou nastdva jedind z hodnét, a sice 6;,, a nie je neuréitost.
Maximalnu hodnotu (rovni Inn) nadobtuda entropia, ak p; = % pre vietky i. Vtedy je neurcitost, ktord z
hodnét {64,80, ...,0,,} nastane, najvicsia. Kladieme 0Iln0 = 0, lebo lim,_,g+(z1nz) = 0.

Definicia 8.2. Nech © € Q € B,, je spojitd ndhodnd veli¢ina, ktorej hustota (voéi Lebesgueovej miere)

je f(0). Potom entropia (spojitého) rozdelenia pravdepodobnosti P ur¢eného hustotou f(-) je

Ent(P) = — /ﬂlnf(@)f(@)d@ = —E(Inf(O®)).

Podotykame len, ze ent(®) m& iné vlastnosti ako entropia diskrétneho rozdelenia Ent(®) (napr. nadobida

hodnoty z intervalu (—oo, 0)).

9. I-divergencia

Definicia 9.1. Nech ® € R™ je diskrétna ndhodn4 veli¢ina, ktord nadobtida hodnoty {61, 03, ...} s pravde-
podobnostami {p1,p2, ...}, teda P(©@ = 0;) = p; i = 1,2,... a O nadobtida tie isté hodnoty {61,05,...} s
pravdepodobnostami {q1, gz, ...}, teda Q(@* = 0,) = ¢; i = 1,2,... . P a @ st teda dve rozdelenia pravde-
podobnosti, pricom pre tieto dve rozdelenia plati, ze ak ¢; > 0, tak aj p; > 0 (miera @ je absolitne spojita

vzhladom k miere P). I-divergencia I(P, Q) tychto mier je
Pi
(9.1) I(P,Q)=) piln o

ak >, piIn % < 00, inak polozime I(P,Q) = oo. Kladieme 01n § = 0.

Definicia 9.2. Nech ® € Q € B, je spojitd ndhodna veli¢ina s hustotami fp(6) a fo(0) (voéi
Lebesgueovej miere), pricom pravdepodobnostnd miera @ je absolitne spojitd voci miere P (t.j. ak pre

nejakd borelovskd mnozinu A plati P(A) = 0, tak aj Q(A) = 0). I-divergencia I(P, Q) tychto mier je

N fr(®)
(6:2) IhQ)= /n n 5 @) f&@)]

ak [ 1n ;ggg; [p(0)d0 existuje, inak I(P, Q) = co.

fp(0)d0 = 5}9 |:1I1
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Poznamka. Niekedy sa namiesto I(P, Q) pise I(fp, fo). Plati tvrdenie, ze vady I(P,Q) > 0a I(P,Q) =
0 prave vtedy ak P = @ (pozri knihu A.Pdzmana, str. 24). I(P,Q) nie je metrika (vzdialenost medzi
rozdeleniami), lebo I(P,Q) # I(Q,P). Miera P ma vo vyraze pre I(P, () dominantné postavenie, lebo
vzhladom na fiu sa berie strednd hodnota.

Priklad 9.1. Majme n—rozmerny nahodny vektor X a jeho dve rozne normélne rozdelené rozdelenia

pravdepodobnosti P a () dané hustotami

, :; —3(x =)= (x - ) i
50 = Gy ie(rQ)
Spocitajte I(fp, fo)-
RieSenie.
X det(3X
8 j:ggxi - % n dzzzgii — 5 (x—pp) S (x—pp) + 5 (x—pp — (kg — 1p)) S (X —pp — (kg —1p)) =

. 1 .
= pp) B (e = 1) + 5 (e — Q) D (e — 1)

Pocitajme

S (0.9 ) I B G IS
109, 1) =€ [ | = [ w3

-/ ;mjjggfp(x)dx— | ey S o) friix |3 (o) B (xpap) fr i

n

S — 1Q) S5 (p — o) fr(x)dx =

[ e =3 - )t [

=&p {imﬁgg} —&p {;(xup)'zpl(xup)} +&p {;(Xup)’ZQl(Xup)} +

rép {(X - mpV 25 p - o)} + €0 {3 — Q) 55 )| =

1 det(EQ) 1 _1 1 1 1 R
=-lnh—=5 —-tr-{3;'2 tr—{3,'s - _ b>) _ _
2" det(Sp) roiZp Bpt +tro{3g Trt + 5 (ke — ko) Eq (hp — o)

1, det(Zg) n 1. 1 ey
chh—F ot {X X - - > _ )
2 ndet(Ep) 2 + TQ{ Q P} Q(NP Ko) Q (kp — o)

V pripade, ze X p = 3 = X (rozdelenia sa lisia len v strednej hodnote), dostdvame

21(P,Q) = (mp — o) T~ (1p — 11q)-

Priklad 9.2. Majme diskrétnu ndhodnd premennd X € {0,1,...,n} a jej dve rozne binomické rozdelenia

pravdepodobnosti P a () dané hustotami (pravdepodobnostnymi funkciami)

filx) = (Z)Hf(l —-0;)"", x=0,1,...,n, je{P,Q}

Spocitajte I(P, Q).

RieSenie.
1-0p

1-6g

fe(a) _ 0P

lan(x) =z n%—l—(n—aﬁ)ln



11

preto podla (9.1)

= 0p —0p 0p 1—6p
I(P = In — —x)l S(1 — = In — 1-— 1 .
(P,Q) ;}{J;naQ—&—(n x)In —QQ](>6 (1-60p)"* =nbp naQ—i—n( 9p)n1_9Q

10. Suvis I-divergencie s Fisherovou informaénou maticou

(Spojity pripad.) Majme statisticky experiment s vyberovym priestorom Y € ) € B,, a hustotami
{f(:|6): 6€QebB,}

(voci Lebesgueovej miere). Ak pre malé A € € sa hustoty f(-|@) a f(-|@ + A) znacne odlisuji, tak na
zédklade experimentu budeme moct dobre rozlisovat @ od 6 + A. Preto budeme moct v tomto pripade

"presne” odhadovat parameter 8. Odlisnost f(-|@) od f(-|@ + A) je vhodné merat pomocou I-divergencie

(10.1) logea = [ LS rislo)iny).

(Diskrétny pripad.) Ak méme Statisticky experiment s vyberovym priestorom Y € {y;,ys,...} a hustotami

(pravdepodobnostnymi funkciami)
{7(10): 6 €QeBn},

tak odlisnost f(-|0) od f(-|@ + A) je vhodné merat pomocou I-divergencie

(10.2) TIpoin = Zl ézf)A) (y:l0).

Veta 10.1. (Suvis I-divergencie a Fisherovej informaénej matice.) Ak pre skoro vsetky y € YV € B, je

f(y|0) dva razy spojite diferencovatelnou funkciou a ak mozno zamenit poradie derivovania a integrovania

)
/y atgif(y\@)clk(.v)

2lp0+a = A'M(0)A + o(||A]]?),

VO vyraze

potom plati

kde M(0) je Fisherova informa¢nd matica s prvkami

9*In f(Y10) ;L
M’L]( ) 50{89189]}’ A —(Al,AQ,...,Am)

o(llA[l?)
. . , O , .
Dokaz: Dokaz spravime pre spojity pripad. Pre diskrétnu ndhodni velicinu Y sa spravi analogicky.

a o(||A]|?) je také funkcia ||A[|2, ze lima o = 0.

Pomocou Taylorovej vety dostdvame

OInf(516) \ | 1 5,0 Ins(y16)

(10.3) In f(y|0 +A) =Inf(y|0) + — 7 22 T a0,00, o([lA[l).

Pretoze

(10.4 [ |22 rveae - | Z‘”“fy"’ ALF(Y10)Ay) =
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S afy'IH
2/ P Nd (y ZAae/nyd)\

z (10.1) pomocou (10.3) a (10.4) dostdvame
2lg.0+a = 2/ f|9)A) (¥[0)dA(y) =

B dln f(y|6) ,0%1In f(y16) . _
=2 [ BT ariay) - [ AT arioa) - 2001417 [ 1101 -

— A'M(9)A +o[|A12). »

11. Stredné mnozstvo informécie z experimentu

Bayesovskd odpoved na otézku, kolko informécie poskytuje dany experiment, vyplyva z porovnania apriérnej
a aposteriérnej hustoty. V experimente danom vyberovym priestorom ) a meraniami Y, teda ndhodnou

veli¢inou (ndhodnym vektorom) Y a s hustotami (alebo pravdepodobnostnymi funkciami)
{f(-|6): B eB,}

(voci Lebesgueovej miere alebo voc¢i s¢itacej miere), mnozstvo informécie o parametri 6, (ked vysledok

experimentu bol y), mozno vyjadrit pomocou vyrazu

(11.1) et = [ [ 250 w(oryas

ak © je (absolitne) spojity (voci Lebesgueovej miere) ndhodny vektor, alebo

(112) (). 7] = 3 [1n 090 w(6ly)

ak @ je diskrétny ndhodny vektor s hodnotami {61, 05,...}. Vyraz (11.1) resp. (11.2) je vzdy nezdporny, je
nulovy prave ak w(0) = w(0|y). Z Bayesovho vzorca (2.7) vyplyva, ze v takomto pripade

m(6)f(y|0)

O = T 0) 1 (y|0)dn(0)

£(y16) = /n 7(8)£(y]0)d(6).

Pretoze lavé strana predchidzajicej rovnosti zavisi od @ a prava strana nie, musi byt funkcia vierohodnosti
pre dané y konstantna. Vektor y neobsahuje ziadnu informéciu o parametri 8. Pri jednom vysledku y méame
mnoZstvo ziskanej informacie dané vztahom (11.1) resp. (11.2). Prediktivna hustota ndhodného vektora Y

je f*(y) a preto stredné mnozstvo informécie, ktoré mozno zfskat z experimentu sa rovna

(11.3) Teap = Ex{[m(y), m()]} = /yI[W(~|Y)Jf(')]f*(>')d/\(y)
v spojitom pripade, alebo

(11.4) ZI Clys), 7O (v2),
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ak Y je diskrétny ndhodny vektor.
Pozrime sa na iné interpretécie Ioyp.
Uvazujme spojity pripad a predpokladajme, Ze mozeme zamieiiat poradie integrdcie. Pomocou (2.6) a (2.7)
upravime (11.3)
(15) Ly = Ex{Tr(ly) O]} =

- [ 1yl i) = [ ([ mrtom)aemi®) rxa) -

// lnm(Oly)] g(0,y)dv(0)d\(y // In7(0)] g(0,y)dv(0)d\(y).

Spocitajme teraz strednu I-divergenciu f(-|@) voéi f*(-)

/nj[f('w)’f*(')]ﬂ(())du(e) _

6
- [(/ [1nf<ye>1f<ye>dx<y>) w@wo) - [ | [m il ”} F(y10)(O)d(B)ax(y) =
Q \Jy QJy m(6]y)
= [ [ mromio@ yavein) - [ [ mn@)o@.yivo)ar) = 1y

Stredné mnozstvo informdcie, ktoré mozno ziskat z experimentu sa rovna strednej I-divergencii f(-|6) voci
).

Spocitajme I-divergenciu zdruzenej hustoty ¢g(6,y) voci si¢inu margindlnych hustoét f*(y) a 7(8). Pomocou
(2.7) a (11.5) dostavame

9(0,y) _ _
| . [Inw} 9(6,y)d(v x ). ) = /y /Q In9(6,y)] 9(6, y)dv(8)dA(y)

//[ 9|y:| 9(0,y)dv(0 // (In7(0)] 9(6,y)dv(0)dA(y) = Leap.

Stredné mnozstvo informécie, ktoré mozno ziskat z experimentu sa rovnd I-divergencii zdruzenej hustoty

9(0,y) voci sucinu margindlnych hustét f*(y) a m(0). Preto dostdvame (pozri Pozndmku pod Definiciou
9.2)

Veta 11.1. Stredné mnozstvo informécie ziskanej z experimentu I.., je vzdy nezdporné, pricom Ic,p = 0
vtedy a len vtedy, ked pozorovany vektor Y a parametre ® si nezavislé ndhodné vektory, t.j. ked v Y nie
je obsiahnutéa ziadna informécia o ©.

Poznamka. Na str. 29 v knizke A.Pazmana je dokdzané tvrdenie, ze strednd informdacia ziskand z
pozorovania 7(y) (7(-) je nejaka Statistika) je mensia alebo rovnd strednej informécii ziskanej z pozorovania
y. Rovnost nastdva prave vtedy, ak 7(y) je postacujica Statistika. ”Nahrada” pozorovaného vektora y
hodnotou 7(y) neméze zvicsit mnozstvo informacie o ®, nanajvys ho zachovat. Toto nastane prave vtedy,

ak je 7(-) postacujica Statistika.

12. Vyuzitie I-divergencie v asymptotike Bayesovho vzorca

Zopakujme si Zakon velkych ¢isel - Chinéinovu vetu (pozri Andél, str. 183).
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Veta 12.1. (Chiné¢inova.) Nech Xi, Xs, ... je postupnost nezavislych ndhodnych veli¢in, ktoré maji

rovnaké rozdelenie s kone¢nou strednou hodnotou u. Potom pre n — oo
1 n
~) X
n -
i=1

podla pravdepodobnosti.

V kapitolke 5. ”Pravidlo retazenia pre nezavislé pozorovania” sme ukézali, ze postupne pridédvané nezavislé
experimenty ”akumuluji” informdciu. Majme zvolené nejaké apriérne rozdelenie (moze byt aj subjektivne).
Nezdvisle opakujeme ten isty experiment tak, aby skutotnd hodnota parametra ® bola td istd (ale nezndma).
Ozna¢me ju 0. Ukézeme, 7e pri velkom pocte nezavislych opakovani experimentu, vysledné aposteriérne
rozdelenie sa v limte koncentruje do bodu 6*.

Veta 12.2. Nech O je diskrétny ndhodny vektor s hodnotami {61, 03, ...} . Apriérne pravdepodobnosti
m(0;) > 0 pre kazdé i = 1,2,... . Teda apriérna pravdepodobnostné funkcia diskrétnho ndhodného vektora
O je {m(0;)}i>1. Nech y;,¥s, ..., ¥, st pozorované hodnoty v n nezévislych experimentoch s tou istou hus-
totou f(+0), ¢ize y1,ys, ..., ¥, SU realizdcie spojitych nezdvislych rovnako rozdelenych ngdhodnych vektorov
Y1, Y5, ..., Y,. Nech pre kazdé 0; # 0 plati f(-|0;) # f(-|0,). Potom pre aposteriérnu pravdepodobnostni
funkciu plati

1, ak 6, =0",

lim 7 (0;|y") =
nree 0, ak 6; # 0",

pricom y" = (y1,¥2; - ¥n)-
Dokaz:
Plati

F"0s) = [[FvilOr), k=1.2,....
=1

Teda podla Poznémky pod Vetou 2.2 (Bayesovou) plati

f(y"16:)

. (n)
POy — OO O fyrey  medem{nsi”)
Zkglﬂ-(ek)f(yn|0k) Ek>17T(9/c)f(y |0i) Zk217r(0k)exp{n5,(€")}
= f(y™167)
kde
0,)
s = n L] L
kzl f(y,l€7)
; P f(Y|6:) . .
Nédhodné veli¢iny In ————=, k= 1,2,...,n maju stredni hodnotu
YY) J

FOYRIOD T a9y #1p. _ o
o LBA] 105010, set00) < 0. b=1.2...

pricom tato strednd hodnota je rovna 0 prave ak f(:|6;) = f(-]8"), ¢o nastane prave vtedy ak 8; = 8. Teda
ak 0; = 8, tak podla pravdepodobnosti

1 J[(Y}|0;)
Zln 7f(Yk|0*) — 0.
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Ak 6; # 67, tak podia pravdepodobnosti

1~ f(Y]6))
7zlnf(Y7k|01)_>a<0

- Yk| J
(0, exp{ Zl F(Yel0") — 0.
Konecne dostévame, ze podla pravdepodobnosti pre 6; = 6*
m(0;[Y") — 1

a pre 8; #£ 0*

pricom Y" = (Y1,Yo,.... Y,). &

Dokéazané veta je len jednoduchsim pripadom asymptotickych tvrdeni o aposteriérnej hustote. V knihe
J.Andéla v kapitole o bayesovskych metédach néjdete dokaz, ze aposteriérna hustota asymptoticky (pri
velkom pocte pozorovani) mélo zavisi od apriérnej hustoty. Podobny zmysel ma aj veta 2.1 v skriptach
M.Huskove;j.

13. Princip neurcitosti

Od vzniku bayesovskej statistiky bola snaha stanovit, aké apriérne rozdelenie treba zvolit, ak nemame ziadnu
informéciu o ®. Ak @ je absoltitne spojity (vzhladom k Lebesgueovej miere), pricom P(® € Q) =1, Q € B,,
a Lebesgueova miera pu(€2) > 0, podia principu neuréitosti sa volf apriérne rozdelenie rovnomerné na €, teda
m(@) =k >0, 8 € Q (obycajne sa voli k = 1). V pripade, ze © je diskrétny, jeho apriérne rozdelenie
pravdepodobnosti volime tiez rovnomerné. Casto sa stava, ze u(2) = oo (alebo diskrétna nahodna veli¢ina
© nadobida spocitatelne vela hodnét). Potom apriérna hustota je nevlastna.

Priklad 13.1. Nech ndhodnd veli¢ina Y ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti s pravdepodobnost-

nou fumkciou f(y|0)
sl = (2)ora - y=012n
Y

(n je zndme celé nezdporné ¢islo). O parametri © € (0,1) nemdme ziadnu apriérnu informéciu. Podla

principu neuré¢itosti volime apriérnu hustotu
@) =1, 0<6<1.

Podla (2.7) je aposteriérna hustota parametra © rovni

6v(1 — )"
Bly+1ln—y+1)

w(0)y) = 0<0<1.

Priklad 13.2. Nech Y7, Y3, ..., Y, je ndhodny vyber z norméalneho rozdelenia N(©,02), kde 02 je zndme
kladné cislo. O parametri © € 2 = R nemédme ziadne apriérne informécie. V tomto pripade za apriérnu

hustotu parametra © (podfa principu neuréitosti) volime

(@) =1, 6€R
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(nevlastnd hustota). Pretoze

Fy1, 92, -, ynl0) = (2m)3on e_ﬁ iy —0)? _ (2)1n e_# 2z (Y —9)? U 0)?
T)20™ T)20™

aposteriérna hustota parametra © je podla (2.7)

7(-(0|y17y2a [X3) yn) = W(GIY) =

2
Aposteriérna hustota parametra © je N (y, 7
n

Princip neurcitosti (alebo princip rovnakej pravdepodobnosti) vedie v niektorych pripadoch k protire-
¢eniam. Napriklad ak mdme experiment s hustotami f(y|6), v ktorom P(© € (0,1)) = 1. Zaujima nés
ale "novy” parameter 3 = 62. Tento tiez nadobtida hodnoty z (0,1). Podla principu neuréitosti by oba

parametre mali byt rozdelené rovnomerne, t.j. s apriornymi hustotami
(13.1) m(0) =1, () = 1.

Plati veta
Veta 13.1. (Andél, str. 46.) Nech X mé spojiti distribu¢ni funkciu F(x). Predpokladajme, Ze
F'(z) = f(x) existuje véade s vinimkou najviac konecne vela bodov. Nech t je rydzo monoténna funkcia,

ktord m4a vsade derivéciu. Polozme Y = #(X). Ozna¢me 7 inverzni funkciu k ¢. Potom Y mé hustotu

9(y) =1 W) I~ W)l

Ozna¢me t(6) = 62, ¢ize 7(8) = /B = 0. Teda plati n(8) = 7(v/B) ‘dd\gg = ﬁ Toto je v spore s
(13.1).

14. Jeffreysova apriérna hustota

Predchddzajice tvahy viedli statistikov k zdveru, Ze bolo by vhodné namiesto principu neuréitosti volit
apriérne rozdelenie tak, aby aposteriérne rozdelenie nezaviselo od parametrizacie modelu. V pripade, ze
©® € R™ je (absoliitne) spojity (vzhladom na Lebesgueovu mieru x), P(® € Q) = 1, pricom u(2) > 0, je
riefenie tohto problému vo vete 14.2. Este pred jej sformulovanim si zopakujme niekolko definicif a viet.

Definicia 14.1. Nech ndhodny vektor Y = (Y1, Y5, ..., Y,,)’ ma hustotu f(y|@) (vzhladom k o—konecnej
miere ), pricom 6 = (6, ...,6,,)". Predpokladajme, Ze plati:

(A) 0 € 2, kde Q je neprazdna otvorend mnozina v R™.

(B) Mnozina M = {y : f(y,0) > 0} nezdvisi od 6.

(C) Pre skoro vietky y € M (vzhladom k p) existuji parcidlne derivacie f!(y,8) = %29), i =
1,2,...,m.

(D) Pre kazdé i a pre vietky 6 € Q plati [y, f/(y,0)du(y) = 0.

(E) Pre kazdd dvojicu (7, j) existuje koneény integral

[ 3.0y, 0)

(F) Matica M(@) s prvkami {M(0)};; = M;;(0) je pozitivne definitnd pre kazde 6 € Q.
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Ak s1 splnené predpoklady (A) az (E), tak M(0) sa nazyva Fisherova informaénd matica. Ak si splnené
predpoklady (A) az (F), tak tak hovorime, Ze systém hustot je reguldrny.

Poznamka. Definicia 14.1 je platna aj ked ndhodny vektor Y = (Y1,Y,...,Y,)’ mé diskrétne rozdele-
nie pravdepodobnosti. Vtedy jeho "hustota” je jeho pravdepodobnostnd funkcia. V bode (D) podmienka

(Y,0
S fi(y,0)du(y) = 0 je vlastne &£ [J}((Y 0))} = 0 a Fisherova informa¢nd matica ma prvky M;;(0) =
o [L0B v
0 e R
f2(Y10)
Poznamka. V ucebnici J. Andéla, str. 261 je dokdzana veta, ktora tvrdi, Ze v pripade regularneho
0? (7]
systému hustot {f(y[@), 6 € Q}, ak existuji derivicie f;; = ag(gol ), =1,2,...,m a pre vietky 6 € Q
1Y
"(Y]6) & n f(Y|0)
lati £ | =2——>1 =0, 4,5 =1,2,... tak M;;(0) = =& | —————|.
platl Cg |: f(Y|9):| , ) 5 4y eeny 1T, LA j( ) 0|: 80189J :|

Definicia 14.2. Zobrazenie f z mnoziny A do mnoziny B nazyvame prostym, ak plati
{x1 €4, xo€ A, x1 #x2} = {f(x1) # f(x2)}.

Definicia 14.3. Nech f je zobrazenie z R" do R". Ak jey = f(x), kdey = (y1, ..., ¥r) a x = (21, ..., Tpr),
polozme y; = fi(x1,...,2), i = 1,2,...,r. Povieme, Ze zobrazenie f je reguldrne v mnozine M C R", ak plati:

1. M je otvorena.

2. Funkcie fi, ..., f, maju parcidlne derivéacie prvého radu spojité v M.

3. Pre kazdé x € M plati, ze jakobidn Dg(x) # 0, pricom

of  of
Ox1 = Oz,
Dg(x) = det
fr ofr
8x1 61‘T

Veta 14.1. (O substitucii, Andél, str. 47.) Nech f je zobrazenie otvorenej mnoziny P C R" na Q C R".
Nech f je reguldrne a prosté v P s jakobianom Dg(x). Nech M C @ je borelovskd mnozina a F merateln4
redlna funkcia. Potom plati

/ F(x)dx = / F [f(u)] |D¢(u)|du,
M £-1(M)
akondhle jeden z integralov existuje.

Veta 14.2. (Andél, str. 291.) Nech ndhodny vektor Y mé pri danom parametri 8 € Q € B,,, hustotu

f(y|@) (alebo pravdepodobnostni funkciu {f(y;|0)}:>1) . Predpokladajme, ze systém hustdt {f(y|0): 0 €

Q} je reguldrny a mé Fisherovu informacni maticu M(0), v(0) je Lebesgueova miera. Nech plati
(14.1) 0< / f(y|6)|M(8)|2d6 < co.
Q

Polozme
1

~ Ja vI0)M(O)Fd6
Nech H je reguldrne a prosté zobrazenie Q na Q* € B,,. Oznaéme n = H(0) a f*(y|n) = f(y[H '(n)).

(14.2)

Potom je {f*(y|n), m € 9"} reguldrny systém hustot. Ak oznacime M*(n) jeho Fisherovu informacnu

maticu, potom pre lubovolni mnozinu B € B,,, B C Q plat{

(14.3) / ¢/ (y]0)[M(8) [} d6 = / £yl () E .
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Dokaz je uvedeny v knizke J.Andéla, str.291.

7 Vety 14.2 vyplyva, Ze pri apriérnej hustote parametra © rovnej funkcii [M(6)|2 (alebo Iubovolnému
kladnému nésobku tejto funkcie) je aposteriérna hustota parametra © rovna cf(y|0)|M(8)|2 a je to hustota.
Vzorec (14.3) zarucuje, 7e aposteriérna pravdepodobnost Iubovolnej ”rozumnej” mnoziny B nezévisi od toho,
¢i sa vychadza od parametra 0 alebo od nejakej jeho hladkej transformécie 7 = H(@). Na lavej strane (14.3)
je totiz vyraz P(6 € Bly) a na pravej strane P(n € H(B)|y) = P(0@ € Bly). Pri Jeffreysovej volbe
apriérnej hustoty parametrov 8 a n si obe tieto aposteriérne pravdepodobnosti rovnaké a nemozno déjst k
paradoxnému vysledku ako v pripade principu neurcitosti.

Jeffreys v r. 1946 [An invariant form for the prior probability in estimation problems. Proc. Roy. Soc.

A, 186, 453-461] navrhol "univerzalnu” apriérnu hustotu (vzhladom na Lebesgueovu mieru)

Nl

7(8) o [det(M(8))].

Jeffreys navrhol svoju hustotu len pre jednorozmerny parameter. V takomto pripade sa jeho hustota
osvedéila, lebo vtedy vidy mozno zmenit parametrizaciu modelu tak, aby informaénd matica (vlastne
Fisherova miera informécie - &islo) bola konstantnd, t.j. nezdvisld od hodnoty parametra. Toto je mozné len
vynimocne, ak parameter € je mnohorozmerny. Jeffreysova apridrna hustota byva ¢asto nevlastna.
Priklad 14.1. Nech ndhodnd veli¢ina Y ma binomické rozdelenie pravdepodobnosti s pravdepodobnost-

nou funkciou f(y|6)
1) = (2)ora -y =012

(n je zndme celé nezaporné ¢islo). Ndjdite Jeffreysovu apriérnu hustotu.

RieSenie: Binomické rozdelenie Spiﬁa predpoklady Vety 14.2. Dostavame

Oln f(y|09) _y _n-y_ y—nb
00 6 1-6 06(1-06)
Fisherova miera informaécie je
L [omfyie)]? (Y -ne)?  n
M(e)_g"[ o0 T RA-6)72  6(1-6)
lebo £(Y) = nf a disperzia D(Y) = (Y — £(Y))? = nf(1 — 0). Jeffreysova apriérna hustota je rovna
k———=, kde k£ > 0.
0(1—6)
Ked zvolime apriérnu hustotu pre parameter 6
M(6 1
(0) = ) _
n (1 —0)

dostdvame z (2.7) aposteriérnu hustotu parametra 6

w 0=3(1—0)"2(")0v(1—0)" Y
r(oly) = —TOLO) 010 ()0"A—0) L

Jom(@) i) o651 —0)~3()er(L—o)rvds Byt gn—y+) gL,

3

Majme teraz zéujem o parameter 3 = #2. Podla Vety 13.1 je aposteriérna hustota parametra § rovné

1 2y—3

1 Lin—y—1
2\/8‘:23(y+§,n—y+§)6 T g,

(14.4) ~(81y) = 7(+/Bly) \
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Ak vyjdeme z parametra 8, ma Y z prikladu 14.1 pravdepodobnostni funkciu
n Y 1y
1) = ()40 55y =002

(n je zndme celé nezaporné ¢islo). Plati

Ol fylp) _ vy n—y

98 28 2pi(1-ph)

a Fisherova miera informaécie je

* _ (Y_nﬁ%)2 _ﬁ 301 _ piy-1
M (8) = & 462(1_@)2]45 (-84
Pri apriérnej hustote
w(5) = 2B

z (2.7) dostavame opit aposteriérnu hustotu (14.4).

Priklad 14.2. Majme ndhodny vyber z rozdelenia N(6,02). Teda Y ~ N, (16,0%1,,). Aka je Jef-
freysova apriérna hustota v pripade, ze

a) parameter o pozndme,

b) pozndme parameter 6, ale nepozndme parameter o,

c¢) nepozname ani 6 ani o.

RieSenie:
[ . . 1 __1 5 (y; — 9)2 ,
Hustota ndhodného vektora Y je f(y|0,0) = f(y1,y2, .., Ynlb,0) = W e 207 Zui=1\Yi . Plat{
T) 20
tiez, ze

1
In f(y|0,0) = —ganW—nlna— —Z(yl _9)2.

a) Ak parameter o pozndme, tak Fisherova miera informécie je rovnd (podia Pozndmky nad Definiciou
14.2)

o2’

00?

Pri zndmom o to je konstanta a preto Jeffreysova apriérna hustota parametra 6 je

M(0) = & [WW] _n

m0)=1, O€R.

b) Ak parameter 6 pozndme, ale nepozndme parameter o, tak Fisherova miera informdcie je rovnd (podla

Pozndmky nad Definiciou 14.2)
0%In f(Y|0, 0 2n
Moy = s, [ 2S00 _

o2

Preto Jeffreysova apriérna hustota parametra o je
(@)= o>0
(o) =—, o .
o

¢) Ak nepozndme ani parameter § ani parameter o, tak prvky Fisherovej informacnej matice st (podia
Pozndmky nad Definiciou 14.2)

My1(0) = —& {

9?In f(Y|0,0) n
e |
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B *Inf(Y|0,0)]
V(o) = & | D <o
9?In f(Y|0,0) 2n
M22(0) = —59 |:80'2 :l = ?a

Ms1(0) = Mi2(0).

Jeffreysova apriérna hustota je
1
w(0,0) = pot feR, o>0.
Poznamka. J. Andél v uéebnici na str. 294 poznamendva, ze va¢sinou v pripade c¢) predchadzajiceho

prikladu sa za apriérnu hustotu voli
1
7*(0,0)=—, 0€R, o>0.
o

Zdovodiuje sa to tym, Ze sa d4 mnohokrat dopredu predpokladat, ze 6 a o st nezivislé a apriérna hustota
(6, 0) sa rovnd sucinu apriérnych hustot = (0)w (o) (ako keby 7(0) a (o) boli ”obyc¢ajné” hustoty).

Priklad 14.3. (Poissonovsky experiment.) Nech Y je diskrétna ndhodnd veli¢ina s poissonovskym
rozdelenim pravdepodobnosti a pravdepodobnostnou funkciou

QY
f(ylo) = ;6_9, y=0,1,... 6>0.
Plati
In f(y|6) = —Iny! — 0+ yIlnb.

0y =&, [PO0] g, 1Y) 1

Preto

Preto Jeffreysova apriérna hustota je m(6)

1

15. Hierarchizacia apridrneho rozdelenia

V niektorych pripadoch mozno apriérnu hustotu zapisat v tvare
(15.1) 7(6) = [ m(6lmmav)dnly).
r

kde 71(6|7v) je hustota, ktorej tvar je zndmy, ale nezndme si parametre v € G (realizdcie ndhodného vektora
T'), ako aj nezndma je hustota m(7) vzhladom na o—koneéni mieru p (my uvazujeme alebo Lebesgueovu
mieru alebo séftaciu mieru).

Poznamka. Upozorniujeme len, ze ”vSeobecny” zdpis (15.1) chdpeme:

(i) Ak je © spojitd aj T' spojitd, tak m1(0]7y) je hustota zndmeho tvaru a mo() je nezndma (apriornd)

hustota ndhodného vektora I'. Tato je nenulovd na G. Potom
(15.2) w(0) = [ MmOy

(ii) Ak je © spojitd a I' diskrétna s hodnotami {v,,7s, ...}, tak {m1(8|7;)}i>1 st hustoty zndmeho tvaru

a {m2(v;)};>1 je nezndma (apriorna) pravdepodobnostna funkcia parametra v € {7;,7s,...}. Potom

(15.3) m(6) = ZW1(0|%)7T2(’71‘)'

i>1
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(iii) Ak je © diskrétna s hodnotami {01,65,...} a T spojita, tak {m1(6;|v)},;>1 je pravdepodobnostnd
funkcia zndmeho tvaru a mo(«) je nezndma (apriornd) hustota ndhodného vektora I'. Tdto je nenulové na
G. Potom

(15.4) {m(0,)}j>1 = {/gwl(0j|7)wz(v)dv}j>l

(iv) Ak je © diskrétna s hodnotami {601, 62, ...} a I" diskrétna s hodnotami {v;, vs, ...}, tak {m1(0,]7;) }j>1
st pravdepodobnostné funkcie zndmeho tvaru (pre kazdé i € {1,2,...}) a {m2(7;) }i>1 je nezndma (apriornd)

pravdepodobnostnd funkcia parametra v € {~;, s, ...}. Potom

(15.5) {m(0,)}j21 = Y m(0;]v,)ma(v,)
=t j>1
Vztah (15.1) znamen4 hierarchicku strukturalizdciu. Hustota ma(7y) je primdrna a hustota m(0) je sekundarna

v tejto chierarchizacii. Povodne sme mali experiment

{f(yl6): 6 €}

a teraz uvazujeme experiment

{9(ylv): v €6},
kde
a(yly) = / F(¥16)m1(81)dv(8).
Q

V tomto experimente je apriérna hustota ms(7). Této sa voli rovnomerns (t.j. podla principu neurcitosti),
alebo akékolvek ind. Jaj volba nie je tak kritickd, ako volba apriérnej hustoty 7(0) v pévodnom experimente
(f(yl6): 6 ).

Priklad 15.1. (Podla knizky A. Pdzmana, str. 9.) Novovyvinuty pristroj (alebo metéda) umoznuje
detekovat chorobu, resp. nepritomnost choroby s 95% pravdepodobnostou. To znamen4, Ze zo 100 pacientov,
ktorym pristroj indikoval chorobu, priblizne 5 pacientov touto chorobou netrpi. Naopak, zo 100 pacientov,
ktorym pristroj indikoval, ze st zdravi, v skutocnosti priblizne 5 je chorych. Ndhodna veli¢cina Y —indikacia
choroby pristrojom mé realizacie

y1— pristroj chorobu indikoval

alebo
yo— pristroj chorobu neindikoval.
Parameter § nadobuda hodnoty
01— vysSetrovana osoba je chora
alebo
0> — vySetrovand osoba je zdrava.
Teda 7(0) je pravdepodobnostnd funkcia popisujica apriérne rozdelenie pravdepodobnosti ochorenia v

experimente {f(y|6) : 0 € {01,62}}. Zo zadania plati

f(y1]01) = f(y2102) = 0,95 a  f(y2|6h) = f(y1]62) = 0,05,

Ludia st kategorizovani podia uréitych predispozicii k chorobe na s kategérif 71, ...,7s a podla Statistik

pravdepodobnostna funkcia ochorenia v jednotlivych kategériach je

{mi(0;lv)}Yozy, i=1,2,...s,
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Toto je apriorne rozdelenie pravdepodobnosti ochorenia v niektorej z kategérii. Nepozname vSak apriérnu
primarnu hustotu mo(y) na I' = {1,2,...,s}. MoZe sa zvolit rovhomernd. Namiesto experimentu {f(y|6) :
© € {61,05}} s (nezndmou) apriérnou pravdepodobnostou 7(6) budeme teraz uvazovat experiment {g(y|7y) :

~v€{1,2,..,s}}, pricom
2

2
{gwil) izt = > F(wil6;)m1(6517)
J=1 i=1
Apriérna hustota v tomto experimente je m2(A) (rovnomernd na {1,2, ..., s}. Predchddzajice tvahy zhrnieme
vo vete

Veta 15.1. (Pdzman, str. 47.) Ak plat{ (15.1), tak aj aposteriérna hustota m4 hierarchicki struktiru

W@ﬁZéﬁWWW@WMWW%

kde f(yl@)m1(6]v)
y|o)mi(O]y
(0], y) " Jo f(y10)m1(8]7)dv(6)

je aposteriérna hustota pre @ pri danych parametroch v a kde

g(ylv)m(v)
Jg 9 [V)ma(v)du(y)”

ma(vly) =

16. Empirické metédy urcenia apriérnej hustoty

Pre predikénti hustotu plat{ (pozri ¢ast Inferencia v 2. kapitole)
(16.1) )= [ rio)m(e)ave)

Keby sme poznali f*(y), rieSenim integralnej rovnice (16.1) by sme mohli dostat apriérnu hustotu (). Z
nadhodného vyberu Yi,Ys,...,Y, vieme len odhadnit hustotu (resp. pravdepodobnostnt funkciu) f*(y)
(napriklad jadrovymi odhadmi hustoty). Potom modzZeme riesit integralnu rovnicu (16.1) a takto zfskaf
odhad 7(0) apriérnej hustoty m(8). Pri tomto postupe odhadovanie predikénej hustoty sa oby¢ajne nerobi
bayesovskymi metédami, preto tento postup nie je (obycajne) ¢isto bayesovsky.

V pripade, ze v bayesovskych metédach pouzijeme namiesto apriérnej hustoty 7(0) jej odhad 7(0),
hovorime o empirickych bayesovskych metédach. Treba tu zdoraznit dva fakty:

— Odhad 7(0) treba ziskat z pozorovani, ktoré nezavisia od pozorovani v experimente, v ktorom pouzivame
bayesovské metddy.

— Odhad 7(6) mozno ziskaf len z takych pozorovani, v ktorych sa parameter @ nahodne meni podla 7(8).
Nie je mozné preto odhadovat subjektivnu apriérnu pravdepodobnost.

Priklad 16.1. (Podia knizky A. Pdzmana, str. 48.) Nech Y7,Y5, ..., Y, je ndhodny vyber z Poissonovho
rozdelenia s pravdepodobnostnou funkciou

oY
(162) f(y|0) = 670?7 Y= 07 17 27 SRR

pricom parameter © sa nahodne meni podla hustoty 7(6) (vzhladom k Lebesgueovej miere) a P(© &

(0,00)) = 1. Ak aj pozorovanie Y;,11 je poissonovsky rozdelené s parametrom 6 (realizdciou ndhodnej
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premennej @) a nezdvislé od Y1,Ys, ..., Y, aposteridrne rozdelenie (hustota) pri ziskanom pozorovani y,, 11,

teda 7(0y,.1) je podla (2.7) rovné

) __ 7(0)f(yn+110)
(0]yn+1) Jo " 7 (0) f (yns110)dO

a jeho strednd hodnota & [7(0]yn+1)] je

_ fooo 07 (0) f (Yn+1/0)d0
fooo 7(0) f (Yns110)do

Této strednd hodnota sa niekedy povazuje za bayesovsky odhad parametra 6. Po dosadeni podla (16.2) do
(16.3) dostédvame

(16.3) & [m(0lyni1)]

Qyn+1+1
w1 A1) [Cr(@)et ——————do
o o] = (Yns1+1) [ 7(0)e Worr T D1 @ +1) (er 1),
v Jem(oye—o " ag Pl
yn+1!

Vyraz (16.4) vieme spocitat len ked 7(#) pozndme. Ak 7(8) nepoznime a n je dost velké ¢islo, postupujeme

nasledovne:

n
Ozna¢me n(y) pocet vyskytov hodnoty y v n nezdvislych pozorovaniach Y1,Ys,...,Y,,. )

je relativna
pocetnost vyskytu hodnoty y v tychto n nezavislych pozorovaniach a je to frekvenény odhad pravdepodob-
nosti f*(y). Teda podla (16.4) empiricky ziskans aposteriérna strednd hodnota & [7(0|yn11)] (odhad tejto

strednej hodnoty) je

& O] = " ()

17. Konjugované systémy apriérnych hustot

Konjugovanym systémom apriérnych hustét, priradenym k danému Statistickému modelu experimentu { f(y|0) :
0 € Q} nazyvame taky parametrizovany systém P apriérnych hustot na €2, ze

a) ak 7(-) € P, tak aj aposteriérna hustota 7(-|y) € P pre kazdé y € Y,

b) prechod od 7(-) € P k 7(-|y) sa deje jednoduchou, lahko vypocitatelnou zmenou nejakych parametrov.

17.1. Konjugované systémy pre hustoty exponencidlneho typu
V uzsom zmysle konjugovany systém je priradovany hustotdam, ktoré si exponencidlneho typu, t.j. ktoré sui
tvaru

(17.1) f(y16) = exp {—¥(y) + t'(y)v(6) — £(0)},
kdeYEYCR®, OcQCR™t:Y R, v: Q -RF, ¢: Y -R, k: @ — R st dané funkcie.
Konjugované apriérne hustoty maju tvar

(17.1 a) 7e1(0) = K(c,l) exp {c'v(0) — Ik(0)},

kde c € R¥, | € R st také, aby

/ € 7(0) = 1k(8) 41,(9) = [K(c,1)] ! < 0
Q
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[K(e+t(y). [+ D]~ < oo

pre kazdé y € ). Po dosadeni do Bayesovho vzorca sa presvedé¢te, ze ak apriérna hustota je mc (), tak

aposteriérna hustota je meig(y),41(-), teda v skutocnosti ide o velmi jednoduchy prepocet parametrov
(17.2) c—c+t(y), —=1+1

Problémom méze byt vypocet K(c,!). Metéda md vyznam hlavne ak rozdelenia m¢ ;(+) patria k rozdeleniam
znédmym z tedrie pravdepodobnosti, kde normovaci vyraz K(c,[) uz bol stanoveny.
Systém konjugovanych apriérnych hustét {m.;(0)} priradeny k hustotdm exponencidlneho typu (17.1)

mozno podstatne rozsirit, ak uvazujeme aj konvexné zmesi hustot v tvare

k
(17.3) Zwiﬂ-ci»li (9)
i=1

kde w; > 0, Z _, w; = 1. Plati veta
Veta 17.1. (Pdzman, str. 51.) Ak 7(0) mé tvar (17.3), tak aposteriérna hustota je tiez konvexnou

zmesou tvaru
k

T(0ly) =Y w (¥) e, 4e(3).0,+1(0),
=1

kde koeficienty v tejto konvexnej kombindacii su

K(Ci,li)
K(Ci + t(y), lz + ].)
k G
LW
2]71 JK(CJ' +t(y)7lj+1)

wi (y) = wi

Dokaz:
Ak dosadime (17.3) do Bayesovho vzorca (2.7), dostdvame

wite; 1, (0) f(y|6)
zflwmci,z.w)f(yw) < fgwci,x )f(v]0)dv(8)
fn 1%”%;( ) f(y|0)dv (0 ) i=1 fn 1WJ7TCJ, (0)f(y|0)dv(0)
fmci”( )f(y]6)dv ()

_Z %fsﬂcl 1.(0)f(y|0)dv(0 ) Teu1:(0)(y]0)
Z —1Wj fgﬂ—cj,]( ) (}’|0) fﬂﬂ‘% 7,( )f(Y|0)dV( )

Po dosadeni (17.1) dostdvame, ze prvy zlomok je w;(y) a druhy je 7c, 1¢(y),;,+1(6)- &

m(0ly) =

Pri ”prepocte” parametrov c,l (17.2) méa dolezitd ulohu postacujica statistika t(y). Metédu konstrukcie
konjugovaného systému mozno zovseobecnit na pripad, ked hustoty f (y]@) nie st exponencidlneho typu, ale
existuje postacujlica Statistika (pozri v knizke J. Andéla, str. 283).

Priklad 17.1. (Binomicky experiment, A. Pdzman, str. 52.) Nech Y m4 binomické rozdelenie pravde-

podobnosti s pravdepodobnostnou funkciou (hustotou vzhladom k séitacej miere)

Fylo) = (’Z)em —O™Y, oy =0,1,...m,
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teda Y ={0,1,...,m}, ©€Q=(0,1), m jezndme. Hustota f(y|f) patri do exponencidlnej triedy hustét,

lebo sa dé zapisat v tvare

f(yl0) = exp {ln (?) +yln

Konjugovana apriérna hustota (voéi Lebesgueovej miere) na Q ma podla (17.1 a) tvar

1_9+nﬂM1®}.

T (0) = K(c,1)0°(1 — §)!™=.

(a)D(b)

Pre beta funkciu plat{ B(a,b) = fol 22711 —2)"Ydz, a >0, b>0a B(a,b) = T(ath

. Aby 7. ;(6) bola

hustota, musi platit

Flc+1I'(lm —c+1)

1 1
1= [ pe1_gyimcgy = [ gletD—1(1_gyim—ctD)~149 _ 1,lm—c+1) =
Ke ™ = [ ora-oymran = [Toer-a-g) 49 = B(e+1,Im—c+1) F(im +2)

Pravidld ”prepoéitavania” parametrov si dané vztahom (17.2), preto v tomto pripade
c—c+y, I—1+1.
a aposteriérna hustota je

7(0ly) = Teryi1(0) = K(c+y, 1 +1)§°7(1 — g)HIm=cmv —

_ F((l + 1)m + 2) 00+y(1 _ 6)(l+1)mfcfy'

T T(e+y+ DI+ 1)m—c—y+1)

7 tohoto vztahu vieme napriklad spocitat aposteriérnu stredni hodnotu

ct+y+1

En(Oly)] = m7

¢o je bayesovsky odhad (vlastne jeho realizdcia) parametra 6 (pozri nizsie). V praxi je postup taky, ze
v sulade s kapitolou 16 ndjdeme odhady nezndmych parametrov apriornej hustoty 7(6) z konjugovaného
systému hustdt (obyéajne nie bayesovskymi postupmi) a nezndme parametre nahradime ich odhadmi. V

tomto priklade potom dostavame .
—— ct+y+1

5 ’n— 0 y = .
[ (61y)] (+1)m+2
Priklad 17.2. (Poissonovsky experiment, A. Pdzman, str. 53.) Nech ¥ mé Poissonovo rozdelenie pravde-

podobnosti s pravdepodobnostnou funkciou (hustotou vzhladom k séitacej miere)
Qv
fle) =05 ety 0,12,
y!

tedayY ={0,1,2,...,}, © € Q= (0,00). Hustota f(y|f) patri do exponencidlnej triedy hustdt. Konjugovand

apriérna hustota (voci Lebesgueovej miere) na  mé podla (17.1 a) tvar

Ten(0) = K(c,1)e™"%0°.

Pre gama funkciu plati I'(a) = [ z*"*e~*dz, a > 0. Preto

W@m*:/fﬂWM: /ewWMAm:in
0 0

lc-‘rl lc+1
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pre ¢ > —1, [ > 0. Pravidla "prepoéitavania” parametrov si dané vztahom (17.2), preto v tomto pripade
c—c+y, I—1+1.

a aposteriérna hustota je

T(Oly) = Terpisr (6) = K(c 4y, 1+ 1)e=tr00gery — LEDTT—gnogery
cty,l4+1 ) Dlc+y+1) ’

7 tohoto vztahu vieme napriklad spocitat aposteriérnu stredni hodnotu

ct+y+1

Elmloly) =

¢o je bayesovsky odhad (vlastne jeho realizdcia) parametra  (pozri nizsie). V praxu opit nezndme parametre
¢ a [ nahradime ich (nie bayesovskymi) odhadmi ziskanymi z ”iného” experimentu. Teda dostdvame

T c+y+1
Elm(Oly)] = ”71

Priklad 17.3. (A. Pdzman, str. 54.) Nech Y7,Y5, ..., Y, je ndhodny vyber z rovnomerného rozdelenia
na (0,6), teda © € Q = (0,00). Y; € Y = (0,00) m4 hustotu (vzhladom k Lebesgueovej miere)

0-1, ak y; € (0,6),
0, ak y; € (0,00).

f(yil0) =

Hustota ndhodného vektora Y = (Y1,Ys, ..., ;) sa ned4 zapisaf v tvare (17.1), ale ked definujeme
t(y) = mlfch Yi,
mozeme pisat

n

Fy10) = T £ @il6) = 07" () 000 (0),

i=1
kde
1, ak 0 € (a,b),

I(a,b)(g) =
0, ak 0 ¢ (a,b).

Len podotykame, ze t(Y) je postacujica Statistika. Konjugovand apriérnu hustotu zvolime
(17.4) Tea(0) = (1= 1)K (e, 1)1 07T e o) (0)
(presvedcte sa, ze m;(6) je vskutku hustota). Preto

(17.5) FI0) T (0) oc 07 DL teiiy)).00) (0).
Zo vztahov (17.4) a (17.5) vidime pravidl4 pre "prepoéitavanie” parametrov
¢ — max{c,t(y)}, l—=1+n.
Priklad 17.4. Majme ndhodny vyber Y1, Ys, ..., Y,, z rozdelenia N (6, 02), pricom o2 pozndme. Parameter
© € Q = R. Podla Prikladu 13.2 je hustota ndhodného vektora Y = (Y1,Ys,...,Y,) rovnd

f(y17y2a"'ayn|9) :f(y|€> = 6_#2?:1@%_9)2 =

n

(2m)zom
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1 oYW -9 om0

(2m)3 on
Ako konjugovany systém sa v tomto pripade v praxi berie mnozina vietkych rozdeleni N(a,b?), kde a €

R, b> 0. Teda

1 2
Tan(0) = 1 o0 —a)®

V21 b

Preto hustota aposteriérneho rozdelenia parametra © je

o) = — JOTapO) om0 —7)? 5 (0 — a)?
Oy = =y yman()as <€ ° ” '

O <9—a>2:_[9_(m>r

202 o2 ) b2o> ’
nb? 4 o2

nb*y + ac?  b*o?
nb?2 +o02 'nb2+o02 )"

Upravou dostaneme

w(oly) ~ N (

Strednd hodnota aposteriérneho rozdelenia je vdzenym priemerom parametra a (strednej hodnoty apriérneho
rozdelenia, ktori pozndme pred experimentom) a odhadu 7 zalozeného len na vyberovych hodnotdch (na
hodnotéch ziskanych v experimente). Disperzia aposteriérneho rozdelenia je mensia nez disperzia apriérneho

rozdelenia b? (experimentom zmensujeme rozptyl). Disperzia aposteriérneho rozdelenia je ale tiez mensia

ako U—, ¢o je disperzia Y. Keby sme &erpali informécie o # len z experimentu, tak najlepsi nestranny odhad
parar?letra 6 by bol Y. Bayesovsky odhad vyuziva apriérnu informéciu a je ”presnejsi” ako ten najlepsi
frekventisticky odhad, ktory apriérnu informéciu nevyuziva.

Ukazme si este priklady viacrozmernych konjugovanych systémov.

Priklad 17.5. (Normélne rozdelenie s nezndmou strednou hodnotou a disperziou, A. Pdzman, str. 55.)
Nech Y7, ..., Y, je ndhodny vyber z rozdelenia N (6, 0—12)7 teda neznama strednd hodnota je ; € R a nezndma

inverznd disperzia je 63 € (0,00), ® = (01,02)" € R x (0,00). Hustota Y; je

a preto
0F o 02,24 g0,y — %0
s Unl0) = F(y]0) = 2 2L 0
f(ylay27 Y ‘ ) f(Y| ) (27_(_)7/ ge
1 exp{(ZZ;l vir Sy y2) (76) — 3(— bz + 0362) |

(2m)
Pri oznaceni (17.1) je t(y) = (X0, ¥ir dorq ¥2)s ¥(0) = (6162, — %), k(0) = Z(—1nfy +636,) a pravidld
pre ”prepocitavanie” parametrov st podla (17.2)
Cl—>01+zyi, CQ—>CQ+Z%2, I —=1+1.
i=1 i=1

Este spocitame K (c,1). Podla formuly pod (17.1 a)

nl _nlp2g.  _ . b2
Kot = [ f o 10102 = 50202 — 2 gy, g, —
(—00,00) X (0,00)
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') oo nl n 5
[t
0 —o0

00 co nl _ 0y _a)?_ 4
:/ l 0,2 ¢ 2 {”l (01— %) nl +62} d91] 0y —
0

— 00

oo nl _ 62 _ﬁ oo n c1 2
— 0?6 2 (CZ nl) |:/ 6_02l (01— m) d91:| d02 _

0 —o0

2
oo nl 92( ‘31) %) 2
o —2Z2cg— = / _O2nl _ &
= 922 e 2 nl \/ 9321 |:/ L;;_lle 2 (91 nl) d91:| deg =
0 —o0
oo ni—1 conl—c?
:,/%’;/ 0,2 e 2"zt ap,.
0

7 podmienok na parametre gama-hustoty dostdvame

cpt €ER,co >0,1>0, alebo 01673,02>%,—%<l<0.
Substiticiou l
dostavame z posledného integralu
2r T
Ko, =/ 2 T2

2
-4 I+1
kdea:ch"lap:nJr .
2 2

Priklad 17.6. (Multinomicky experiment, A. Pdzman, str. 56.) Majme diskrétny ndhodny vektor
Y = (Y1,Ys,...,Y,), ktorého zlozky s diskrétne ndhodné veli¢iny. Modzu nadobidat hodnoty 0,1, ..., n.
Vektor Y mé multinomické rozdelenie pravdepodobnosti s pravdepodobnostnou funkciou

n!
yil.y!

1,y yrl01, ., 60:) = f(y10) = P(Y1 =91, ..., Ve = y) = 07" ...077,

kdey;, € {0,1,....n}, >I_ yi=mn, 0, €(0,1), j=1,2,...,r, 22:1 6; = 1. Takouto hustotou (pravdepodob-
nostnou funkciou) je matematicky popisany napriklad experiment, v ktorom robime n nezdvislych pokusov.
Kazdy pokus moze rezultovat v jednom z r vysledkov, pravdepodobnost nastatia j—teho vysledku je 6;.
Nahodn4 veli¢ina Y; je poet nastati i—teho vysledku v tychto n pokusoch. Konjugovany systém hladdme v

tvare
r

me(0) = K(c) [ ] 05"

i=1
(c = (c1,6r), Y = {(y1,y2, s yn) = yi € {0,1,..,n}, S0y =n}, @ ={0=(01,...,0,) : 0 €
(0,1),5=1,2,...,7, Z§=1 6; = 1}. Pravidld pre ”prepocitavanie” parametrov si

;i —ci+y;t=1,2,...,m.
Rozdelenie tohoto tvaru je zname. Je to Dirichletovo rozdelenie s hustotou

'(ag + ... + o) W
T— 97’1
[T;—1 T(ey) 11;[1



29

(pozri napr. http://en.wikipedia.org/wiki/Dirichlet_distribution). Teraz uz lahko dostaneme vyjadrenie K.

18. Aproximécie integralov

Pri bayesovskej inferencii je kli¢ové uréenie aposteriérnej hustoty 7w(@)y). Tito dostdvame zo vzorca (2.7),
pricom musime spocitat integral [, 7(6)f(y|6)dv (@) (normovaci faktor). V dalsom budeme potrebovat
spocitat stredni hodnotu aposteriérneho rozdelenia vektora @, ¢ize opét len integraly [, 0; 7(0) f(y|0)dv(6),

= 1,2,...,m. Pokial je dimenzia dim(@) mald, moézu sa pouzit "bezné” numerické metédy priblizného
vypoctu tychto integralov. Nacrtneme dve metédy vhodné pre dim(@) = 1. Obe metédy vyuzivaji poznatok,
ze velké pocty pozorovani je tvar funkcie vierohodnosti f(y|@) (ako funkcie @ pri danych, nameranych y)
podobé tvaru hustoty normalneho rozdelenia. Teda uvazované integraly mozno ”rozumne” pretransformovat

do tvaru

(18.1) j /m o(t)e = dt

— 00

s danou funkciou ®(t).

18.1. Metdda kvadratiry (Hermiteova-Gaussova kvadratira)
Téato metéda vyuziva ako pomocny néstroj systém Hermiteovych polynémov {Hy(t)}72, kde

b 12 dk 2
Hi(t) = (-1)% P

Integral (18.1) sa podla tejto metédy rovnd

I:/Oo 2dt ZH@

—00
pricom t;, j = 1,2, ...,k st korene Hermitovho polynému Hy(t) a H; si uréené nasledovne

2l /T ,
Hi=——t VT 19 .k
Hy(tj)Hyy1(t5)

Chyba E sa rovna
kT
E= (R
2k (2k)! (n)-
Podrobnejsie pozri napr. v knizke Ralston, A., A first course in numerical analysis, MCGRAW-HILL, INC,
1965. Tam st uvedené aj hodnoty t; a H; pre j =1,2,3,4,5.

18.2. Metéda Laplaceovej transformaécie

Metéda Laplaceovej transformdcie vyuziva poznatok, ze funkcia vierohodnosti f(y|6) (ako funkcia 6 pri

danych, nameranych y) je pre veké pocty pozorovani znacne koncentrovand okolo bodu

0 = argmax f(y|0)
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(é je odhad ziskany metédou maximélnej vierohodnosti). Touto metédou sa pocita integral tvaru

(18.2) I:/ b(0)e "o,

—0o0

kde h(8) = —In f(y|0). Funkcie b() a h() aproximujeme kvadratickymi Taylorovymi rozvojmi v okoli bodu

- db(o 1 (0 - 1 .
0) = b0) + TP | 0=+ 5 T 0= 0F = b0 =)+ 50 -0
h(0) = h(d) + % dil};(? - 0)2 = ho + %h2(9 s

. dh(0
Linearny ¢len sme v druhom vztahu vynechali, lebo d(ﬂ ) = 0. Integrél (18.2) aproximujeme integralom
0=0
. Rl R 1 ~ _ha(p _ p\2
I:e_ho/ [b0+b1(9—9)+2b2(9—9)2]e 5(0-0)" 49 =

N oy b o] STz 0 -0y 2T o[y b
e h2 . |:b0+b1(9 9)+2b2(0 9) 27‘(6 2 do h26 b0+2h2 .

Metédu mozno zovieobecnit aproximéciou funkcie b(6) rozvojom vyssieho radu.

19. Niektoré simulacné metédy generovania nezavislych realizacii ndhodnej veli¢iny

V mnohych pripadoch pouzitia bayesovskych metdd ide o urcenie aposteriérnej hustoty, alebo o urcenie stred-
nej hodnoty aposteriérneho rozdelenia (teda o integral). Zdkladny princip simulaénych metéd je generovanie
postupnosti realizdcif nezdvislych ndhodnych veli¢in z nejakého (daného) rozdelenia. Hustotu potom aproxi-
mujeme histogramom, momenty aproximujeme vyberovymi priemermi. Tieto aproximécie si tym lepSie, ¢im
je vagsi rozsah simulovaného stiboru. Baliky poéitacovych programov oby¢ajne umoziiuji generovat ndhodny
vyber (resp. pseudondhodny vyber) z rovnomerného rozdelenia R(0, 1). Blizsie sa s mechanizmom ¢innosti
generatora (pseudo)ndhodnych &isel a so sposobmi testovania vytvorenej postupnosti mézeme oboznamit
napr. v skriptich Kalas, J., Pekér, J., Simula¢né metdédy, Bratislava: MFF UK, 1991. Tu uvedieme tri
metédy.  Viac o simulovani ndhodnych veli¢in sa docitate v knizke Antoch, J., Vorlickova D., Vybrané
metody statistické analyzy dat, ACADEMIA, Praha, 1992.

19.1 Metdda inverznej transformécie

Této metéda umoziiuje generovanie realizici{ nezdvislych (jednorozmernych) ndhodnych velicin Y7, Y, ... z
rozdelenia aké ma ndhodn4 veli¢ina Y s danou distribuiiou funkciou Fy (y) = P(Y < y) a kvantilovu funkciou
Fyl(u) = inf{y : Fy(y) >u}, 0 <u < 1. Toto rozdelenie moze byt diskrétne alebo aj spojité. Metéda je
zalozend na nasledujicom tvrdeni:

Veta 19.1. Nech néhodné velicina U ma rovnomerné rozdelenie na (0,1). Nech Fy(y) je lubovolna
distribu¢ng funkcia. Potom nghodnd velicina Y = Fy,'(U) m4 rozdelenie s distribu¢nou funkciou Fy ().

Dokaz najdeme v knizke J. Andéla, str. 6.

Postup pri generovani je jednoduchy. Ak xq, s, ... je ndhodny vyber z rozdelenia R(0,1), tak F~!(xy),

F~1(z3), ... je ndhodny vyber z rozdelenia s (pozadovanou) distribuénou funkciou Fy (y).



31

19.2 Zamietacia metdoda

Metoda je zalozena na tvrdeni:
Veta 19.2. Nech a > 0. Ndhodny vektor U € R” mé hustotu (vzhladom k Lebesgueovej miere) fy(u)
a stcasne podmienend hustota (inej) nahodnej veli¢iny (jednorozmernej) V, teda fyy(v|u) je rovnomernd

na intervale (0, af(u))
1

friu(vfu) = ¢ efo(w)’
0, ak v ¢ (0,af(u))

ak v € (0,af(n)),

prave vtedy, ked ndhodny vektor (U’, V) € R"*! je rovnomerne rozdeleny na mnozine
{(W,v) e R": ueR", fu(u)>0, ve(0,af(u)}.

Dokaz: najdeme v knihe Devroye, L., Non-uniform random variate generation, Berlin, Springer, 1986.

Algoritmus generovania postupnosti vektorov y;,y,, ... € R™ ktord je ndhodnym vyberom z rozdelenia s
hustotou fy(y):

— Zvolme nejaki hustotu gy(u), u € R", z ktorej vieme lahko generovat nahodny vyber, pricom této
hustota je takd, ze existuje a > 0, ze pre kazdé u € R™ plati fy(u) < agy(u).

— Generujme néhodny vyber uy, ug, ... zodpovedajici hustote gy (u).

— Na i—tom kroku generujeme z; ako (jednorozmerny) jednobodovy ndhodny vyber z rovnomerného
rozdelenia R(0,agy(u;)). Podla Vety 19.2 to ale znamend, ze body (u;,z;) si nezavisle generované z

rovnomerného rozdelenia na mnozine
G={(,2)eR"™: 0<z<ag(u)}.

— Ak z; < fy(w;), tak bod u; zaradime do hladanej postupnosti {y;}i>1, ale ak x; > fy(u;), tak bod
u; vyradime z dalsieho uvazovania.

— Je zrejmé, ze takto vybrané vektory (y},x;)’ si rovnomerne rozdelené na mnozine
F={,z) eR": fy(y)>0, 0<z< fy(y)},

pretoze F' C G, pricom pri danom y; je bod z; z rovnomerného rozdelenia R(0, fy(yj)). 7 Vety 19.2 vyplyva,

7e vybrana postupnost vektorov y;,ys,... je ndhodnym vyberom zodpovedajicim hustote fy (y).

19.3 Kompozi¢nd metdda

Tato metéda sa pouziva v pripade, Ze potrebujeme generovat nezdvislé realizdcie ndhodného vektora s
predikénou hustotou f*(y) = [, 7(0)f(y|@)dr(0) a vieme pomerne lahko generovat body zodpovedajice
hustotdm f(y|@) a w(0). Algoritmus generovania postupnosti vektorov y,y,,... € R™ ktord je ndhodnym
vyberom z rozdelenia s hustotou f*(y):

— Generujeme nahodny vyber 01, 05, ... zodpovedajuci hustote ().

— V i—tom kroku k uz ziskanému 6; generujeme y, ako jednoprvkovy vyber zodpovedajici hustote

f(y16:).
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— Takto ziskan& postupnost y;,ys, ... je ndhodny vyber zodpovedajtici hustote f*(y).

20. Monte-Carlo metéda integrovania

V horeuvadenych, ale aj inych simula¢nych metédach generujeme nezavislé realizacie xi,xs, ..., X, toho
istého ndhodného vektora & (alebo, ¢o je spravnejsie povedané - ale to isté, realizdcie x1, X2, ..., X, nezdvislych
ndhodnych vektorov &, &, ..., &, rovnako rozdelenych ako ndhodny vektor £). Ndhodny vektor & m4 hustotu
f(x). Ak potrebujeme vypocitat integrél typu

1= [ 267G
X
(obor hodnét € je X, hustota f(x) je vzhladom k o—koneénej miere ji(x)), tak tento aproximujeme sumou

D o(xi).
i=1

I, =

3=

. . - 1
Podla silného zdkona velkych &isel s rasticim n konverguje I, k I. Presnejsie — Y ' | ®(X;) konverguje
n
skoro iste k I.

21. MCMC metédy

Simula¢né metédy z kapitoly 19.1 a 19.2 generujui nezavislé realizicie nejakej ndhodnej premennej alebo
nahodného vektora. Tieto metddy sa ukazuju ako nedostatotné, najma ak dimenzia simulovaného vektora je
velkd, alebo hustota simulovaného vektora je velmi komplikovand. Priblizne od roku 1990 sa v bayesovskej
Statistike uplatinuji MCMC (Monte-Carlo Markov Chains) metédy. Ich zdkladnd myslienka je v tom, Ze sa
pomerne jednoduchymi algoritmami vygeneruje ergodicky markovovsky proces s diskrétnym ¢asom, ktorého
staciondrne rozdelenie je prave to, ktoré potrebujeme simulovat. Teda negeneruji sa realizdcie nezavislych
nahodnych vektorov, ale naopak, realizécie zavislych ndhodnych vektorov.

V predchédzajicom sme generovali realizicie 01, 0, ... nezavislych ndhodnych vektorov @1, @, ..., ktoré

7(0)/(y|6)

maji rovnaké rozdelenie s (aposteriérnou) hustotou 7 (6ly) = a oborom hodndt €2, t.j.
Jam(0)f(y]0)dv(6)
P(Qz S Q) =1.

V dalsom si oznacime £(i) prvky nahodného vektorového procesu, x( (alebo y(*)) realizécie ndhodnych

vektorov £(7). Obor hodnét generovaného ndhodného vektora & oznaéme X. Jeho hustotu (v pripade, ze m4a
spojité rozdelenie) ozna¢me f(x). Ak md diskrétne rozdelenie, jeho pravdepodobnostni funkciu oznacme
p(x). Cielom je generovat postupnost vektorov x(1), x(?)_ .. patriacich do X, ktoré si realizdciami ergodic-
kého markovovského ndhodného procesu £(1),£(2), .... Staciondrne rozdelenie tohto ndhodného procesu mé
hustotu f(x) ak rozdelenie je spojité resp. pravdepodobnostni funkciu p(x) ak rozdelenie je diskrétne.
Volne povedané, proces je ergodicky, ked body generovanej postupnosti x(*),x(2), .. sa po nejakom pocte
krokov priblizia Iubovolne presne ku kazdému z bodov mnoziny {x : f(x) > 0}, ak staciondrne rozdelenie
markovovského retazca je spojté a f(-) je jeho hustota, alebo ku kazdému z bodov mnoziny {x : p(x) > 0},
ak staciondrne rozdelenie markovovského retazca je diskrétne a p(-) je jeho pravdepodobnostnd funkcia. Této

skutonost zaruci, ze integraly tvaru [y ®(x)f(x)dA\(x) (resp. ®(x)> . .x p(X)) mozno aproximovat sumou
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1 S ®(x()). Rozbor tohto problému patri do teérie markovovskych procesov (pozri napr. Robert, Ch.,
1@. Méthodes de Monte Carlo par Chainnes de Markov. Paris: Economica, 1996).

MCMC metédy mozno rozdelit do dvoch (hlavnych) skupin:

a) metédy odvodené od algoritmu Hastinga a Metropolisa,

b) met6édy odvodené od algoritmu Gibsa.

21.1. Algoritmus Hastinga a Metropolisa

Opis algoritmu. Zvolime Iubovolny triedu podmienenych hustot (resp. podmienenych pravdepodob-

nostnych funkeif) na X
{q(ly): yeX}
tak, aby platilo:
a) Akpre A C X je [, f(x)dA(x) >0 (D, cap(x)>0), tak [, q(x|y)dA(x) > 0 (3, c4 a(x]y) > 0) pre
kazdé y € X.
b) Lahko mozno simulovat ndhodné vybery zodpovedajice hustote (pravdepodobnostnej funkcii) ¢(-|y).

¢) existuje symetria v zmysle
a(xly) = gq(ylx); %y €X,

alebo je zndmy analyticky vyraz pre funkciu (x,y) € X x X — ¢(x|y).

Hustoty (pravdepodobnostné funkcie) g(:|y) st pomocné a nazyvaji sa instrumentélne. Lubovola pri
vybere instrumentélnej hustoty je obmedzena poziadavkou, aby prislusny markovovsky proces bol ergodicky.
Prikladom vhodnej hustoty je ¢(x|y) = g(y) nezdvisle na x (pozri knizku A. Pdzmana).

Nech x(") € X je vektor vygenerovany algoritmom v n—tom kroku. Vektor x(®*1 € X dostaneme v
(n + 1)—vom kroku takto:

1. Pri danom x(™ generujeme vektor y(™ e X zodpovedajici hustote (pravdepodobnostnej funkcii)
a(-x™).

2. Vypocitame vyraz

(n) (n) |y (n)
(n) o(n)y _ Fy"™)g(x"y™)
Ry "m‘“{l’f<x<n>>q<y<n>x<n>> '

3. S pravdepodobnostou R(x(™),y(™) zvolime x("*?) = y(") a s pravdepodobnostou 1 — R(x(™), y(™)
zvolime x("+1) = x()

Poznamka. Na stanovenie R(x(™,y(™) nepotrebujeme vediet normovaci koeficient v hustote f(x) (v
pravdepodobnostnej funkcii p(x)). Toto vyuzijeme ak pozadovana hustota (pravdepodobnostnd funkcia) je
aposteriérna, kde staéf pouzit stcin w(0)f(y|@) namiesto 7(0|y) (resp. (8;)f(y|0;),i = 1,2,... namiesto
m(6;ly),i=1,2,...) .

Vyber bodu x("t1) v algoritme je nahodny a pravdepodobnost, s ktorou je vyberany, nezavisi od
prdchédzajicich x(, i < n. Dostaneme teda markovovsky proces. Vzhladom na znacni Iubovélu pri
vybere instrumentédlnych hustét sa javi prekvapujice, ze prave hustota f(x) zodpovedd staciondrnemu stavu
tohto procesu. Préve tato lubovéla umoziuje vybrat ingtrumentélne hustoty tak, aby sa staciondrny stav
dosiahol ¢o najrychlejsie, resp. vypoétovo najjednoduchsie. Oznaéme P(A|x) pravdepodobnost, Ze proces sa
(na Iubovolnom) kroku dostane zo stavu x do stavu, ktory patr{ do mnoziny A. P(A|x) voldme aj prechodové

Jjadro (transition probability kernel). Plati veta (Pdzman, A., Bayesovskd Statistika, str. 65)
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Veta 21.1. Pri akejkolvek volbe instrumentélnej hustoty (pravdepodobnostnej funkcie) spiﬁajflcej pod-
mienku a), algoritmus Hastinga a Metropolisa generuje realizidciu markovovského procesu a pre kazdi me-
ratelni mnozinu A plati

(i) ak f(x) je hustota

/ P(Alx) f(x)d\(x) :/ f(x)d\(x) pre kazdi meratelni A € X
X A

(A(+) je Lebesgueova miera),

(ii) ak p(x;), i = 1,2,... je pravdepodobnostna funkcia

Z P(Alx;)p(x;) = Z p(x) pre kazdi meratelni A C X.
i>1 x€A
Teda f(x) je hustota staciondrneho rozdelenia (p(x) je pravdepodobnostng funkcia staciondrneho rozdelenia)

tohto procesu.

21.2. Algoritmus Gibsa

Tento algoritmus sa pouziva v mnohorozmernom pripade, ked:

-~ X = X1 X X3 X ... Xx X, pricom kazdé x € X mozno rozlozit na m komponent x = (z1,...,,)" ; €
X, i=1,2,...,m. Predpokladdme, ze M(A) = \1(A1) X ... X An(Am), ak A = Ay x ... X Ay, kde A; C X;.
(Toto plati napriklad pre Lebesueovu mieru.)

— pre kazdé i = 1,2, ..., m sa daji generovat ndhodné vybery z mnoziny X; zodpovedajtice podmienenym
hustotdam tychto komponentov, teda

fi(-l{wj}}il,#i)-

xgn), ...,xsﬁ))’ ku x("t1) = (a:(lnﬂ), ...,mgfﬂ))’ po jednotlivych

Algoritmus predpisuje prechod od x(™ = (
komponentoch takto:

— generujeme vyber zgnﬂ) z hustoty f1(~|asg”)7 ...,x%)),
1 4 hustoty fg(-|x(1n+1),xg”),...,argff)),
— generujeme vyber x3(n + 1) z hustoty f3(~|x§n+1),acén+1), min)...,xg,?)),
atd,

— generujeme vyber z,,(n + 1) z hustoty f,,(-|z

~ generujeme vyber z"

(4 gD gDy

Plat{ veta (Pdzman, A., Bayesovskd Statistika, str. 67)

Veta 21.1. Postupnost x(V),x(?), ... generovand algoritmom Gibsa je realizdciou markovovského pro-
cesu a f(x) = f(x1,...,2m) je hustota pravdepodobnosti stacionarneho rozdelenia tohto procesu. Dokaz
ergodicnosti prislusného markovovského procesu najdeme napr. v knihe Robert, Ch., P. Méthodes de Monte
Carlo par Chainnes de Markov. Paris: Economica, 1996.

Poznamka. Poznamendvame len, Ze ak potrebujeme integrovat nejakd funkciu h(x;), ktord zavisi len

od i—teho komponentu vektora x
1= [ hedfaae (1= Y hapx)
X xeX
tak tuto aproximujeme sumou

PO &
I=—%" hi),

k=1
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W @

teda z postupnosti x(, x| ... pouzivame iba prislusni postupnost i—tych komponentov: x0T
Odtial vyplyva zovieobecneny algoritmus Gibsa: Vytvorime nejaky priestor Z a nijdeme taku hustotu
(pravdepodobostni funkciu) g(x,z) na X x Z, ze

— hustota f(x) je margindlna ku g(x, z),

— pomocou algoritmu Gibsa aplikovaného na g(x, z) generujeme postupnost vektorov (x(V),z(M), (x(?), z()), ..

— na aproximéciu integralov typu

1= /X ) X)X (T =3 Bx)p(x))

xEeX

pouzijeme sumu
n

I= o)
k=1

1
n

a teda pouzivame postupnost x(1),x(?) ..., ktord zodpoveda hustote f(x) (pravdepdobnostnej funkcii p(x)).

Takyto postup pouzijeme, ked generovanie podla hustoty g(x,z) je jednoduchsie, nez podla hustoty f(x)
(pravdepodobnostnej funkcie p(x)). Je tu moznost réznej volby g(x,z) a tym aj réznych variantov algoritmu
Gibsa.

22. Bayesovské bodové a intervalové odhady a testy pre jednorozmerny parameter

22.1. Bayesovské bodové a intervalové odhady pre jednorozmerny parameter

(Dve nasledujtice kapitoly sleduji text z knizky J.Andéla.) Nech dim@ = 1. Za bodovy bayesovsky
odhad parametra 6 sa v niektorych pripadoch berie strednd hodnota aposteriérneho rozdelenia (presnejsie
za realiZzciu bayesovského odhadu sa berie strednd hodnota aposteriérneho rozdelenia). V pripade prikladu

z 3.kapitoly je hustota aposteriérneho rozdelenia

1
— a+m—1 1— b+n—m—1 0 1
7(plm) Blatmbin—m?’ (1-p) , 0<p<
a strednd hodnota aposteriérneho rozdelenia
1
1 _ e B(a+m+1,b+n—m)
at+m—1 1— b+n—m-—1 dp = ’ —
/0 B(a+m7b—|—n—m)p (1-p) pap Bla+m,b+n—m)
B I(a+b+n) Fla+m+1DI'b+n—-—m)  a+m
T(la+m)L(b+n—m) Tla+b+n+1) Cat+b+n’

Ak je n velké (v zrovnani s a,b), tak tento odhad je blizko hodnoty m. Toto je odhad parametra p bez
ohladu na apriérne rozdelenie). Je to v zhode so skiisenostou: Ak n je VZIké ”vela vieme” o p bez ohladu na
predchadzajice vedomosti. Ak naopak nevieme ni¢ o p, teda nerobime ziaden vyber - m = 0,n = 0, odhad
(strednd hodnota B(a,b) rozdelenia).

a
je len z predchadzajicich vedomosti, teda 7
a

Ind metéda je za bayesovsky odhad zobrat mdédus aposteriérneho rozdelenia (presnejsie za realizaciu

bayesovského odhadu zobrat médus aposteriérneho rozdelenia). V tomto pripade

e paerfl(l _ p)bJrnfmfl
p Bla+m,b+n—m)
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Maximum spocitame standardnym spdsobom

d — n—m-— a-—r+1m— n—m-— a-T+1m— n—m-—
?p(pa+m 1(17p)b+ 1>:(a+m71)p+ 2(17p)b+ li(bJrnimil)er l(lfp)bJr 2 _
=p (1 =) (a+m —1)(1 = p) = (b+n—m—1)p] =0,

Cize

pla+m—-14+4b+n—-m—-1)=a+m-—1
a bayesovsky odhad parametra p je v tomto pripade

a+m-—1
a+b+n—2

Na zéklade aposteriérnej hustoty m(p|m) je mozné zostrojit aj bayesovsky intervalovy odhad parametra p.
Nech ¢isla Da H (0< D < H <1) splitajii podmienku

H
(22.1) /D m(plm) dp=1-—«,

kde « je dané ¢islo z intervalu (0,1). Potom plat{
(22.2) P(D<p< Hlm)=1-a.

Interval (D, H) je bayesovskym intervalom spolahlivosti pre p. Samozrejme (22.1) neurcuje hranice D a H

jednoznac¢ne. Niekedy sa preto kladie poziadavka symetrie v tom zmysle, Ze ma platit

b « ! [0
| wtolmidp = . | wtwlman=75.
0 H

Ak existuje také pg, ze aposteriérna hustota je neklesajica na (0, pg) a nerastica na (pg, 1), volia sa niekedy

D a H ako krajné body intervalu
I'=A{p: =(plm) >k},

kde k je konStanta uréend podmienkou

[ #olmydp=1-a.

22.2. Bayesovské testy v pripade jednorozmernaho parametra

Budeme pokragovat v tivahdch z predchadzajicej kapitoly. Ak uz mame é&isla D a H zvolené tak, aby
spfﬁovali podmienku (22.2), mdZeme pristiipit aj k bayesovskému testovaniu hypotéz o parametri p. Pred-
pokladajme, Ze chceme testovat hypotézu

Hy: pe A,

kde A je nejaky interval obsiahnuty v (0,1). V pripade, zZe cely interval A padne mimo (D, H), hypotézu
H, zamietame. V tomto pripade je zrejme aposteriérna pravdepodobnost mensia alebo rovnd a. Nebolo
by vsak rozumné zalozit test len na hodnote P(A|m) (- pravdepodobnost, Zze ndhodn4 velicina s hustotou
aposteriérneho rozdelenia 7 (p|m) sa realizuje v intervale A) bez konfrontécie s intervalom (D, H). Keby bol

totiz interval A velmi kratky, mohla by byt pravdepodobnost P(A|m) velmi mald dokonca aj v pripade, ze
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by A obsahoval médus alebo stredni hodnotu aposteriérneho rozdelenia. To by viedlo k zamietnutiu Hy,
hoci by poloha intervalu A vzhladom k aposteriérnej hustote nebola nijako ”podozriva”.

Niekedy sa hovori o teste hypotézy
HO * P = Po,

kde pg € (0,1) je dané ¢islo. V tomto pripade A je uzavrety interval obsahujici jediny bod py. Je jasné,
7e v tomto pripade je P(A|m) = 0, takZze podmienka P(A|m) < « je splnend trividlne. O zamietnuti Hy
teda rozhoduje len poloha bodu py vzhladom k (D, H). Keby sme nemali nejaki podmienku vztahujticu sa
k intervalu (D, H), hypotézu Hy by sme vzdy zamietli. Tu by sa dalo argumentovat, ze hypotéza Hy nie je
rozumné, lebo dopredu vieme, ze jej pravdepodobnost je rovné nule. Ked vsak padne bod py mimo (D, H )s
existuje také jeho okolie Ay, ze je disjungtné s (D, H) a P(Ag|m) = on 7(p|lm)dp > 0. MoZe sa povedat, ze

ide vlastne o test hypotézy, ze p je z nejakého okolia bodu pyg.

23. Statistické rozhodovanie

(Kapitola sleduje knizku A. Pdzmana: Bayesovskd Statistika.) Tedria Statistického rozhodovania je zalozend
na ekonomickom principe, podla ktorého mé rozhodovanie maximalizovat priemerny vynos, resp. mini-
malizovat priemernu stratu rozhodovania. Tedria sa dé formulovat aj bez pouzitia apriérneho rozdelenia,
teda nebayesovsky. Bayesovsky pristup mé tiez svoje opodstatnenie. Zéaklady tedrie sa daji sformulovat
dokonca aj bez pozorovani (t.j. bez experimentu). Takyto pristup je sice zna¢ne obmedzujici, v tedrii viak
umoziuje elementérne definovaf zékladné pojmy, ktoré potom mozno lahko preniest na pripad rozhodovania

S experimentom.

23.1. Zakladné pojmy rozhodovania bez experimentu

Zakladné pojmy si vysvetlime na elementdrnom priklade: Treba rozhodntt o spdsobe vystavby objektu v
pripade, Ze mame pochybnosti o stave podlozia, pricom nemame moznosti ho preskimat. Z pozicie stavebnika
st dva mozné stavy podlozia:

0,: podlozie je pevné, vhodné na stavbu,

05: podlozie je slabé a stavat sa moze len so zosilnenymi zdkladmi.
Rozhodovatel (stavebnik) mé volit medzi tromi rozhodnutiami:

a,: nestavat vébec,

as: stavat standardnym sposobom,

as: stavat so zosilnenymi zékladmi.
Oznaéme L(6, a) finanénu stratu, ktord utrpi stavebnik ak podlozie je v stave 8 a je prijaté rozhodnutie a.

Hodnoty L(6,a) st v nasledujticej tabulke (zaporna strata = zisk)

a\o 6 0
a; 5000 0
as  —30000 50 000
as 3000  —20 000

Rozhodnutie ag je lepsie ako rozhodnutie a; pri akomkolvek stave podlozia. Rozhodnutia a1 a as si neporov-

natelné, kym nemdme apriérne (alebo nejaké experimentdlne) informdcie o stave podlozia. Chapeme to v
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takom zmysle, ze ked je podlozie pevné (61) lepsie je rozhodnit sa pre as (stavat standardnym sposobom)
a ked je podlozie slabé (fy) lepsie je, ked sa rozhodneme pre a; (nestavat). Ak ale vieme s dost velkou
apriérnou pravdepodobnostou, ze podlozie méze byt v stave 6y (slabé), uprednostnime aj rozhodnutie a3
pred as. V pripade, Ze nemdme apriérne informécie o stave podlozia, rozhodnutie a; mozno z dalsieho
rozhodovania vyliéit.

ZovSeobecnime tieto dvahy: Nech Q je mnozina stavov prirody alebo (prozaickejsie) €2 je parametricky
priestor. Nech 2 je mnozina moznych rozhodnuti. Nech L : @ x2 — R je stratova funkcia, o ktorej
budeme predpokladat, ze je zdola ohrani¢en4.

Rozhodnutie a; povazujeme za ekvivalentné s as (piSeme a; ~ ay), ak pre kazdé 8 € Q plati
L(6,a;) = L(0,as). Podobne a; je rovnomerne nie horsie ako as (piSeme a; =< as), ak pre kazdé
0 € Q plati L(0,a;) < L(6,ay). Ak vsak naviac plati, ze existuje 8™ € Q také, ze L(0%,a;) < L(0",as),
potom a; je rovnomerne lepsie ako as (piSeme a; < ap). Zrejme reldcia < definuje ¢istoéné usporiadanie
mnoZiny rozhodnuti 2. Nemusi existovat rovnomerne najlepsie rozhodnutie (pozri predchadzajtici priklad).
Mbzeme viak pouzit dolezité ndhradné pojmy, a sice pojem pripustného rozhodnutia a pojem tplnej mnoziny
rozhodnuti.

Definicia 23.1. Rozhodnutie a € 2 je pripustné, ak neexistuje také b € 2, ze b < a. Mnozina
rozhodnuti C' C 2 je uplnd, ak ku kazdému rozhodnutiu a € 2 — C' existuje rozhodnutie b € C, ze b < a.

Oznac¢me symbolom P mnozinu vSetkych pripustnych rozhodnuti. Rozhodnutia, ktoré nie si pripustné,
mozno z rozhodovania vyliéit. Podobne, ak sa podari najst tiplnii mnozinu C, mozno vyliéit rozhodnutia
patriace do 2 — C. Mnozina Cy C 2 sa nazyva minimalne aplna, ak Cj je Gplnd a je podmnozinou kazdej
tplnej mnoziny.

Veta 23.1. Ak P je uplnd, tak sa rovnd minimdalnej iplnej mnozine.

Dékaz: Ak C je tplnd a a ¢ C, tak a ¢ P, pretoze existuje b € C, ze b < a. Teda P C C. Odtial vyplyva,
ze ak je P uplnd, je aj minimdalne dplna. )

Ak teda P je dplnd mozno mnozinu rozhodnut{ A redukovat na mnozinu P a dalsia redukcia uz nie je
mozna.

Ak mdme k dispozicii apriérnu hustotu 7(8), strednd strata pri rozhodnuti a je

/Q L(0,2)7(0)d\©O) resp. 3 L(6:,a)m(6,).

i>1

Rozhodnutie a, € 2 mozno povazovat za optimalne (vzhladom na tiito strednt stratu), ak

a, = arg Ialélgll /ﬂL(B,a)w(@)d)\(O) resp. a, = arg g&;L(ei’a)w(ei)'

Takéto rozhodnutie sa vola bayesovské.
V stlade s tym, ¢o sme povedali o pripustnych rozhodnutiach, plati, ze ak mnozina P je uplna, tak

rozhodnutie a, je alebo pripustné, alebo existuje pripustné rozhodnutie b, < a,, pricom plati

/Q (0, a,)7(0)dA(8) — / (6, b.)(8)dA(0)

Q

(a analogicky aj v diskrétnom pripade). Ndvod na ddkaz tohto tvrdenia je v knizke A. Pdzmana, str. 74.

23.2. Rozhodovanie na zaklade experimentu
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V priklade v kapitole 23.1 je rozumné, aby si stavebnik, prv nez sa rozhodne stavat, dal preskimat podlozie.
To znamen4, ze prislusni odbornici vykonaji merania. Vysledkom tychto merani je vektor idajov y. Tento je
samozrejme ovplyvneny ndhodnymi efektmi, ktoré v zévislosti od stavu podlozia @ daji vystihnit hustotami
pravdepodobnosti f(y|@) resp. prislusnymi pravdepodobnostnymi funkciami.

Prv nez sa vykond rozhodnutie v rozhodovacom probléme, je rozumné vykonat rézne pozorovania, ktoré
sihrnne nazyvame experiment. Matematicky sme experiment charakterizovali triedou hustdt (alebo pravde-

podobnostnych funkeif)
{f(yl0): 0 €Q}.

Ulhou Statistika je najst rozumné pravidlo, ako kazdému vysledku experimentu y € Y(€ B,,) prirad{ niektoré

rozhodnutie a € 2, t.j. najst vhodné zobrazenie
A:ye)yY—aecl

Toto zobrazenie sa nazyva rozhodovacia funkcia. Ak mame dani rozhodovaciu funkciu A, tak rizikom,

alebo rizikovou funkciou nazyvame funkciu

P (0.8) € RxD 5 1(6,8) = [ LO.AG)G10)A),
y
ktord vyjadruje stredni stratu pri stave @ a pri rozhodovani podla rozhodovacej funkcie A. Symbolom
D tu zna¢ime mnozinu rozhodovacich funkcii dovolenych v danom rozhodovacom probléme. Zakladnou
poziadavkou na kazdu A € D je, aby existoval uvedeny integral.
Ak ten ¢o rozhoduje chce minimalizovat rizikovi funkciu, ocitd sa formélne v tej istej situdcii, ako v

pripade rozhodovania bez experimentu. Namiesto trojice
(2,2, L(6,a)),

ktora sa uvazovala v kapitole 23.1, ma teraz trojicu
(2,D,r(0,A)).

Mnohé pojmy mozno teda priamo preniest z kapitoly 23.1. Rozhodovacie funkcie st vo vztahu A; = A,,
ak pre kazdé 6 € Q plati (0, A1) < r(0,As), ¢im definujeme rovnomerné usporiadanie rozhodovacich
funkcii. Rozhodovacia funkcia A; je pripustnd, ak neexistuje ind rozhodovacia funkcia As, ktord by bola
rovnomerne lep§ia, teda neexistuje As pre ktortd plati As < Aj;. Podobne ako v 23.1 definujeme tplné
mnoziny rozhodovacich funkcif a platia presne tie isté véeobecné siivislosti medzi pripustnostou a tplnostou.

Pretoze usporiadanie rozhodovacich funkcii relaciou < je ¢iastoéné, vo vSeobecnosti neexistuje rovnomerne
najlepsia rozhodovacia funkcia. Ak vsak pozndme apriérnu hustotu m(0), porovnavame rozhodovacie funkcie

na zéklade stredného rizika (alebo strednej straty), teda na zéklade integralu

@1 k@)= [ 6. m@ie) - [ | [ o800 00| ~Eae)
Bayesovskou rozhodovacou funkciou volame tu rozhodovaciu funkciu, pre ktord plati

Ay = arg gnei% R(A).
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Tu vsak konéi analégia s rozhodovanim bez experimentu. Pri rozhodovani bez experimentu minimalizujeme
integral [, L(6,a)m(6)d\(0) resp. > is1 L(6:,a)m(6;) vzhladom na prvky mnoziny 2, teraz potrebujeme
minimalizovat dvojny integral [, [fy L(8,A(y))f(y|0)d\(y)| 7(8)dv(8) vzhladom na zobrazenia A, ktorych
oborom hodnét je mnzina 2 (mnozina moznych rozhodnuti), teda vzhladom na podstatne komplikovanejsiu
struktiru. Ukazuje sa vSak, ze za pomerne vSeobecnych podmienok tato minimaliza¢na tloha ma elegantné
rieSenie, ktoré je dané v nasledujtcej vete.

Veta 23.2. (Zakladng veta o bayesovskych rozhodovacich funkcidch.) Nech stratovéd funkcia L(0,a) je
meratelns a zdola ohrani¢end. Nech D je mnozina vetkych meratelnych zobrazeni z ) do 2. Nech pre skoro
vSetky y € )Y existuje riesenie ilohy

(23.2) Ar(y) = asg min | L(0.2)7(0ly)dv(6).

ktoré je meratelnou funkciou y. Potom toto riesenie je bayesovskou rozhodovacou funkciou pri apriérnej
hustote ().
Dokaz najdete v knizke A. Pdzmana na str. 76.

Poznamenavame len, Ze v skutoénosti nie je ani potrebné uréit celd bayesovski rozhodovaciu funkciu A.
Ak zrealizujeme experiment a jeho vysledok je y, staci riegit minimalizaéni tlohu (23.2) pre tito jedint
hodnotu y.

Casto sa popri bayesovskych rozhodovacich funkcidch uvazuje aj tzv. minimaxné rozhodovacia funkcia

A,, definovang vztahom

Bty) = ane i {opor(6.)}.

ktora minimalizuje riziko pri tom najnepriaznivejsom 0. Takéto stratégia rozhodovatela vlastne nedéveruje
ziadnemu apriérnemu rozdeleniu 7 a je teda velmi opatrnicka. Pri istych dost véeobecnych predpokladoch sa
dé dokdzat, Ze existuje apriérna hustota g taka, ze A,,(y) = Ay, (y). Hustotu my nazjvame najnepriaz-

nivejSou apriérnou hustotou.

23.3. Aposteriérna hustota interpretovana ako bayesovska rozhodovacia funkcia maximalizujica informéaciu

Aby sme sa vyhli topologickym komplikicidm, budeme v tejto kapitole predpokladat, 7ze © je diskrétny
ndhodny vektor s koneé¢nym oborom hodnét {64, 05,...,0x}.
Nech mnozina rozhodnuti 2 je mnozina vsetkych (diskrétnych) rozdeleni pravdepodobnosti (pravde-

podobnstnych funkcif) definovanéh na Q. Pre kazdé 6 € © a pre kazdé P(-) € 2 definujeme stratu takto
L(6,P()) = —In P(6),

teda L(0;) = Lp(0;) = —In P(0;), i = 1,2, ..., k. Takdto stratovd funkcia m4 jasni informaénu interpretaciu.
Nech 0* je skutocnd hodnota parametra 6. Ak P(6*) = 1, tak strata je nulovd, pretoze sme presne ur¢ili
skuto¢nt hodnotu 8. Ak P(6*) je malé ¢islo, tak strata je velk4, lebo sme pripisali mali pravdepodobnost
skutoénej hodnote parametra 8. V extrémnom pripade P(0*) = 0 je strata nekone¢nd. Minimalizovat takiito

stratovii funkciu znamen4 teda maximalizovat informéciu ziskant z experimentu. UkdZeme, Ze zobrazenie

yeY—n(ly)
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je bayesovskou rozhodovacou funkciou pri tejto stratovej funkcii.

Kazda rozhodovacia funkcia v uvazovanom rozhodovacom probléme mé& tvar

t.j. pre kazdé y € Y je jej hodnota nejaké rozdelenie pravdepodobnosti (¢ize nejakd pravdepodobnostnd

funkcia) na €2, indexované vektorom y. Teda plat{

L(6,A(y)) = L(0, Py(-)) = —In Py(0)
a rizikova funkcia je

10.8) = [ B O)fy0)i)
Strednd strata pri apriérnom rozdeleni 7 sa rovné

R&) ==Y | [ mB0)1610)03)| 7(6.)
i>1 WY

Podla Vety 23.2 bayesovska rozhodovacia funkcia pri danom y je

Anxly) = arg wmiv =D L(8:, P()m(Byly) p = arg min =Y (mP@:)n(Oily) p =

i>1 i>1

= arg min — > (I P(6:)7(8ily) + > _(Inw(6ily))w(8:]y) p = arg min I(m(-[y), P())-

i>1 i>1

Minimalizujeme teda I—divergenciu. Podla Pozndmky pod Definiciou 9.2 toto minimum sa dosahuje ak P(")

a m(-|y) sa zhoduju. Teda bayesovskd rozhodovacia funkcia sa v tomto pripade rovnd

Aly) =7(]y)-

Tento vysledok je zaujimavym informa¢nym zdoévodnenim pouzivania Bayesovho vzorca. Ziadne iné rozdele-
nie pravdepodobnosti na € nepostihuje tak dobre informéciu ziskant z experimentu ako prave aposteriérne

rozdelenie.

24. Bayesovské odhady a testy z hladiska teérie statistického rozhodovania

Teoria Statistického rozhodovania, ktora vznikla ako ekonomicky motivovana tedria rozhodovania vyuziva-

juca experiment (pozorovania, merania), ovplyvnila myslenie v teoretickej Statistike, hlavne v teérii odhadu.

24.1. Bayesovské bodové odhady z hladiska teérie statistického rozhodovania
Ak v experimente
{f(y16): 6 €Q}

zvolime A = Q a ak stratovd funkciu L(6,a) zvolime tak, aby vyjadrovala odchylku odhadu od skutocnej
hodnoty parametra, tak bayesovské rozhodovacie funkcie st vlastne (bayesovskymi) odhadmi parametra 6

(teda odhadovacimi Statistikami). Takymi stratovymi funkciami su napriklad

L(9,a) = ||la - 0]]*
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alebo
m

L(B,a) = Z|CL1 —Hl‘

i=1
Bayesovské odhady sa porovnavaju s ”klasickymi” odhadmi frekvenc¢nej Statistiky, hlavne s odhadom maxima
vierohodnosti. Naopak, pri "klasickych” odhadoch sa overuju vlastnosti formulované v teodrii rozhodovania,
ako st pripustnost (admisibilita), invariantnost, optimalnost vzhladom na niektorid stratovi funkciu. Je
vhodné §pecializovat zdkladni vetu o rozhodovacich funkcidch (Vetu 23.2) na uvedené stratové funkcie.

Veta 24.1. Nech S je symetrickd pozitivne definitnd matica a nech
L(6,a) = (0 —a)’S(0 — a).

Nech 7(0) je apriérna hustota. Potom bayesovskd rozhodovacia funkcia (t.j. bayesovsky odhad) sa rovnd
podmienenej strednej hodnote ® pri danom y
Jo 017 (6ly)m(0)dv(6)

Jo f(Oly)m(0)dr(6)
Jo 02£(6y)m(6)dr(6)

fn 9|y (0)dv(0) , ak menovatel #0,

Ja Onf 6’\y)ﬁ(@)dV(ﬁ’)
Jo f(Oly)m(0)dv(6)

0, ak menovatel = 0.

V pripade, Ze S je len pozitivne semidefinitnd symetrickd matica, zobrazenie y € ) — £(@®ly) je jednou z

bayesovskych rozhodovacich funkcii. Stredné strata pri tejto rozhodovacej funkcii sa rovna
£{(®-£(O)y))'S(® - £(Oly))} = tr{S & (cov(Oly))}

kde cov(®ly) je kovarianénd matica ndhodného vektora Oly.
Dokaz: néjdete v knihe A. Pazmana, str. 82. Poznamendvame len, Ze ak vo vete 24.1 volime S = I, tak
L(6,a) = ||la— 0|

Veta 24.2. Nech v(-) je Lebesgueova miera na © = R™. Nech

a) = Z|G;l — 91‘
i=1

Nech m;(6;]y) je margindlna aposteriérna hustota parametra 6;
71'1‘(91"}’) = / 7T(0|y)d6‘1...d9¢,1d9i+1...d9m
m—1
a nech p;(y) je medidn tejto hustoty. Potom

y €Y = (11(y), s m(y))

je bayesovskd rozhodovacia funkcia (bayesovsky odhad).
Dokaz najdete v knihe A. Pazmana na str. 83.
Pouzivanym odhadom v bayesovskej statistike je aj odhad

O(y) = arg max m(Oly),
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ktorého realizacia je

O(y) = Oly).
(y) = arg max w(6]y)
Z bayesovho vzorca resp. z (2.7) vyplyva, ze ak hustota 7(0) je konstantng, tak odhad maxima aposteriérnej
hustoty je totozny s odhadom maxima vierohodnosti
O(y) = 1 e
(y) = arg max In f(y|®),
ktorého realizacia je
6(y) = 1 0).
(y) = arg max In f(y|6)

Odhad é(y) sa preto nazyva bayesovskym odhadom maxima vierohodnosti. Podla (2.7) mozno pisat

0(y) = arg max [In f(y|6) + Inm(6)]

a preto sa tento odhad nazyva aj penalizovanym odhadom maxima vierohodnosti, pricom Inx(0) je
penalizdcia. D4 sa ukazat, ze odhad é)(y) nedostaneme zo ziadnej stratovej funkcie v zmysle kapitoly 23,

moézemeho viak vyjadrit ako limitu bayesovskych rozhodovacich funkcif (pozri knihu A. Pdzmana, str. 84).

24.2. Bayesovské intervalové odhady

Vo frekvenénej statistike sa ako intervalové odhady parametra 6 pouzivaji oblasti spolahlivosti. Su to
nahodné borelovské mnoziny, ktoré s predpisanou pravdepodobnostou pokryvaji (pevny) parameter 6. Ich
konstrukcia je spojend s konstrukciou optimélnych testov a moze byt velmi komplikovand. V bayesovskej

Statistike je situdcia jednoduchsia. Pouzivajui sa oblasti ohrani¢ené krivkou konstantnej aposteriornej hustoty

Oy) ={0€Q: n(0ly) > c(y)},

kde c(y) je zvolené tak, aby platilo
(24.1) / w(0ly)dv(6) =1 — «,
o)

kde 1 — o je predpisand spolahlivost. Teda aposteriérna pravdepodobnost toho, ze © € O(y), je prave 1 —a.

V pripade, Ze sa rovnost neda realizovat, volime za c(y) supremum z tych &fsel, pre ktoré plati
/ ~(6ly)dv(8) > 1 - a.
o(y)

Niekedy sa oblast O(y) nazyva HDP oblast (highest posterior density region). Zrejme plat{ nasledujica veta
Veta 24.3. Nech y € ) je dané a 7(8|y) je aposteriérna hustota vzhladom na mieru v(6) a nech pre
W C Q plati

/ m(Bly)dv(0) =1 — .
w

Potom
v(O(y)) < v(W).

24.3. Bayesovské testy
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Vhodnym vyberom priestoru rozhodnuti 2 a stratovej funkcie L(6,a) dostaneme rozhodovacie problémy
podobné tdlohdam testovania hypotéz vo frekvencnej Statistike. Podstatny rozdiel je v tom, Ze nemozeme
uvazovat hypotézy, ktorych apriérna pravdepodobnost je nulovd (lebo ich aposteriérna pravdepodobnost
je tiez nulovd) a tiez v tom, ze optimalita testov sa posudzuje tplne inym spésobom nez vo frekvencnej

Statistike.

24.3.1. Jednoduché hypotéza a jednoducha alternativa

Nech © = {0, 01}. Priestor rozhodnuti bude dvojprvkovy
A = {ag, a1},

kde ay znamena, ze prijimame hypotézu 8 = 8y a a; znamend, Ze prijimame alternativnu hypotézu 8 = 6.
Stratova funkcia je L(0g,a1) = wo > 0, L(61,a9) = wy > 0 L(6y,a9) = L(01,a;) = 0. Apriérne rozdelenie
je diskrétne 7(6g) > 0, 7(61) = 1 — 7(0y) > 0. Experiment je dany hustotami f(y|6), f(y|@:1) vzhladom
na (o—koneénit) mieru A(-). Mozu to byt ”oby¢ajné” hustoty vzhladom na Lebesgueovu mieru A(-), alebo
dve pravdepodobnostné funkcie {f(y;|600)}i>1, {f(y;101)}i>1 - vtedy je miera A(-) séitacia.

Bayesovskd rozhodovacia funkcia (teda bayesovsky test) sa v stlade s Vetou 23.2 rovnd

A(y) =arg min [L(6,a)m(8ly) + L(01,a)7(0:1]y)] =

ac{agp,a1}

ap, ak wom(Oply) < wim(01]y),
ag, ak wim(01]y) < wom(Oply).

Nulovi hypotézu zamietame, ak prijimame alternativnu hypotézu, teda ak A(y) = a; a to je prave vtedy ak

(24.2) won(Ooly) < wim(01]y)-
Podla (2.7) je ©(0y) = Z?_i(izgf)}}(g})'wz)’ teda (24.2) je splnené prave vtedy ak
wor(6o) f(y[61)
wrn(®) 7 5100)

Porovname tento test s "klasickym” testom, preto napiSme oblast zamietania nulovej hypotézy 8 = 6 ako

_ . f(y161) c
W= {yer: fian > e}
kde
- ’LU07T(00)
(24.3) c= o (01)

Oblast zamietania nulovej hypotézy je uréend podielom vierohodnosti, podobne ako v Neymannovej-Pearsonovej
leme. Zopakujme si ju
Veta 24.4. (Neymanova-Pearsonova lema.) Nech k danému « € (0, 1) existuje také kladné ¢&islo g, ze

pre mnozinu
Wy =A{y: f(y|61) = gf(y]60)}

plati
(24.4) / F(¥180)dA(y) = a.
Wg
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Potom pre Iubovolni mnozinu W € B,, spliujicu podmienku

(24.5) /W F(¥160)dA(y) = o

/ £(y162)dA(y /f ¥161)dAy).

Dokaz nijdeme v knizke J. Andéla na str. 239. Treba si uvedomit, ze oblastou zamietania nulovej hypotézy

plati

W, je uréeny test s hladinou vyznamnosti (pravdepodobnostou chyby 1. druhu) « (t.j. pravdepodobnost
7e test zamieta nulovi hypotézu, ked ona plati, je ). Pricom tento test je najsilnejsi spomedzi vietkych
testov s hladinou vyznamnosti . Vsetky testy s hladinou vyznamnosti o st uréené oblastami zamietnutia
W, pre ktoré plati (24.5). Chyba druhého druhu je taka, ked test nezamieta nulovi hypotézu, pricom plati

alternativna. Test uréeny oblastou zamietania W m4 pravdepodobnost chyby druhého druhu
| stlenaim) =15
y-w

a B je sila testu. Podla Neymanovej-Pearsonovej lemy je oblast zamietania pre najsilnejsi test s hladinou

= e 20}

pricom konstantu g pocitame zo vzorca (24.4).

vyznamnosti « dany ako

Pri bayesovskom testovani naproti tomu namiesto chyb 1. a 2. druhu mame aposteriérne pravdepodob-

nosti oboch hypotéz w(6oly), m(01]y) a strednt stratu (rizikovd funkciu, pozri (23.1)) rovnud

R(A) = m(6) /y L(B0, Ay)) (y]80)dA(y) + 7(81) /y L6y, A(y)) F(y]01)dA(y).

Pocitajme

7(80) /y L(B0, A(y))f (y]80)dA(y) =

_ ) m(60) [y, L(o, a1) f(y160)dA(y), ak wom(Boly) < wim(61]y)
00) [, L(00,20) f(y|00)dA(y), ak wim(61]y) < wom(foly)
_ ) m(Bo)wo [y, f(y160)dA(y), ak y €Y —W(c)
0, inokedy

= 7T(45’0)100/ f(y160)dA(y) = 7(60)wo l/ f(y160)dA(y) */ f(y|00)d)\(y)] = m(Bo)wo(l — o),
Y-W(c) y W(e)
kde o pocitame podla (24.5). Podobne
7(61) [ 1061, M) (5161)d(y) = 7(61 )1
Y

kde 3 je sila testu, t.j. fW(C) f(y]61)d\(y). Konstantu ¢ pocitame z (23.4). Pre strednd stratu vyssie

uvedeného bayesovho testu dostdvame

R(A) = m(6o)wo(l — a) + m(01)w1 B = m(61)wi(c(l — a) + B).
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24.3.2. Stcasné testovanie niekolkych jednoduchych hypotéz

Na rozdiel od frekvencnej statistiky, v bayesovskej Statistike nerobi problémy rozhodovanie medzi niekolkymi
hypotézami.

Nech Y = {04, ...,0;}, A ={ay,...,a;}, kde a; znamena, ze prijmeme hypotézu @ = 6. Predpokladame,
ze w(0;) > 0 pre kazdé j. Dalej

w;; >0, ak i # 7,
L(Oi,aj) = Y # J

0, ak i =j.

Potom

k
A(y) =arg min ZL(Hi, a)m(0;ly) =

ac{ai,....,ar}

i=1
k k

=aj, ak Zwijw(0i|y) < Zwiﬂr(ﬁﬂy) pre kazdé I.
i=1 i=1

24.3.3. Testovanie zlozenej hypotézy proti zlozenej alternative
Nech ©Q = Q¢ U 94, kde Qo N2y = 0. Nech 2 = {ag,a;}. Nech fn 7(0)dv(0) > 0, i = 0,1. Stratovi
funkciu volime v principe tak, aby
0, ak 6¢cQ;,
> O, ak 6 ¢ QJ

L(0,aj) =

Obvyklé volby stratovej funkcie pre 8 € Q; si
L(H,aj) = w;; > 0, ak 1 75 7
alebo

L(B,aj) = Kj Oyeli?r ||0 - G*H
J

V zmysle Vety 23.2 hypotézu @ € ; prijmeme (t.j. hypotézu @ € Qy zamietneme), ked
/ L(8, a1)7(8ly)du(8) < / (8, a0)7(ly)dv(6).
Q0 o)

Takéto testovanie zlozenej hypotézy proti zlozenej alternative je typické pre diskrimina¢ni analyzu. (Po-
drobnejsie pozri v knizke J. Andéla str. 319-323.) Tvorba bayesovskych testov méze byt jednoduchsia ako

tvorba testov vo frekvencnej Statistike.



