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PREDMLUVA

Bayesovské metody predstavuji Jjeden ze zdkladnich pfiétupﬁ
teoreticko-pravdépodobnostniho mySleni i matematicko-statistickych

vyhodnocovacich metod.

Vychdzi se z predpokladu, ¥e nade informace (apriorni znalost,
skudenost) o hodnotd nezndmého parametru mi¥e byt vyjdd¥ena pomoci
pravdépodobnostniho rozd&leni, tj. neznémy parametr miZeme povaZovat
76 néhodnou velidinu. K z&vérim o hodnoté neznémého parametru vyuZi-
jeme Jjednak apriorni informaci o hodnot& parametru, Jjednak experi-
ment&lni vysledky (nezdvislé na této apriorni informaci). Tento p¥ri-

stup byl a dosud je pfedmétem kritiky mnohe statistikd.

Ne bayesovské metody v3ak miZeme hleddt jeko na metody, které
ném poskytuji jisté Fedeni statistickych problémi.

Bez ohledu ne vySe zmin&nou kritiku mohou byt bayesovské metody
urite&né v ¥add praktickych situaci, predeviim v pripadech, kdy jsou
dostupné vysledky obdobnych experimentld z minulosti (napi. p¥i kon-
trole jakosti vyrobkl).

O%elem skript je vyloZit zdklady bayesovskych metod v Ulohéch
testovéni hypotéz a teorie odhadu. Skriptum je rozdéleno do Besti
kapitol. V prvni kapitole jsou vyloZeny zdkladni principy bayesovské-
ho p¥istupu k FeSeni statistickfch problémi. V druhé se gtend? sezné-
mi s mo¥nostmi volby apriornfho rozdéleni, v dal13i se zdklady teorie
rozhodovacich funkci. 8tvrtd a pdtd kapitola je vénovéna teorii odha-
du resp. testovéni hypotéz. Posledni kapitola obsahuje piehled pouzi-

vanych rozdéleni.



Skriptum bylo napséno jako pomicka k pPednédSce Matematickd sta-~
tistika II., ale mi¥e slou¥it 1 3ir#fmu okruhu tensd#d, nebol pokud

je mi znémo, nebyla dosud v Zeském jazyce publikovéna samostatnd
kni¥ka vénovand pouze bayesovskym metoddm.

Predpoklddd se, ¥e Stend¥ je sezndmen se zdklady vyssi matema-
tiky a matematické statistiky na Grovni knihy J. Andé&l: Matematické
gtatistika, kap. 1-10, 13-15. Znadeni je p¥evzato z této Imihy.

7évérem bych cht&le podékovat recenzentovi prof. ing. F. Fabia-
novi, CSc a dr. D. Vorlidkové za podnétné pripominky a pani I. Mare-~
Sové za pedlivé pFepséni rukopisu.




1. U VOD

1.1 FORMULACE PROBLEMATTIKY

Nechl X = (11,...,xn)' je ndhodny vektor s hustotou r(x|8) vzhle-
dem k o~konefné mife v, kde 0 = (81,...,8k)' je parametr s hodnotemi

-

%z neprdzdné borelovské mo#iny ® < Ry.

P¥i klesickém (nikoll bayesovekém) p¥Fistupu k problému odhadu pe-
remetru § nebo testovéni nypotézy o § povaiujeme € za neznémou kons-
tantu popf. vektor neznémfch konstant & k zdvérdm o hodnoté parametru

8 pou¥ijeme pouze X = (x1,...,xnf'a tvar rozddleni X.

PFi bayesovekém pristupu k gévérim o parametru @ poulijeme kromé
X jest¥ informaci (by% netplnou) o parametru §, kterou méme k dispozi-
ci nezdvisle na realizaci X. Mluvime o tzv. apriorni informaci. Tato
jnformace mife mit objektivni %i gpubjektivni charakter, pop¥. miZe byt
xombinaci informaci obou typd. O objektivni epriorni informaci mluvine,
jestliZe vyuiijeme informaci z podobngch tlch, problémd z minulosti.
Subjektivni apriorni informace vy jadfuje ndzor &i zkudenost ndjakého
subjektu. Apriorni informace ae vyjadfuje pfedpokladem, te © Je ndhod-
ny vektor pop¥. néhodnd velidina s rozdélenim, kterd je vice &1 ménd
znémo v zévislosti na tom, jak Gplnou &i nedplnou intofmaci o © méme.

V§jimedné pracujeme 8 ndhodnym § Jako metodou gzigkén{ zdvérd o
parametru 6 (ndhodnost tedy nevyjadiuje ¥4dnou apriorni informaci,
ale sloui{ jako prostiedek jak obdrfet zévéry o 8). V kapitole 3 uvi-
d{me, Ze znéhodn¥ni parameiru @ je Jeana ¢ moinosti Jek gavést usporé-
dén{ na mno¥in$ roghodovacich funkei a defipovat kritérium optimality.
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Piiklaﬁ 1.1. Uvafujme problém odhadu kvocientu inteligence 6 u ur-
3itého aftéte na zékladd testu s v¥sledkem X. Dlouholeté vyzkumy
ukazguii, %e X mé rosdéleni %(9,100), kie 6 Je kvocient inteligence,
%o 6 je obecnd rizné u riznych a8ti a 1lze ho povafovat za néhodnou
velisinu s rozd¥lenim W(100,225). Posledni uvedeny fakt lze povafo-
vat za objektivni apriorni informaci - z&vér ze série predchozich

realizaci.

Piiklad 1.2. Na gék1add krevni zkoudky se md roghodnout, zda pacient
trpi jistou chorobou. Z pfedchozich vizkumi Je gnémo, Ze touto cho-
robou trpi asi 5 % populace. Toto je opét objektivni apriorni infor-
mace dostupné pied provedenim zkousky. P¥i bayesovském pfistupu po-
u¥ijeme pro zmindné roghodnuti jak vysledku krevni zkousiky, tak
apriorn{ informace o procentu populace trpici touto chorobou.

P#{klad 1.3. Okolem fyszika je odhadnout jistou fyzikdlni konstantu 6.
Pyzik mé urditou pFedstavu o mo#¥nych hodnotéoh 6. P¥ipousti ndkolik
mofnych hodnot 6, pFikl444 Jim obecné rizné véhy (pravadpodobnosti)
a tedy povaiuje Je z tohoto hlediska za néhodné velidiny. Rizni fyzi-
kové mohou vyjéd¥it svou piedstavu o hodnoté parametru 6 obecnd riz-
nymi rozddlenimi. Tato apriorni informece Jje pubjektivni. Opdt k zd-
vérdm o hodnot# fyzikéln{ konstanty pouiijeme jak vysledku (pop¥.
vjoledkd) pi{sludného experimentu tek apriorni informace.

P¥ixlad 1.4. PFi pfedpovddi polasi se b3%né poufivajl nejen vysled-
ky méFeni provedenyoch v minulosti & goudasmosti, ale i subjektivni
nézory (informace) zkudenych meteorclogl. Krom§ vy¥aledkid méFeni

v soulasnosti tedy pouZijeme jak objektivnich tak subjektivnich
apriornich informaci.

Je nutné si poviimmout rozdilné interpretace rozdéleni para-
metru 6 v jednotlivych piffkladech. Zatimco v 1. a 2. p¥ikladd bylo
rozddleni parametru 6 ziskémo z Fady (objektivnich) méfeni a B lze
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gkutein#é poklédat za néhodnou velidinu, ve t¥etim p¥ikladd rozddle-
ni parametru 8 vyladiuje vgtupeh viry"™ v jednotlivé hodnoty para-
metru 8 (pop¥. viry, Ze néle?i do urdité mnofiny). V prvnich dvou
pFikladech se jednd o bdZné rozddleni pravddpodobmosti s Setnostni
interpretaci tak Jak se 8 nf bEEns setkévéme v klasické statistice.
Ve tietim piikladd rozdéleni pravddpodobmosti parametru zachycuje
ngtupen viry" v urdité hodnoty 8, pro rdzné subjekty je obecné& toto
rozdéleni rdzné. 2 tdchto ddvodd nep¥ipadd v dvahu Zetnostn{ inter-
pretace. V tomto piipadd mluvime obvykle o tzv. gub i A4
odobnosti, o které se piedpoklédd, Ze vyhovuje Kolmogorové defini-
ci pravddpodobnosti. Rozdil je pouze Vv interpretaci. Subjektivni
pravdépodobnost vyjediuje viru sudbjektu, e urdity Jjev nastane.

Urdeni subjektivni pravdépodobnosti Je velkym problémem. Nej-
jednodusdi zplsob urdeni subjektivni pravd¥podotmosti je porownat
relativn{ vérohodnosti. Napi. chceme-1i najit pravdspodobnost jevu
E, tj. P(E), srovnéme virohodnosti E a Jeho doplnkového Jevu E°.
P¥ik14ddme-11i obdma jevim stejnou Sanci, xlademe P(E) = P(E®) = 1/2.
Prik1éddme-11 jevu E t#ikrdt vétdi Sanci nei E®, klademe P(E) = 3/4,
P(E®) = 1/4. Jind moZnost Je porovndvat viry ve dvojice jevld na
z6k1add sézek. Za urditych pFedpokladd potom existuje jediné prav-
ddpodobnost na uwfované ¢-algeb¥e Jevi. Podrobny postup spolu s dis-
xus{ o dalifch mo¥nostech lze najit nap¥. v (2], (sl.

Se subjektivni pravdépodobnosti se sotkévéme 1 v bdiném Eivotd.
Mluvime o naddji (#anci) oblibeného fotbalového druistva. Uvafujeme
o mo¥nosti nepiiznivého polasi o pejbliZiim vikendu a podobnd. PFi-
k14déme vlastind véhy moZnym v¥sledkdm, obvykle ¥{kxéme, ¥e ten &i
onen vysledek Je ne jpravadpodobnd jii, mén$ pravddpodotny &i mélo
pravd$podobny.

Fyni obrétime pozornost na vihody & nevyhody bayesovského pii-
stupu. Jeho kladem je bezesporu vyufiti i apriorni informace. Ne

-9 -




drubou stranu je bayesovsky piistup pFedmdtem kritiky mnoha statis-
tikd, kterd se tjkd v podstatd t¥i bodd, a to konstrukce rozdéleni
perametru 6 na zdkladd apriorni informace, pouZiti subjektivni
apriorn{ informace a v ndkteryoh pfipadech p¥ipustit, Ze 8 Je néhod~
nd veli&ina. Udst kritiky je filozofického rdzu. Vitdina statistilkld
pnemé némitek vi¥i postupu v p¥fkladd 1, kde § lze skuteéné povaio-
vat za ndhodnou velidinu a rozddleni parametru @ Je konatruovédno

na gdkladd pFedchozich objektivnich m¥feni. V pFikladd 3 viak mife
byt obtiiné povadovat fyzikdini konstantu 8 za néhodnou velidinu

s uréitym rozdélenim. Subjektivni informace miZe vyrazné ovliivnit
zévéry o parametru 8 (ne zdklads apriorni informace dvou riznych
subjektd mi¥eme dojit k diametrdlnd odlidnym zédvéridm).

Je-11i apriorni informace velmi neurditd 31 Z4dnd, miZe volba
apriornfho rozdéleni parametru § zplsobit zna¥né problémy. Je nutné
si uvddomit, ¥e rizné volby apriorniho rozddleni mohou vést k riz-
nym gévirim. Poznamene)me, fe pro n dostatednd velké a za Jistych
podmfnek regularity zdvéry o € nezdviei na volbd apriorniho rozdéle-
ni parametru 8 (viz Vita 2.1). |

1.2 BAYESOVA VETA A JEJT POUZITL

Nechl 6 = (91_,...,Bk)' je néhodny vektor s hustotou q(§)
vzhledem k o’-konedné mife A na (@, B(®)), kde @ Je neprédzdnd
boreloveské podmnoZina Ry, #(®) oznsduje borelovské podmmoZiny @ .
Necht X = (x1,...,xn)' je ndhodny vektor s podmindnou hustotou
r(x)Q) pFi daném 6 vzhledem k r-koneéné miFe ¥, na (R,, H,), kde
ﬁh ozraduje borelovské podmmoZiny R,, tJ.

»QeB, XeC) = S (Sr(;\g)dgﬁ;))q(a)dk(e), (1.1)
B C

kde B & C jsou libovolné mdFitelné mmnoZiny.
- 10 =




Véta 1.1 (Bayegova). Pro podmin&hou hustotu w(g|x) néhodného vek-
toru O pFi deném X plati

q(B8)r(x|8)
- = je-11 $q(@)r(xiQ)aN® £ O,
Qoo Dr(zlQaNY

e (1.2)
c Jinak.

velx ) =

Dikaz provedeme stejnd jako dikaz v&ty I11.3.14 v [1] (str. 54).

Ze vztahu (1.1) je vidét, Ze r(zx|8)q(8) Je sdruiend hustota vekioru
(x°,8°)° vehledem k v,x ) . Proto podle v¥ty III.3.7 v [] o margi-
ndlni hustoté Je

| atoxtzi@ane)
®
margindln{ hustota vektoru X. Pvrzeni v&ty nyni plyne z véty

111.3.13 v 1], Q.E.D.

Tato véta mé v bayesovskych metoddch kliZové postaveni. Je-li
§ parametr uvaZovany v minulém paragrafu, nezjvime q(@) apriorni
hustotou, nebol vyjadfuje informaci o 8 JeEtd pTed realizaci X.
Podmin¥nou hustotu #(8|x) parametru @ pak nazyvéme hustotou
apogteriorni, nebol Jjde o hustotu parametru 8 po realizaci X.
K zévirdm o paremetru § pak pouZijeme aposteriorni hustotu 7(9l%),
kterd v sobé zehrnuje jak apriorni informaci o parametru 8 tak in-
formaci plynouci z realizace X. Poznamenejme, Ze p¥i klasickém pii-
stupu pou¥ijeme k z&vérim o parametru § pouze r(x|0).

str. 8

PF{klad 1.} pokrafovdni). Apriorni hustota parsmetru 6 je N(100,225),
podminéné rozdéleni X pfi daném 6 je H(S, 100) . Pak aposteriorni hus-
tota Je H(gggfﬁlggﬁlgg; 69,23), je-li x hodnota X. Kvocient inteli-
gence mifeme odhadnout (viz str. 52) 8 stiedni hodnotou pFislusnou
aposteriorni hustoté, tedy hodnotou 3§§'x + %gg.100. Piigluimy roz-~
ptyl je 69,23. Zatimco p¥i klasickém pFistupu bychom poufili Jako
odhed 6 pFimo x, jJeho¥ rozptyl je 100. Tedy pouZiti bayesovského



:
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p¥istupu vedlo k odbhadu s men¥im rosptylem ne¥ p#i klasickém pFfistu-
Pu.
Poviimnime si nyn{ vzorce (1.2). Existujf-1i méFitelné funkce
b,(8,5) a hy(x) takové, Ze
a(® r(x19) = h,(8,5) hy(x), €1.3)
pak aposteriorni hustotu 7(@lx) miifeme pFepeat ndsledovnd.

Sg1(0sx)aA(Q)

T(Qlx) = Je-11 ;Dh1(§.;)da(ﬁ) £ 0,

(1.4)

= 0 Jinak.
Odtud je vidst, ¥e nahradime-1i v (1.2) q(8) funkei cq(8), kde
o je kladné konstanta, aposteriorni hustota 7(@lx) se nezménf. N&-
kdy dokonce za hustotu q(8) volime tzv. lastn{ hugtotu, kterd
je definovand jakonezdpornd méfitelnd funkce (nemusi b¥t integrova-
telnd). Jak uvidime v daldim, poufit{ nevlastni hustoty n¥kdy vede
k v§sledklm rozumnym, Jindy k nesmyslnym. Proto Je nutné nevlastni
hustoty poufivat velmi opatrmé.

Ne gévir si jeStd uvedeme vzorce pro (nepodminénou) stfedni
hodnotu & rozptyl néhodné veliliny X

EX, = E(E(X]Q)) = §c Sxir(zlﬁ_)dﬁxl))q(ﬁ)dl(ﬁ). (1.5)
var X, = B(X,;-B(X,|9))? + var{E(X;|®)} =
| (1.6)
= E var{xilg} + var{B(X,l 0} .
Nepodmin¥né hustota néhodného vektoru X vzhledem k v, Je
r(x) = Seq(g)r(;\Q)dA(g). (1.7)

- 12 -




2. VOLBA APRIORNTIHO ROZDELENI

2.1 gvoD

e——

Jak je vid&t z Gvah v tvodni kapitole, méla by apriorn{ husto-
ta q(8) odrédiet nafe apriorni informace (subjektivni i objektivni)
o paremetru §. Jakmile jsou nafe informace malé nebo vibec ¥ddané
a chceme-1i pouift bayesoveky pfistup, vyvetdvd problém volby aprior-
nfho rozddleni. MoEnosti se daji v podstatd klasifikovat do Sty¥
skupint
t. tvar hustoty q(8) (vein¥& hodnoty perametrld) vyplyne
z apriorni informace;
2. jako hustotu poufijeme histogram (pfi informeci objektiwai
® rozlofime na sjednoceni disjunktnich mdf¥itelnfch mnoZin
a zjistime Setnosti Jednotlivyich mmofin; p¥i subjektivai in-
formaci také rozlofime ® a zjistime subjektivni pravddpododb-
nosti jednotlivych podmmoZin);
3. volime hustotu (hladkou), kterd dobfe aproximuje histogram;
4. piedpokldddme, ¥e hustota mé wr¥ity funkciondlni tvar, nezné-
me pouze parametry.
Tyto moZnosti odpovidaji v podstatd volbém rozdéleni ndhodnych veli-
&in pii klasickém p¥istupu. PF¥i bayesovském piistupu (podobné Jjako
pFi klagickém ddvéme pFednost pracovat s hustotemi q(8) ur¥itého
funkciondlnfho typu (al uf s paremetry zndmymi ¥1 neznémymi). B&Znd
se poufivaji Jednak tzv. gystémy konjugovanych rozd¥leni, jednak ty-
py rozddleni, které odpovidaji tzv. principu peurditogti. Komjugova-
nym systémem rozddleni rozumi{me takovy aystém, Ze apriorni i aposte-
riorni hustota do néj pat¥{. Témto eystémim je vinovén § 2.2.
Princip neurditosti poufivéme, pokud neméme #édnou informaci o 8.
- 13 -
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Dle n&ho za apriorni rozdé&leni bereme rovnomdrné rozddleni na ® .
P#{gludnou hustotu budeme zna¥it qg. Daldl vikled je v § 2.3.

Nikdy méme apriorni informaci v nésledujicim tvaru: Y, ,...,Yy
jaou nezévislé ndhodné veli&iny, které pfedstavuji minulé vysledky,
Y, mé podmfndnou hustotu r(¥y|8;), 836 @, 1 = 1,.c0,Hj Byreee sy
jsou nezévislé néhodné vektory, 8; md hustotu q(8). Pomoci néhod-
nych veli¥in Y,,...,Y¥y odhadneme nepodminéné rozddleni

y) = §r(y|8)al(g)axne

néhodnych veliin ¥y, i = 1,...,N nebo také nepodmindnou stiedni
hodnotu EY; & nepodmindny rozptyl var Y, cof ném za jistych pred-
pokladd umofni odhadnout bud q(;) nebo aspon nékteré momenty tohoto
rozddleni. Takové metody jsou zndmy pod nézvem empirické bayegovské
metody. Podrobndji se s nimi sezndmime v § 2.4.

Na gévir tohoto odstavce si 2formulujeme tvrzeni, které Fik4,
%o pro n dost velkd a za pomdrné obecnych daldich predpokladl apos-
teriorni hustota témé# nezdvisi na apriorni.

V&ta 2.1. Necht ®c R, Je neprdzdnd borelovskd mmoZina. M&jme na bo-
relovekych podmmofindch @ definovédnu néjakou ¢=konednou miru 2 .
Nechl r(x|@) je hustota ndhodného vektoru X = (Xq50eesXy) ‘ vyzhledem
k néjeké 0-konedné mi¥e v,pii dané hodnotd 6 € @. Necht q(8) Je ne-
zépornd omezend m&Fitelnd funkce na ®. P¥edpoklédejme, Ze pro dany
xeR, plati

0 < S@rcm)mg) < 4o, 0¢S®r(:~:|§)q(ﬁ)d?«(g) <+
Oznadme |
(x189) r(z|®aq(8)
T(8)x) = -
ol 812 § r(xi@ane ’ iz Sertxlﬁiqtﬁﬁﬂﬁj
@ (2.1)

Nech¥ existuje takovd borelovskd mmofina Ac @, e pro dand ¥isla
a,b,c (0<a <1, b>0, ¢>0) plais

- 14 -

PRV TARS TR IE NS R S E

<8 e e B K2 0



ey e R T

S TLeIZANG) > 1 - &, (2.2)

A

m = inf q(@) > O, (2.3)
BeA

sup q{8) < (1+b)m,
ged

sup a(@) < (1+c)m.
Be @ -A
Pak plati

S@lﬂ@i;) - 1(81%)| M) ¢ max(3R gibigc ) | al2-ase) |
Dikaz lze najit nap¥. v [1] kap. XVI.3, Véta 1 {str. 288).

Véta #ikd, fe aposteriornfi hustoty ry(8]3) a T(Q|x) se nebudou
p¥{1i% 1idit, jestlife & a b budou dostatednd mald nezdpornd
¢isla & ¢ nebude pfili¥d velké. Uvédomime-1i gi vyznem &isel a,b,c,
predpoklady znamenaji, ¥e na mno¥ind A je koncentrovéna velkd Zést
pravddpodobnosti odpovidajici T(8|x), q(8) musi bft na A prakticky
konstantni a nenulovd a omezend na ®~ A. Je-1i XgseeesXy néhodny
vybér z rozddleni r(x|@), pak pFi dostateind velkém n je Sasto apos-
teriorni hustota 14(Q|x) koncentrovdna kolem n&jakého bodu. Pak lze
najit mnoZinu A (vétdinou k-rozm¥rny interval) splnujici (2.2) a ta-
kovou, Ze MA) je velmi mald a #Hirokd t¥ida hustot q(8) splhuje

(2.3), pak vitSinou stadi, aby q(8) byla hladkd na A a omezend na
@~ aA.

2.2 KONJUGOVANE SYSTEMY HUSTOT

Fechl X = (XyyeeeyX,;) Je-nbhodny vibdr z rozddleni s hustotou

- 15
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r(x|g) vshledem k o-konené mi¥e v, Qc @ £ D Oc By.
Systém Q apriornich hustot q(8) nagzveme Eystémen kopjugovanym
s Jugtotant ir(x|Q), Gc®}, jestlile p¥i dost velkém n a pFi libo-

volnych hodnotéch X = X, které splhuji
n
0 < [ I rtzy|Da(@axg <+,
0 =
pat¥{ aposteriorni hustota do gystéma Q.

Vezmeme-1i za Q systém viech hustot vzhledem k 0’'=konedné mite
A, jde semozFejm¥ o systém hustot konjugovanych e fr(x|8); BB .
Pro praktické iddely se p#{11i5 nehodi. Vhodné budou systémy obsahuji-
ci{ co nejménd hustot.

Poznamenejme, fe pouiiti konjugovanych systémld hustot vede vét-
#inou k pomdrnd jednoduchym visledkim.

¥yni si uvedeme metodu konsirukce konjugovanych systémi hustot
vyufivajici postadujici statistiky. Oznadme Tn(x1....,xn) postaduji-
of statistiku p¥{slufejfici systému hustot iii r(x; |8); e @} . Pfed-
poklédejme, fe existuje ng takové, Ze pro vi. n3ng existuji nezé-

porné funkce g, & h, takové, Ze

n

T, == Q) - 8a (T () )y (), (2.4)
kde Tn(I1,....H) je r-rozmérné postafujici statistike, T nezévisi
na n. Oznadme S, = i;t_; t,ng(g)} mo¥inu vB. bodd t<R,, kterych miZe
nabjvat néhodny vektor T,(X). PFedpokléde jme, Ze pro kafdé eS8,
plati

0< § g (4:9)aX8) < +
®@
Pak - bysténm hustot

‘ itn.t(g); te g, n;noﬁ (2.5)

je systém konjugovan§ s {r(x|0); @< @], kde

| -1
2,409 = .;,,(:a,;g)(ép g,(£18)aX(8))™ . (2.6)

- 16 -
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UkéEeme si, e toto tvrseni skutednd plati. NeohY Xq,0e0,Xy
a Y1,....Im jsou dva nezéviglé vybdry = rozddleni s hustotou
r(x|8). Necht m3ny, n3ng. Sdrufené bustote obou vybdérd mé tvar
n n
TT r(xiig) . ’T I‘(Yi'@
=l js‘]
tak¥e

(2.7)
Pro jednoduchost nyni pFedpoklddejme, Ze hh(;) > 0 pro kafaé n 7 ngy.

Necht %S, . Pak existuje takové ye Ry, ¥e t = T(y). Je-1i aprior-
n{ hustota parametru 8 rovna rm't(,e,), pak podle Bayesovy vity Je

aposteriorni hustota déna vzorcem
m(@)x) = k it r(x;]8) fm’t(g).
kde X je normujici konstanta. Odtud ddle dostaneme
Telx) = k gnmn(;).e)hntg)gm(;,gx;gn(g.g)augn” -

k g, (1, (x))egy 2 (1) )by (2)hy(Y)
b (7)§ gults94XE) )
' @
Tedy z (2.7) vyplyvé

TB\Z) = ¢ BpymlBr Dy n(B:T)s

kd = T (x,3)» . " )
° 8" T BT © T T Dan @y (D)

odtud je jJif viadt, Ze
mQIE) = Bpun(r® (§ g ol m AN, (2.8)

kde ue Sy e t{m jsme dokdzali, Ze T pat#{ do systéma (2.5).

Systém hustot (2.5) ndkdy nazyvéme piirozeny konjugovanf gye-
tém. Jek uvidime z nésledujicich pFikladl 3asto pracujeme se aysté-

mem hustot, ktery je o ndco bohat®i ne¥ piirozeny konjugovany sys-

tém; budeme ho nagzyvat obvyklfm.
- 17 -



Nyni si uvedems piehled konjugovanfch systémd hustot, kteréd pi¥i-
slud{ neibéinéji poulfvanim systémim rosdéleni {x(x/8)3 Q@) . Pod-
robn$ probereme piiped binomického a normélntho (Jedno- i viceromir-
ného) rozd¥leni.

iBinomt cké 0% anf 8 parametry (6 B jo aéno; @ = <0,1>.

n
PostaSujici statistika Je 12:1 X, tedy S, = {0,1,2 ¢ ¢,0m}j. Vehledem
x (A.1) Je

g, (ys6) = &7 (1-0)™ 79, yes,
L oo
h (x) = JI1 (xi).
Odtud a z (2.6) plyne
rn’y(e) = o9 (1-9)™7 (B(y+1,mn-y+1))"1 ce<(0,1)

Dm 1,2,0003 Y = 0,1,2,000,m.

redy pFirozeny konjugovany systém je systém beta rogzdéleni s parametry
(y+1,m0-y+1), kde ¥ = 0,1,...,m, 0 = 1,2935000

Obvykl§ konjugovany systém Je systém beta rozddleni s parametry (t s2),
kde «>0, (3>0.

Je-1i apriorni rosd¥leni beta rozdéleni s paremetry («,>), Je apos-
teriorni rosddlen{ beta rozddleni s parameiry (X + 2; Xy, A+ mm -

- 1£1 Ii)- l&rginilni ro‘d‘l.ni (11,000’&)33 pod.la (107)

B(d +Z:1. (b"' m -Zﬁ) xi = 0....,m
B(c‘,(e)) ! i = 1,...,n.

P(I1-x1 poes ,&-ﬁ) -

#

ﬁf‘h‘v nmm :gﬂilﬂ [ m;ﬂﬂ Q; ® = (0,+°°)0

<)
Postalujiol statistika Je 2. X;, tedy S, = {0,1,2,0 003 ¢

- 18 -




Prirozeny konjugovanj gyatém vezhledem k Lebesguovd ni¥e jJe systém - 0\l -

game rozdéleni s paremetry (m,t), t = 1,2,¢c08 B = 152000 oovykly - fin. » At

xonjugovany systém tvoFi systém ga.m rozdéleni s pacametry (a,p), e

a>0, p>0. Je-1i apriorni rozddleni gama rozd&loni (m,t), Je apos- '

teriorni rozd¥leni té% gama s parametry (m+n; i+ Z xi). Plwar.
0/

Negativné binomické rgzgﬂgni g_paremetry (g,8); 5 jo mémé,® = {0,17.
Postadujici statistika Je 2__113 S, = {0,152y000) « f» y 'y l‘ :/u::,‘,-';: i
Prirozeny konjugovany systém Je systém beta rozdéleni s pa.ramtry N L - ;J )
Came1,t), § = 1,2,0008 B = 1,2,000 R
Obvykl§ konjugovany systém je systém beta rozdéleni s parametry L o
(o 4 3), >0, (>0, ;’!"'"‘,(
Je-1i apriorni rozd$leni beta rozddleni (« .(31)1, pak aposteriorni . i i
rozddleni je opét beta rozd¥leni (x + em, + 51 X4 et
o St
i:x onencidlni rozdéleni s 2, 3 ® = (0,+). o ireie .
Postadujici statistika Je :5;:1 X;, tedy 5, = (0,+9. v .
Piirozeny konjugoveny systém Je systém gams rozd¥leni s perametry i f]’, | o

(t,m), t)O. m= 1,2,0--
Obvykly konjugovany systém Je systém gema rozdélenf (t,m), t>0, . . .

m > 0. R

-
-

Apriorni hustotéd ga.ma. rozddleni (t,m) odpovidd aposteriorni huutota.
gama rozdéleni (t+il_1xi, m+n) . T

Rovnomérné rozddlen{ na (0,8); @ = (0,+=). o oo

Posta¥ujioi statistika je max X;, tedy S, = (0,+%).
1¢ic<n

P¥irozeny konjugovany systém Je systém Paretovych rozd3leni s para- ,' .
metry (m,t), m = 1,2,00¢} t> 0. _ a R
Obvykly konjugoveny systém Je gystém Paretovych rozdéleni (m,t),m>0; |

t>0. - '
Apriorn{ hustot® - Paretovo rozdéleni (m;t) odpovid4 aposceriorni

hustota - Paretovo rozdéleni (mn,qu(f.:.xv...,xn)). Ay
_ e A

' /

.

i
=3
g .
H
3
1
!
+




(v
Bevnonirné rosdlend os (9,.8,); @ = {(e,,8,); 6,2 6,}.
Postafujfof statistiky jsou (min I, max I,), tedy 8, = {(t;,t))

“PFiroseny konjugoveny systém je aystém dvourosmirnfch Paretovych ros-
a8lenf (ty,t,,m), t,<ty, m = 1,2,...

Obvykl¥ konjugovany systém je systém dvourosmdrnyfoh Paretovfch rosdé-
h r} »‘” lenf s parametry (rysrp0 ), ry&Thy *>0. Je~-1i apriorni rosdéleni
4,, BT ;krctovo rozdslenf (t1,t2.n). pak aposteriorni rozd¥leni je op¥t Pa~
retovo s pu-mtry (un(t1,x1.....1n). nx(tz,xv...,&), =»n) .

J,,A’*\l,é in'. d

)4; z »’H:Lrosmi konjugovany ayuth Je systém normélinich rozdil.n:[ (a,ozoln),

_:n ‘631' nai 2,...

com
¢

3 u 1+ 'Obvykly konjugovany systém je aystém rosdSlent N(a,b2), a<Ry, b2>0.
2 ZJo-l:l epriorni rosd¥lent N(a,b?), pak aposteriornt je N(u,,s2), kde

Z x:'_b2 + a.oz

02 a -1——92 . (2.9)
n'bE + ;20 1 nd“c + 0

Mergindinf rozdéleni xi};;._ podle (1.7)

AR S it e il mineton " }wﬂ..‘ e Tk oahinny e v s L
ke Gl . ) Oae b LR s o e A A - I bR BT L .
W 5 RARE N UNLY . 4 K i 3 R W 5 10 s T Y ‘e S Y AN s i .
. il Pt ¥

oL i

- 2y-n/2 =1 B _2 -1/2 Ry
r(x) S:(ero'o) exp 1-2—;‘13 12;1(x1 ) } (2rkP) oxp{—ziz(p a)“)au
- (2-,-)'13/2(,“,2.,.35)-1/2(6-62)(11-1)/2 exp{_%[x§1(xi-x)2/€g +{2.10)

+ n(E-a) (P} (x, beserXy) ‘6B, .

Ay L | (2:11)
. 4T
ad u-g.') oy var xi - O'S + b2 (2.12)
- ¢ 1 M !
T e [
o oL 2 5§ .
i s . 'y-'l QOV(xing) - b2’ 1‘3 (2'13)
. - ' ‘ a K 3
- 2 . L
‘ : V" : E. ! - 20 L
+ + [
' J‘:/ £

RN

'.{7‘-,“(:1 ; * ' S J.f{4/-’!‘1‘:
T Aoy y 0 Y
e WM%L 05 >0 miné, @ = K. [0 T ozwp
BN Tt
qm t‘g) PostaSulicl statistika je i X4y 8 = Ry ’




Py 470 7 0 Wiy i
(. ’ h—) ‘ ._’

s i X
EMM_%_)_Z P’O y @ = (001'“). - ) Er ot
Postalujici statistika je 21 (xi-,‘o) 3 8, = (0,+e). T v ’ '
Pfirozeny konjugovany systém pro 1762 Je systém gama rozdlloni s pa-
remetry (t,m/2), t>0, m = 1,2,... Obvykle bereme t >0, m> 0. Je-1i
1
apriorni hustota gama hustota (t,m/2), pek aposteriorni hustota je té% .
gexe 8 parametry (t +7_ (X;-4)%/2, (mn)/2). :
Pogor! Za nezndmy pa.rametr bereme 1/62 (nikoli 6'2), nebot aystém konju-
govanych rozddleni pro 1/e>'2 md jednodusdi tvar. 1/6’2 8¢ ndkdy nagzyvd

perametr pi‘esnoat;. T

- |
Norméln{ rogd8lenf F(x,02), 1 62 nemsmé, ® = R, x(0,+w).

n
Pogtadujicf statistika je (j_: Xy 121 If), tedy S, = Ry x(0,+9 a

2 - 1 wq
gn('t1,t2;y,o' ) =612 axpi—-z—cz(tz-z t1/‘“'nf£)} $,6R,, t2>t12n..

0dtud a z (2.6) plyne
| fn,t.',ta(é—‘rs-e) = (#)1/2 GIP{- —% (}t-t,n'T)z‘} : (2.14)
= x|~ —Lcesme) (gl (_ar_ b e, 6250

Pfirozeny konjugovany systém pro parametry C(A 1/6‘2) Je systém rozdd-
leni v'ymezﬂrw nédsledovnd: podminéné rozddlen{ p p¥i daném 1/3’
Na,6%r" 1) a margindln{ rozddleni 1/6° Je gama rozddleni (c,d), kde
a.eR1, r=1,2,s003 2d = 1,2,¢.., ¢ >0. Obvykle bereme a.eR1, r>0,
c>0, 4>0. Takovéto rozddleni budeme nazfvat normdlini - gama s para-
a metry (a,r,c,d). Apriornimu rozddleni popsaného typu odpovid4 aposte-

riorni rozd&leni norm{lni - game s parametry (k" ,r+n,0*,d%), kde

P* = nirnx (2.15)
2

» 2 -

¢ =0 +% % (x;-X)€ + %g;%}— (2.16)

-2 -

P e
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d“ =a +n/2 (2.17)
T - i X
TR T

Tedy apriorni sdruZend ﬁustofa‘ (F.,1/62) (tj. hustota normdlniho
- gama rozddleni s parametry (a,r,c,d)) je
( r )1/2 expi_ r ( _a)23 cd (1)d-1 exp{_ Ci (2.18)
poe 22 ey (2 eit
-2
F&R1, o >0,
coZ implikuje, Ze margindlni hustota u Je aZ na ndsobici konstantu

rovaa

2 =(2d4+1)/2
(1 + 213 . 5-“5%-—9')—) jt €Ry. (2.19)

Jinymi slovy (}L-a)(dr/c) 1/2 mé t-rozddleni o 24 stupnich volnosti
(pro 24 p¥irozené). Margindlni hustota (X1,...,Xn) je

L 2y-n/2 1 2 -1/2
r(x1,...,xn) = So SN(2IT6' ) eXPi- -2-63 122-1(’:1-"") ?S(Zvoz/r)

(2.20)
K.

ol oo vty (@ el B} a7 e

a 400 n -1
- wtay (2w)D/2 (f,;;)”zg (522" expi- -:%i ac™2 =
0

4
- Dagosd) (2512 (o0 W2 o (x),.e0,x) eRy

c

Vicerozmérnd rozdéleni

k
® = %B = (P1"°"Pk)3 0‘1’151' 1= 1,.00,k, 121 Py = 11’

- 22 -



Postadujici statistike :jei Z xi;j' 1 = 1,e0e,k }, tedy S,
= {E = (t1,coo'tk)'; ti = 0 1,000,8‘11, i = 1,ooo,k; z ti = mi

P¥irozeny konjugovany systém Je gsystém Dirichletovych rozdéleni s pa-
rametry (t1,...,tk), ty = 1yeees8 i = 1,e00,k, 8 = 1,2,0.. Obvykle po-
ufivéme systém s t;>0, 1 = 1ye00,ke Je-1i apriorni rozddleni Dirich-
letovo 8 parametry (t1,...,tk) pak aposteriorni rozddleni je také
Dirichletovo s parametry (t + I Xw, cee ’tk"' j: ij)

Vicerozmdrné normélni rozd¥leni N, (. ,ZO)_,_ kde ZO je znédmé symetrickéd
pozitivné definitni matice typu kx k, ® = R.

Postadujici statistike je X = ('X'.‘,...,fk)', X, =’115 §1 Xy Podle (2.6)
a (A.29)

ga(ti) = expl- 3w L' @-v}

¥ (5,15 ED]

nk
n (x) = I (detz,o)_n/z exp}- & L

Tedy pFirozeny konjugovany systém je systém normdlnich rozddleni
Nk(g,?;o/n), geR, n = 1,2,... Obvykle bereme systém Nk(g,bzo),
a6Ry, b7 0.

Apriorni hustotd lk(g,g), B positivnd definitni symetrickd typu kxk,
odpovidd apoeteriorni hustota Nk(g‘ »B"), kde

= (nLB1 + §'1)'1 (nZ-B1z+ §_1a) (2.21)

-~

B =iy +3H7 (2.22)
Vicerozmdrné normélni rozddlendi 5 G0 L)y g Je Znémé, b pozitivné
definitni symetrickéd nezndmd matice kx k, ® = igg gymetrickd pozitiv-
né definitni matice kx k¥.

Postadujici statistika Je g = (vij)i’jﬂ,”.,k,

- 23 -
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Bo = (P09 '“'f‘ko)" 8, = {B symetrickd pozitivné definitn{ matice
kx k} . Podle (2.6) a (A4.29) a (A.31)

%(2‘2-1) = (det 5;'1)11/2 exp{- -12- tr§§'1 E}}

§ g(WL™) aZ™ = (get p(nskr)/2 ey nsict1

®
kde Cx,n je ddno (A.32), tr{.} oznaduje stopu matice. PFirozeny konju-
govany systém pro 2'1 Je systém (centrdlnich) Wishartovych rozddlen{
8 r stupni volnosti a parametrickou matici R, kde r = k+i,...,R6e® .
Je-1i apriorni rozdéleni Wighartovo s a stupni volnosti a parametric-
kou matici R, pak aposteriorni rozdéleni je op&: Wishartovo s a+n
stupni volnosti a parametrickou matici R” splaujfci

B =3y

Vicerozmérné normélnf rozd¥leni N]:SH WZ)y pu 1 L > 0 neznémé, @ =

= ig. B>0; g.st, B symetrickd pozitivn& definitni matice typu
k  § k}o
Postafujici statistika je (X,S), kde

§' = §1 (gi-g) (gi-z)"

a Sn = ka 313; R - symetrickd pozitivm&d definitni matice typu k x kj.
Dle (2.6) a (A.29) plati

Bt S 1, I) = (a0t T)™V2 exp {- Be-) T (e~ ) }- (2.24)
. exp i-tr 11 §,1.

~

O0dtud plyne, Ze prirozeny konjugovany systém pro (H, ,Z—‘S miZeme po-
psat nédsledovné: podminéné rozddleni K p¥i daném L je ]Jk(g,,r"1 ),
margindln{ rozdéleni Z,"1 Je k-rozmérné Wishartovo rozddlenf s q

stupni volnosti a perametrickou matic{ V, pFidemZ ae Ryy r=1,2,0003
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PRETTRps Sy N

V Je symetrickd pozitivmé definitn{ matice typu kx k, q >k-1. Obvykle
pracujeme 8 r> 0 nikoli jen & r pFirozenymi. Sdrufené rozddleni g a
2 mé tvar

(2172 (aet L)7"/2 exp{- § tr(L" " (-8)-9) N} /2. (2.25)

. Cq ( det Y)"qja (det Z)'(q-k'1 )/2 expi- % tr(r1£'1)} .

Odtud lze integraci ziskat margindini rozdélenf y . Stadi vlastnd
vypoditat integrédl

S(det ;)'(q'k)/z expi- % tr(§'1(r(g—g.)(g-g)'+ }['1))} ar-!

—~

a uvddomit si, Ze funkce pod integrdlem Jje aZ na nédsobicf konstantu
rovna hustotd k-rozmérného Wishartova rozddlenf s (q+1) stupni vol-
nosti a parametrickou matici (r(g-g.)(g-g)'+v"1)'1. Odtud Adostaneme,
e margindlni hustota i je af na ndsobici konstantu rovma

(aet(Y"? + rlu-g)(u-g)))~(W1/2
1

=(det V1 . (1 + r@s-g) “¥u-a))) gi—

Porovnédnim s (A.33) Je vidét, Ze [ mé k-rozmérné t-rozdéleni

s (q-k+1) stupni volnosti a parametry g a !’1r'1(q-k+1 1.

Apriornimu rozddleni (2.25) odpovidd aposteriorni rozdéleni, které

lze popsat ndsledovnd: podminéné rozddleni W pFi daném L je

Nk(&',(r+n)'1§), rozdéleni ?;"1 je k-rozmdrné Wishartovo s (q+n)-

-stupni volnosti a parametrickou matici V", kde

w. ol (2.26)
2,'1 = !:-1 + § + }%ﬁ (g-z)(g-x)'. (2-27)

K odvozeni tohoto vysledku lze pouZit faktu, Ze aposteriorni hustota
je aZ na nédsobici konstantu rovna soudinu %(155.3?5’;) dané (2.24)
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a pravé strany (A.29).

Je-11 L = 62,, kde I je jednotkové matice typu kxk, je ob-
vykly konjugovany systém pro (H,o"a) tvoren hustotami
exp- 25 (u-2) @-8)) (x(2re2 V2, (67287164 (@) expi-c.077!

Pén‘k’ 6"2>0. (2028)

kde parametry (a,r,c,d) probihaji mnoZinu Ry x(0,+%) % (0,+) » (0,+w),
tj. podmininé rozdsleni y pFi daném "2 je N (2,6%r"'L) a margindl-
ni rozdleni 62 je gama rozddlen{ s parametry (c,d). Margindlni roz-
d8leni M je aZ na ndsobici konstantu rowvmo

ar(u-a) ‘(u-a) -(2a+1)/2
(1+'21H Mg'c#%) * v#ERk-

Apriornima rozd3leni (2.28) odpovidd aposteriorni rozdéleni
expf- ZB oo ) (u-p) Y(2rs?2)~")1/2 (2.30)
XP|- 52 u=-p*) "@u-p*)| ((r+n)(2r6 . 2.3
. (6.-2)d+n/2—1 ™ d+n/2 (P(d-’%) )-‘1 expiogo--.?i’ &,6 Rk’ 6'-2) o,
kde y¥ Je ddno (2.26)

or = e+ 3 L @D ED « gy GG (230

2.3 PRINCIP NEUREITOSTI, JEFFREYSOVA HUSTOTA, LIMITNI APOSTE-
RIORNTI HUSTOTY

Neoht r(x]§) je podmin&nd hustota ndhodného vektoru g=(x1,...,xn) :
p¥i dané hodnot& paremetru 8§ € ® ¢ Obk, @ # p. Poklddédme-1i § za né-
hodny vektor, o ném¥ vime jJen to, Ze 8 €« ®, vznikéd problém jak volit

apriorni rozdéleni. Nékterym Fedienim tohoto problému se budeme vénovat
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v tomto paragrafu.

Podle principu neuréitosti bereme za apriorni rozdéleni 8 rovno-
mdrné rozddleni na ® . P¥{sluinou hustotu budeme znadit qg(8) a p#i-
slunou aposteriorni hustotu VO(QI;). Pro ® nanejvys spoletnou pijde
o hustotu vzhledem k ditaci mife. Je-1i Lebesgueova mira & kladné,
bude q4 hustota vzhledem k Lebesgueové mife. V obou p¥ipadech je g
rovna identicky kladné konstant&, pro ilely vypodtu aposteriorniho
rozdéleni ji vzhledem k (1.4) miZeme kldst rovou 1. Je-1li ® nekoned-
né spodetnd nebo je-1li Lebesgueova mira & nekonednd, je hustota
q5(8) nevlastni.

Je-1i nap¥. (11,...,Kn) * ndhodny vybdr z alternativnfho rozddle-
ni s parametrem 8€(0,1) & nemdme-1i o parametru 8 Z4dné informace,

volime apriorni hustotu (vzhledem k Lebesgueovd mi¥e) rovnu

qo(8) =1 pro 8&(0,1).

Prisludnd eposteriorni hustota je
in n-):xi

To(8lx) = (B(L xg+1, n-Jx+1)7' 68 7 (-0 1 e<(o,n),

tj. beta rozdéleni s parametry (E xi+1,n—).i.xi+1).

Je-11 X,,...,X nshodn§ vibdr z N(F,B‘z), kde 62> 0 Jje znémé
a i Je parametr, o némZ pouze vime, Ze p< Ry. Pak podle principu
neuréitosti vezmeme za apriorni hustotu (vzhledem k Lebesgueovd mi~-
Fe)

Qolp) =1 peER,
a odpovidajici aposteriorni hustota je opdt N(X,n”').
Definujme si nyni ndhodnou velidinu
Z = i - f-L .

Z vy8e Fefeného plyne, Ze podmindné rozddlen{ 7 p¥i daném X je
N(O,Gzln) a Ze rovnd%f podmin¥né rozddleni Z p¥i daném § Jje
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N(0,62/n). Tudi% Z a X Jsou nezévislé néhodné velidiny a podobnd Z
a 4 jsou nezdvislé néhodné veli¥iny. Var Z, var X a var # Jsou koned-
né a tedy

va.ri=va.ry + ver 2
var p = var X + var Z,

co? implikuje, %e var Z = 0 a tedy Z Je skoro jisté konstanta. Toto
je spor s tim, %e Z mé rozddleni N(O,62/n) . §25 0. V tomto pFipads
tedy neni poufiti principu neurditosti vhodné, nebo¥ vede k nesmysl-
nym zdvErim.

Je vidét, %e pFi poufiti principu neurditosti musime postupovat
velmi opatrnd. Princip neur&itosti mid je&td dalsi nevyhodu, zménime-
-1i totiZ¥ parametrizaci modelu (tJ. misto parametru 6 vezmeme 7 = 82).
apriorni{ hustota nového parametru uZ nen{ rovnomérni.

Necht je X1,...,Xn vibdr z Poissonova rozdéleni s parametrem

0 6(0,+=). Apriorni hustotd
qo(e) = 1 8€(0,+=
=0 8 £(0,+=)

(2.32)

p¥isludi aposteriorni hustota gama rozddleni s parametry (n,IX;+1).
i

1/2

Definujme novy parametr A = 6 ', pak apriorni hustota parametru

(odpovidajici (2.14)) Je

q(A) = 2 A0
= 0 ZQOQ

(2.33)

Tedy neni Ji%¥ konstantni. Je vid¥t, ¥e nevime-1i nic o hodnotdoh 6,
méme ji¥ jekousi informaci o A, cof je paradoxni zdvér. Navic apos-
teriorn{ hustota w(\|x) p¥fslusnd apriorni hustotd (2.33) Je

7:;111+1 2 2Yx,+1
X, +
T )=-2=‘3-———e'7‘n7\ 1" a0
%) - L
=0 A0
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Zatimco apriorni hustotd

q'(z) = 1 A)O

pF¥isludi aposteriorni hustota

;
%?f-é )2 2}1:"‘1
rAz) = S TP A A>0
f'()-;'xi-rg)
= 0 )\ fa 00

Tedy aposteriorni hustoty v a ¥* jsou rizné, alkoli oba postupy,
kterymi Jsme k nim dospéli, Jsou z hlediska logického rowvnocenné.

Tyto tvahy vedly k zdvéru, Ze misto podle principu neurditosti
bychom m&li volit apriorni rozd&leni takové, aby nezdviselo na podé-
teéni parametrizaci modelu. Résledujici vé&ta ném d4vd Yeseni pro p¥i-
pad, Ze A Je Lebesgueova mira a A(®@) > 0.

Nejprve si v8ak pripomeneme pojmy regulérniho systému hustot

a Pigherovy informa&n{ matice.
Relmeme, Ze systém hustot $r(xl8), 96@’; Jje reguldrni, jsou-li spl-
nény tyto podminky:

a) ® je neprézdnd oteviend mno¥ina interval v Ryce

b) Mno¥ina M = {x; r(x|@) > 0} nezévisi na 6.

¢) Pro skoro viechna x€M (vzhledem k § -konedné mi¥e vy ) exis-

tuje koneénd parcidlni derivace ri(;lg) = H‘%.ilﬂl i=1,e00,ke
d) Pro kaZdé i a pro vi. 8€® plati S ri(z|@)av (x) = 0.
M
e) Pro kaZdou dvojici (i,J) existuje konedny integrédl
ri(z|9) jCsl9)

34468 =§ o r(x|®) dv (%) .

£) Matice J(8) = (Jij(g))i,jﬂ,...,k Jje pozitivmnd definitn{ pro
kaZdé 8 e ® .
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Matici J(8) nazyvéme Pisherovou :Lnforma&ni matiof.

.._.._...—‘ - s NS

Nechl néhodny vektor X = (x1,...,xh)’ mé p¥Fi
daném peremetru 8 € ® e B, hustoiu r(x|@) vzhledem k nd jaké 6 -koned-
né mife v, . Predpokléde jme, Ze systém hustot {r(§|§); gs@} je regu-—
1érnf & mé Pisherovu informadn{ matici J(@). PoloZme

c = § x(xig)taet 3(8))/2 ag (2.34)
®

a predpoklédejme, Ze 0« ¢ ( +eo

Budi% H reguldrni prosté zobrazeni mnofiny ® na ® e (Bk' Oznadme

7 = B8 ar(xly) = r(g;lHq(n)). Pak §r’(x]n); ne@'} je regulér-
ni systém hustot. Oznalime-1i J*(3)  Pisherovu informani matiod,
pek pro libovolnou mno¥inu B splinjfocl podminky B&®, Be B, platd

o'r(x|8) (det 3(8))"/2 ag = (2.35)

o Crr™

= S ¢ r* (z]|q) (det J’(q))”z ap -
H(B)

Dikaz. Regularita systému ir’(;kq),:) 66’7; je zi¥ejmé aZ na to, Ze

se musi dokdzat positivni definitnost matice J"(y). Necht @ =
= (91,...,ek)', 9= (-,h,...,v)k)‘. Ze vztahu

21n r(x|@  ?1n r*(zly 215_ 21n r*(z|y) _a_li
28, 28, =1 2y J

dosteneme pro prvky Jij( 8) a J;j(q) informednich matic J(8) a J’(n)

rovnost
21n r(xl@) oln r(x|8) £ My My
Jg4(8) = EC 76, * ey ‘e) = u; v; 294 5 ur(y) 9 °
(2.36)

-Ognadime-1i

i
D = (-;é-‘i)i,u=1 geve ,k,



miZeme (2.36) napsat pomoci matic Jako
3(g) = D°I*(7)D.

Pfitom D je reguldrni matice, nebo¥ D je jakobién zobrazeni H a toto
zobrazeni je podle pFedpokladu reguldrni. Z pozitivmi definitmosti
matice J(8) plyne 1 pozitivani definitnost matice J'('_q) pro vE.gs@'.

Podle véty o substituci v mnohondsobnych integrdlech plati

S c r(x|8) (det J(Q))Vzdg =
B

-§ r(;\H’1(n))(det(p'a‘(q)n))’fz(det D lag .
H(B)

Tvrzeni véty nyni plyne, pouZijeme-1li vztah

aet(D'3* (D) /2(aet D)7 = (aet(a* () V2,
Q.E.D.

Je viddt, Ze za piedpokladld véiy je apriorni hustota parametru
g rovna funkci (det J( Q))1/2 (nebo jakémukoliv kladnému nésobku této
funkce) a aposteriorni hustota parametru € Je rovma cr(x18).
.(det J( Q))sz‘, e je to pravddpodobnostni hustota. Funkci
k.(det J(g)id/zJ kde k je libovolné kladné &islo, budeme Fikat

+ -

Jeffreysove apr:ifo;ni hustotg. Z tvrzeni véty plyme, Ze p¥i Jeffrey-
sové volbé apriorni hustoty parametri 6 a 7 jsou obé aposteriorndi

pravddpodobnosti stejné a nemife dojit k paradoxnimu vysledku Jako
u principu neurditosti. N8kdy Jje Jeffreysova hustota nevlastni.

Uvedeme si Jeffreysovy hustoty pro nékteré piipady.

Pro binomické rozdéleni s parametry (m,p), m je znémé,fje
Jeffreysove hustota beta hustota (1/2,1/2). Aposteriorni hustota Je
beta (z+ };'_13:1, %+mn—i§.1xi).

L . : . n. ' ’

[

"4..‘"
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Pro Poissonovo rozdéleni s parameirem A mé Jeffreysova hustota

b o Coan = A2 as,

= 0 N &0.

Je te&y nevlastn:[ a aposteriorni rozd&leni Je game 8 parametry
(n, 1 xi+1/2) ’

A

Pro negativnd binomické rozdéleni s parametry (a,p), & - znémé,

je Jeffreysove hustota

q(p) = p"1 (1-p)"1/2 pe (0,1)

= 0 p¢(0.1)-

Jde o nevlastni hustotu a aposteriorni hustota je beta s parametry
(an, ? xi+1/2).

Pro normélni rozd&leni N(p,cg), 6‘% > 0, je Jeffreysova hustotia
konstantni (vady této hustoty jsou v prvni Sdsti tohoto paragrafu) .

Pro normédln{ rozddleni N(P 0,6’2), Ko zndmé, je Jeffreysova husto-
ta rowna 62 pro 6'2> 0. Jde o nevlastni hustotu. Aposteriorni husto-
ta 6'2 Jje gama rozddleni ( E:L' (xi'f‘o)zlz’ n/2).

Pro normédlni rozd¥leni n(p,sz). M i 62> 0 neznémé je Jeffreyso-

va hustota déna vzorcem

q(}"s-z) a § Fen‘\p 6-2>0-

Opét jde o nevlastni hustotu a aposteriorni hustotae (P 6~2) ge ad
popsat nédsledovnd: podm.néné rozd§lem'. w p¥i daném 1/15'2 Je
§(%,62/n) a margindln{ rozdéleni 1/62 je gama s parametry

(% Ii_<xi-i)2.n/z> :
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Dal3i moind volbe apriorni huatoty pa.ra.metru 8 Je vyJit z kon-
jugovanéh—c_)wsysténm hustot (v&tEinou — obvyklého) iq(egﬁ);?‘c.h} |
pF{sluiného §r(x|8);8e ®} (L je vétEinou oteviend borelovské mo#i-"
naja volime p¥imo a.posteriorn:l’. hustotu V'(elg), kterou dostaneme Ja-
ko limitu aposteriornich hustot z iq(s 2, AeJ\.S pro A konvergujici
k néjekému bodu na hranici muo¥iny A . Pormélnd odpovidd tento zpdsob
tomu, %e za apriorni hustotu g *(8) vezmeme limitu apriornich hustot
z §q(8, N, s A} pro A konvergujici k n3jakému bodu na hranici mmo¥i-
ny 1 . Buetota q*(8) je obvykle nevlasini. V ¥ad§ pripadd jsou potom
bayesoveké odhaiv“a. bayesovské testy shodné s klasickymi. Aposterior-

ni hustoty ziskené prévé popsanym zpisobem budeme nazyvat limitni
aposteriorn{ hugtoiy.

Uvedeme si n¥kolik p¥{kladi:

3o binomické rozd¥leni (m,p) Jje konjugovany systém systémem
bete rozddleni («,3), «>0, (3>0. Limita. aposteriorniho rozdéleni
pro « —»0 & 30 Je beta rozddleni ( Z xi,mn ix ), co¥ odpovidd
apriornimu rozdéleni

Q" (p) = (pC1-p))~" p € (0,1)

=0 p ¢ (0,1).

Pro Toimsonovo rozd¥leni s parametrem € je systém kon jugovanych
hustot tvoFen systémem gems rozd&leni (a,t), a>0, t>0. Limita. apos-
teriornfho rozd¥leni pro a-»0, t—=0 je gama rozd¥leni (m, I_xi) To-
té% aposteriorni rozdéleni dostaneme, jestliZe za a.prlorn:% rozdéleni
zvolime

q~(8) = & 850

= 0 6 <0.

Stejnou tivahou dosp&jeme pro negativmnd binomické rozd&leni (s,p) k to-
mi, e za aposteriorni rozd3leni T*(p|x) vezmeme beta rozddleni (sn,

I_{ x4), které odpovidd apriorni hustoté
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*(p) = (pC1-p))~" pe (0,1)

=0 pé (0,1).

Pro exponencidlni rozddleni s parametrem 8 vezmeme za aposterior-
ni hustotu T*(8lx) gama hustotu (in,n), které odpovidéd apriorni hus-
i

tota
(e = 6" 8>0

=0 8‘00

Pro normilni rozd&leni Ny, 0'%), 6‘% > 0 zndmé, vezmeme za aposte-
riorni hustotu N(X Goln) kterd odpovidé apriorni hustotd rovnomdrné
na R,. (U apriornfho rozd&leni N{a,b 2) xlademe b2sc0.)

Pro normélni rozddleni N(y.o,sz) » Ko znémé, vezmeme ze aposterior-
ni hustotu gama s parametry (%(xi—po) 2/ 2,n/2), kterd odpovidd aprior-
ni hustotd

a*(6™2) = 62

= O V) ..‘..0.

Pro normélni rozddleni N(y.o‘z), pi 62> 0 neznémé, bereme V
aposteriornl hustoté® r—0, ¢—0, 4 »-% Pak podminéné a.posteriorni
rozd¥leni pu pFi daném 1/6 je N(x,6 /n) a margindlni aposteriorni
rozddleni 1/6 je gama s parametry (5_(xi-x) /2,(n-1)/2). Toto apos-
teriorni rozdéleni odpovidd apriornlmu

o, 1/62) =272 pery, 1/6%> 0. (2.37)
Margindlini aposteriorni rozddleni (tj. p¥i daném x) néhodné velidiny
=X
ol
kde n
2 2
Y (xi-'i) > (2.38)
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Je t-rrzddleni s (n-1) stupni volnosti.

Obdobné vysledky plati i pro vicerozmérné narméinf rozdéleni.

2.4 EMPIRICKE BAYESOVSKE METODY |

Jednd se o metody volby apriorniho rozddleni q(8), jestlife mé-
me k dispozici vysledky z minulosti v ndsledujicim tvaru. Yipeee, Yy
Jsou nezdvislé ndhodné veli&iny, Y, md podminé&nou hustotu r(yigi)
(vzhledem k 6~konedné mife v ), 81 ®, 1= 1,...,§, §4,...,8; Jsou
nezdvislé ndhodné vektory, 8y md hustotu q(8) (vzhledem k ¢-konedné
mi¥e A). Tedy nepodmin&né rozddleni Y, Je

r(y) = § ryle) a0 axe (2.39)
®

a odtud plyne pro nepcdmin&nou stifedni hodnotu a rozptyl

EY; = E(E(Y,[)) (2.40)
e £(/%/7ﬂ,)
ver ¥; = E(var(Y,|8)) + E(E(Y,|8) - EY,)°. (2.41)

za predpokladu konednosti EY; resp. var Y.

Ne zdkladd Y,,...,Yy miZeme odhadnout hustotu rq(y) pop¥. pri-
sluSnou distribudni funkci ndkterou b&Znou metodou. Oznadime-1i ¥(y)
0dhad hustoty r(y) a dosadime-1i do(2.39} dostdvéme funkoiondlni
rovnice, které lze obecnd jen velmi t8%ko Fedit. Misto Fefieni funkcio-

ndlni rovnice n¥kdy minimalizujeme vzddlenost T a r. vzhledem k q

q
a za odhad a vezmeme hustotu q, pro kterou je dosaZeno minimum.

Ze. vzddlenost nejdegtdji volime

2 (y)
) 85 108 2T av(y).
r(y)
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V obecném pFipadd je Fedeni sloZité. Red{ se jen ve specidlnich
p¥{padech. Dal¥i informace o tomto postupu lze nalézt v [2] a [7].

Spise neZ najit odhad popsanou obecnou metodou se nejd¥ive podi-
véme, zda veriabilita ndhodné velidiny Y, (popsené r(y)), kterd vanik-
ne slofenim variability 6 {popsané q(8)) a variability Y, p¥i pevném
8; (popsané r(y|8)) je zpisobend hlawvné variabilitou 8;. V kladném p¥i-
padé mi¥eme za odhad q(8) v ¥add p¥ipadd vzit odhad #(y). Variabilitou
c¢asto minime rozptyl. Je-1li v tomto pripadéd var(YiIB) mald ve srovnini
s var 6, pak bereme za odhad q{8) funkci r(y) (pro 8 jednorozm&rné).

Oba vyloZené postupy nemaji pFilid velkou neddji na pouiiti
v praxi, nebol v prvnim pripadd je obtiZné najit Fedieni a druhd meto-
da je pFilis intuitivni. Pou¥ivaji se zetim jen v urdityjch velmi spe-
cidlnich pF¥ipadech viz nap¥. [7].

Mnohem vét3i nadéji na Gspdch md metoda, kterou si nyni vyloZi-
me. Predpokldddme, Ze q(8) md uriity funkciondlni tvar, u kterého ne-
znédme jen parametry, tj. pFedpoklddéme, Ze apriorni hustota je q(8;«),
kde ¢ = (#4,.0.,%.)" je vektor konstant, ktery neznime, vime jen, Ze
deh, kde p 4t Le B . Tedy také margindlni hustotu Y, znéme ai na
vektor « , kitery mifeme odhadnout pomoci YopeeerXy nékterou klasickou
metod~u odhadu nap¥. metodou momentd (viz [11). P¥i ni Xlademe

5YY = % 3£1 Yg §21,2,000,8

(za p¥edpokladu konefnosti p¥isluiinych momentd) a ¥esime vzhledem

k % . ReSeni oznadime Q . Za apriorni hustotu vezmeme q(8,x).

Tato metoda méd Siroké pouziti. D4 se vhodnd kombinovat s konju-
govanymi rozdélenimi, které poskytuji jen funkciondlni tvar rozdéle-
ni. Za funkciondlni tvar vezmeme rozdéleni konjugované s r(y|8) a pa-
rametry odhadneme podle vydie popsané metody. Ve v&tdind rozddleni
uvaZovanych v‘2.2 vede tato kombinace metod k rozumym vysledkim.
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Empirické bayesovské metody se pufivaji spife v Ulohdch odhadu
ne? p¥i testovéni hypotéz. V kapitole 4 Jjsou uvedeny 2 pFiklady od-
hadu parsmetru, jestliZe apriorni hustota byla ziskéna empirickou

bayesovskou metodou.

Necht Y, ,...,¥y Jjsou nezévislé ndhodné veliliny, Y; s rozdéle-

nim N( 8,:6%7\& predstavuji vysledky z minulosti. 91”"’8N Jjsou nez¢.-
" vislé ndhodné veli¥iny. 8 mé rozddleni N((,(q 6'3), kde g & 65 >0 ne-
znéme Nepodmnené rozdéleni Y, Je N(Pq,c ), kde 62 = 651 + cg. Meto -

dou momentd ziskdme odhady f“q a 0'2 pro ju & 62, a to

N -
%.{; Y, =¥ (2.39)
N
a2 1 2

Tedy za apriorni rozddleni vezmeme N(P.q,cz), kde

ég = 82 - 6% je-11 82> 0“8 (2.41)
= 0 je-11 82«62
L2 . . ,
(odhad 6 q misi byt nezdporny).
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3. STATISTICKE ROZHODOVACT PFPUNKCE

3.1 FORMULACE PROBLEMU

V této kapitole se budeme zabyvat tzv. statistickymi rozhodova-
cimi Ulohami, které zahrnuji jako specidlni piipady tlohu odhadu a
testovdni hypotéz. Nejprve si uvedeme nezbytné znaleni a definice.

Nechl X = (11,...,Xn)' Je néhodny vektor s hustotou r(x|8) vzhle-
dem k 0-koneéné mire ¥, na (Rn,d}n), 8 ® je parametr, ® Je neprézd-
né borelovekd podmnoZina R, . Oznalme & mno¥inu moZnych rozhodnuti
(zévérd) o parametru 8 a 4 prvek mmo¥iny & .

Ddle oznaCme L(6,d) ztrdtovou funkei, kterd ndm udévéd Eiselnd
Jakou zirdtu utrpime, jestliZe skutecnd hodnota parametru je 6 a
p¥ijmeme rozhodnuti d. Ztrdtovéd funkce je tedy zobrazeni z ® x &
do R,. Budeme predpoklédat, Ze existuje k konedné takové, Ze
1(8,4) 3k pro v8. 8 e ® a vi. d €. Pokud budeme uvaZovat o-algebry
podmnoZin ® a & , budeme pFedpoklédat, %e L je mdFitelnd funkce
vzhledem k souéinové 0-algebrXe, prilemZ na R, bereme 6-algebru bore-
lovekych mnoZin 61 .

Déle budeme pracovat s rozhodovacimi funkcemi d , kterymi bude-
me rozum$t zobrazeni z R, do & . Jinak ¥eZeno hodnota &(x), FeR,
predstavuje rozhodnuti (zévér) o parametru 8, je-li ¥ = Xx.

Riziko R(8,d) prfislufné rozhodovaci funkei 4, je-1i skutednd hod-

nota parametru §, definujeme nésledovmé
R(§,d) = B(L(8,5(X))/8) = §1(8,8(x)) r(z18) &fx). (3.1)

Znaleni E(.|§) Jjsme pouZili, prestoZe v prévd uvaZované situaci Je 8
vektor konstant. Vzorec vSak budeme pouZivat i p¥i bayesovském pFi-
stupu, kde 8 povafujeme za néhodny vektor a poufiti nepodminéné stied-
ni hodnoty by mohlo vést k nejasnostem. Riziko R(8,d) pFedstavuje
stfedni ztrdtu zplsobenou volbou rozhodovaci funkce ¢, je~li skuted-
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néd hodnota parametru 8.
V daldim se omezime jen na rozhodovaci funkce 4, pro n&¥ Je
R(8,d) < +e pro vs. 8€® . ¥noZinu takovychto rozhodovacich funkeyd

oznacme A .

Punkei R: ®OxA — R, nazyvéme rizikovou funkeci.

Statistickym rozhodovacim problémem budeme rozumst trojici

(@9 A! R) hd

Necht X = <x1,...,x )" je néhodn§ vybér z alternativniho rozdd-
leni s parametrem 8. UvaZujme Ulohu odhadu parametru 6. ZT¥e jmé @-
= {0, 1) mnoZina & moZnych rozhodnutf Je mnoZina hodnot parametru €

a A je mnoZina odhadid perametru 8. M&¥ime-1i ztrdtu jako &tverec roz-

dilu parametru 8 a jeho odhadu d(X), mifeme psdt
Li(8,d(X)) = (8-8(%))°

& tedy pro rizikovou funkci mime
R,(8,8) = E (6-8(%))218).

Pro dlohu testu hypotézy HO. Be€®, proti alternativg H1. Qe ®, =
*O-@,®c (0, je = {44, ke d; = {H; plati} .

Obvykle predpokléddme, %e pri sprévném rozhodnuti Je ztrdta nulovd a
p¥i nesprdvném rozhodnut{ Je zirdta rovna néjeké kladné konstanté a.

Pak miZeme pro ztrdtovou funkci psdt:

1,(8,45) = 0 Be®; i = 0,1 (3.2)

& pro rizikovou funkci méme:

Ry(8,8) = a BE(I{(Z) = d,1;8) = a . P(4(T) = d,;8) Be@,
(3.3)
= a E(I{d(X) = dti8) = a . P(F(F) = dp;8) Be @,

kde I{A} je indikdtor mo¥%iny A.
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Oodtud je viddt, Ze rizikovd funkce je & nésobek pravdépodobnosti
chybného rozhodnuti a mo¥ina {x;d" (5)'45} je oblast pFijeti Hj prislus-
nd rozhodovaci funkei J .

Na mo%ind A rozhodovacich funkei zavedeme usporédéni a ekviva-
lenci. Rozhodovaci funkce J; Jje R-lepsi (popi": leps{ vzhledem k riziko-
- vé funkei R) neZ rozhodovaci funkce d‘2, jestliZe

R(§,d4) € R(Q,d“a) pro vi. 8€®
a jestliZe ostrd nerovnost plat{ pro aspon Jedno 8.

Rozhodovaci funkce d; Jje R-ekvivalentni rozhodovaci funkci d,,
jestliZe

R(g,d“1) = R(g,d’z) pro vi. 8 €®.

PFirozenou optimdlni rozhodovaeci funkei by byla funkce d ‘e A, takovd,
Ze

min R(8,d) = R(@,d*) pro vi. Be® -
deA

Tekovd rozhodovaci funkce existuje jen vyjimedné. Proto definujeme
optimalitu v n&jekém slabdim smyslu.

P#1 bayesovském pristupu predpoklédéme, Ze parameir g je néhodny
vektor s hustotou q(8) vzhledem k 6-koneéné mir¥e A na (®,A(®)) a defi-

nujeme bayesovskou rizikovou funkci nédsledovné

Q(q’d‘) = E R(Q,J) = (3.4)

= §  § ng,d(@)x(z19)av,(x))a(DANE),
® By '

de A, Optimdlindi (bayesovekd). rozhodovaci funkce ¢*(q) Je definovéna
nédsledovné
min @(q,8) = ¢(q,8%). (3.5)
de >
8islo ¢*(q) = Q(q,d“") nazjvéme bayesovgké riziko.
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Dalsi FeSeni miZe poskytnout tzv. invarianéni{ princip.
Necht Je systém hustot{r(x]0);0€®} invariantni vasi grupé transfor-

maci g, tJ. pro keZdé ge g— a Qe® existuje jediné FesSeni Q°e®
takové, Ze Y = g(X) md hustotu r(g|Q°) (X md hustotu r(x|8)). Ozna&me

8° = z(e@).

Pak je rozummé uvaZovat 2trétové funkce invariantni vid&i 9, tj. ta-

kové ztrdtové funkce L(e,d), %e pro kazdé geg a de® existuje-
a°e® takové, Ze

1(8,d) = L(g(g),d°) pre vi. Be® .
Oznalme
do = g(d)o

Rozhodovaci funkei ¢(x) mzveme inveriantni vicéi grupé g s JestliZe
pro v&. XeR a geg plati
igl(x)) = g(d(x)).

Oznacme Aq mnoZinu takovychto rozhodovacich funkci.

Pro rizikovou funkci mi¥eme dokdzat ndsledujic{ tvrzeni:
Véta 3.1. Pro rizikovou funkei R( 8,d) odpovidajici invariantni ztré-
tové funkei L (vi&i grups 9.) plati

R(8,d) = R(g(Q),d) pro v&. 8e®, vi. ge g
a v8. d"eAI.

Dikaz. PouZijeme-1i postupné invariance ztrdtové funkce, invariance
rozhodovaci funkce a invariance rozddleni ir(glg); 86®} , obdriime

R(8,d)

E(1(8,d(%))/8Q) =
E(L(8(Q,8(d(X)))/e ) =
K&, XglX)))/8) =
B(I(2(8) & (X)) /E(8)) =
R(&(8),d(X)).

Q.E.D.
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3 Statisticky rozhodovaci problém (@,A,R) nazveme invariantni vi-

3i grupd g, Jestlife A = A; a R odpovidd inveriantni ztrdtové funkei.

Optimdlni bayegovgkou rozhodovaci funkci invariantni vudi gv bu~

deme rozumét rozhodovaci funkeci 4’ takovou, Ze

min @(q,d) = ¢(q,d"), (3.6)
d'eAI

kde ¢ je definovdno (3.4) a odpovidd invarientni ztrdtové funkeci.

V radé pripadi vede tento postup k tomu, Ze rizikovd funkce R(8,d)
nezévisi na 6 a cptimdlni bayesovskd rozhodovaci funkce d* invariantni
: vadi g splnuje

min R(Q,d.) = R(§95+)9
d"GAI

1 a tedy nezévisi ns q.

UkédZeme si to na prikladd. Systém hustot
(27)"11/2 exp%--l f (x -8)23; 8 €R
2 o 1

odpovidajici vyb&ru o rozsahu n a z rozddleni N(8,1) je invariantni

viaéi posgunuti, tj. g, Je tvorena transformacemi

glx) = (x4-¢,eee,x =¢)’, c€Ry, X = (xqyeeeyx ) €R .

Ziejmé g(8) = 8 - c, 8&R;, ceR, a budeme uvaZovat ztrdtové funkce

L s vlastnosti: pro kaZdé de & existuje d,eR takové, Ze
L(8,d) = I(8-c,d,) pro va. ceRy, 8@ .
Toto Jje napiiklad splnéno pro Q c R, a

1(8,d) = le-d|Z. (3.7)

Pak g(d) = d - ¢ & moZina A, rozhodovacich funkci invariantnich vigi
g Je tvorena funkcemi d(x) splaujicimi

J(xy=cyeeeyxp~c) = 6(x4y000,X,)=c pro vi. c&R, a x&R .

A ot s A g
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Tedy véty 3.1 implikuje, Ze rizikovd funkce nezdvisi na 8 a Je rovna

R(8,d) = R(0,d) = (2m) V2 X%S (8(x))? upg-%i§1x§}u1...axh.

V dal&im se budeme zabyvat pouze bayesovskym p¥istupem.

Jiné Yedeni rozhodoveciho problému poskytuje nap¥. princip mini-

y PTi kterém za optimdlni rozhodovaci funkci budeme povaZovat roz-
hodovaci funkei ¢° s vlastnosti

maxu

fe® QEQD
Podrobnéj&i informace o

min max R(8,5) = max R(8,4°).
Qe®

tomto pfistupu lze nalézt nap#. v [3], I21.

3.2  BAIESOVSKE ROZHODOVAC! FUNKCE

Bayesovskd rozhodovaci funkce 4~ definovens (3.5) zdvisi na vol-

b& ztrdtové funkce a volbd rozddleni parametru 8. Volbé rozddleni pa-

rametru @ byla vénovdna druhd kapitola. Pokud se tyCe ztrdtové funkce,
budeme vychdzet z piedpokladu, Ze Je ddna. Nejb8Zndjs{ ztrdtové funkce
pouZivané v tlohdch odhadu a testovdni hypotéz jsou uvedeny v nédsledu-
Jicich dvou kapitoldch. Existuje obecnd metoda volby ztrdtové funkce

g na zdékladd preferenci (podrobniji viz napf. [2], [5], [s]).

T R TR N
S pi RS 8

Statisticky rozhodovaci problém formulovany v pFedchozim paragra-

fu lze modifikovat tak,aby byly vzaty v Uvahu ndklady na realizaci X.

Misto s bayesovskou rizikovou funkeci €(q,d) (p#i bayesovském pFistupu)

pak pracujeme s tzv. totdlnim rizikem

¢(q,d¢) = ¢(q,d) + E c(6,X),

kde ¢(8,X) jsou néklady spojené s realizaci'g pri hodnoté parametru
rovné §. Daldi informace o tomto problému lze naldzt nep¥. v [5].
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Méjme dvd ztrdtové funkce L, a L, mezi nimiZ plati vzteh
L,(8,d) = & L,(8,d) + b

pro v8. (8,d)e ®x® a ndjaké a >0, beR,. Pak bayesovské rozhodova-
ci funkce odpovidajici L, a L2 Jsou shodné, coZ vzhledem k predpokla-
du omezenosti ztrdtové funkce zdola, vede k tom, Ze bez ijmy na obec-

nosti miZeme predpoklddat nezdpornost ztrdtové funkce.

Nyni si zformulujeme a dokéZeme tvrzeni o konkdvité bayesovaké-

ho rizika @*(q) Jako funkce rozd3leni q parametru &.

Véta 3.2. Pro libovolné hustoty 44,4, parametru § vzhledem k ¢-koned-

né mi¥e A a pro libovolné « € {0,1> platdi

@* (a1 +(1)q,) > €% (qy) + (1-d)¢*(q,),
za predpokladu, Ze pFisluné bayesovskd rizika existuji.
Dikaz. Z definice bayesoveké rizikové funkce méme:

ek qq+(1-2)q,,8) = *@(qy,0) + (1) @ (q,,d)

pro v8. d's A, nebol «£q,+(1x)q, je opét hustota vzhledem k mife A &
@ Je linedrni funkei vzhledem ke q. Z vlagtnosti infima pak plyne

inf o 1=-4)q,, o« inf vy 1-() inf y0 ) .
inf ©(sqy+(1-«)q,,d) > jinf €(q,,6) + (1) d“eAQ(qa d)

Q.E.D.

Nyni si v8immeme bayesovské rizikové funkce Q(q,d' ) definované
vztahem (3.4). MiZeme si ji totiZ vyjdd¥it nédsledovni:

gta,8) = 1€ atorzloang) . (3.8)
®

. (§ W IGENT IR D) W (n),
®

kde 7(8|3) Je aposteriorni hustota parametru 8.
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Tedy pro bayesovskou rozhodovaci funkci d'* odpovidajicd q(q,d) plati
(ze pFedpokladu | q(@)r(x|8)aNe) # 0)
®

nin RE{ (S, 108, 6(x))T(a|paN )] anm) = (3.9)

i R§ {§ 108, E(xI 1D anE) v
®

Najdeme-1i p#i pevném x hodnotu d'o(gg)eQ) takovou, Ze

S L(8,5(x))7(B8]x)aN(Q) = (3.10)
®

- | mest@naimane,
(]
pak je odpovidajfci funkce §° bayesovskou rozhodovaci funkci. Hodnotu
*(x) tedy mi¥eme najit minimalizaci podminné st¥edn{ hodnoty ztrdto-

min
J7(x)eQ

vé funkce vzhledem k aposteriorni hustotd T(8]x) (pokud existuje bod
minimalizujfci tuto podminénou st¥edni hodnotu), tJj. za podminky X = »
x. Tento fakt je velice uZitedny v konkrétnich situacich, nebol obvyk-

le stad{ zndt hodnotu 4" pouze v bod& X = x, ¥ Jje realizace X.

Nehradime-1i nyni v (3.10) aposteriorni hustotu #(8|x) hustotou

epriorn{ q(8), dosteneme tzv. bayesovské rozhodnuti bez provedeni po-
kusu, tj. k rozhodnuti pouZijeme pouze informace plynouci z apriorni-

ho rozd&leni.

Pov3imn&me si, %e bayesovskd rozhodovaci funkce " je zaloZena
na informaci plynouci jak z X, tak z apriornfho rozd&leni parametru §.

Priklad 1.1 (pokradovédni ze str. 8). UvaZujme problém odhadu kvocien~-
tu inteligence 6. Ztrdtové funkci

L(8,d(X)) = (8-6(X))?

odpovidéd bayesovekd rizikovd funkce (viz (3.8))
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+ad

g(q,d‘) = S(g (B-J(x))ztr(elx)de(g q(8)r(x|B)ae))adx,

~0b —©0 -0

kde aposteriorni hustote W(8|x) Je N(%%EX+%§2.100;69’23) a apriorni
hustota q(8) je N(100,225). Najit bayesovskou rozhodovaci funkei zna-
mend najit §¥(x), které minimalizuje

+o

S (e-5(x))2T(8lx)ae. i

~00
14

Jek vyplyne z uivah v nédsledujicim paragrafu

400

§*(x) = S gr(8ix)ds = %%gx + %gg.100. (3.11)

Primym vypodtem pak dostaneme

400

g (2,6%x)) = 69,23  (2m.325)71/2 exp§-‘§.££§%g9ﬁ’}dx -

= 69’230
Zatimco bayesoveké rozhodnuti &' bez provedeni pokusu Je
&%= 100
a
oa,8M = § (6612 q(e) ae = 225 . (3.12)

Pr¥{klad 3.1. M&jme ndhodnou velidinu X = 8 + ¥, kde Y jJe ndhodnd ve-

lidina s hustotou

£(y)

It
o

= 0 y<0,

a O je nezndmy parametr, o némz miZeme pFedpoklédat, Ze md rozdéleni

stejné jako Y.
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Uvadujme rozhodovaci problém (@,AH,R), kde @ = {(0,+e), A je mnoZi-

na funkci z {C,+%), do
% = §‘d1,d2,d3,d4},
kie d; = {i=-1,1), 1 = 1,2,3, d4 = {3,+e9 a rizikovd funkce odpovidd

ztratové funkci dané ndsledujici tabulkou.

klagifikace dle vysledku méieni

a,|a, | a3 |q,
' d.‘ 0 1 1 2
f skutednost ds L 0 2 2
RN
a, |3 |3 |3 |o

Aposteriorni rozdéleni 8 je rovnomérné na (0,X). Ddle plati, Ze

4

g

1(8,d)7(8]X)a8 = §I{3<X}(3X-7)/X+I§14X3}(X-1)} /X+I§{X<1}.0

AN

H -
H

STIX < X4T §1<X<2} + I§2¢Xe3} (2X-3)+I§X>3}(3X-6 )} /X

;
i oo
1

§ L(8,4)T(8IX) e

e
S L(8,4)T(8]X)a8

-00

n

{I§X1} X+T{10Xe 2} (2K 1) +T12¢X 43} 3+1§X>3} (3%-6)} /X

+od

SL(e,d4)r(elx)de

- 0o

"

2x~ 1 min(3,X).

Tedy bayesovské rozhodnuti je ndsledujici:

je-11i X = 2, pak je rozhodnuti d4 nebo d,,

Je-11 X = 13/3 " " d, nebvo d,,
Je-11 X «13/3 " " dq,
Je-1li X >13/3 " " dye
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Na z4vér tohoto paragrafu si zformulujeme vétu pro pripad, e
i & obsshuji prévé 2 body. Toto Je p¥ipad, se kterym se nejdastdji
setkdvéme pFi testovéni jednoduché nulové hypotézy proti jednoduché
alternativni hypotéze. Predpokléde jme, Ze ztrdtovd funkce je definové-

ne. nésledovné:

!
o
-
e
]
-
-
N

L(gi’di) =
L(8;,d4) = 85

]
®
-—

kde a;> 0, = {a,,0,1, @ = {8,185}
Déle predpokldejme, Ze

Pe=8) =%, R8=8)=1-%, } e (0,1) déno.

Pak podle (3.4) pro bayesovskou rizikovou funkei plati

Pravddpodobnosti P(d’(§)=d2\§=g1) a P(& (§)=d1\§=§2) jsou podmindné prav-
ddpodobnosti chybnych rozhodnuti. Najit bayesovskou rozhodovaci funkeci
&* vlastnd znamend najit takovou rozhodovaci funkei d, kterd minimali-
zuje Jistou linedrni kombinaci podminénych pravd$podobnosti chybnych
rozhodnut{. Redeni problému Je obsafeno v nésledujici vdté.

véta 3.3. %Pro 1ibovolné £>0 a b> 0 definujme rozhodovaci funkci

pF¥edpisen
¢*(x) = d; Je-li a r(x|8)>D r(x\8,)

=4, Je-li a r(x|8,)<D® r(x\8,)
= 1ibovolnd je-1i a r(x|§) = b r(x|8,).

Pak pro libovolnou rogzhodovaci funkoi ds X—= plati
#*
a P(5*(Z) = 4,18=8)) + b BE(X) = d,)8=8,) <

< a KE(E) = 4,|8=68)+ b (X)) = d,l 8=8,).
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Dikaz. Pro libovolnou rozhodovaci funkci d plati:

a P(I(F) = 4,18=8,) + b B(&(X) = 4,18=8,) = (3.14)

a S r(x|8y)dv, (x) + b S r(g|8y)dv (x) =
g(g)=d, d(x)=d,

=8a + S (-a r(xl8,) + b r(x|8,))av () =
6(x)=d,

a + S Iid‘(;)sd1,¢f”(x)ad1§ (-a r(x18,) + b r(z|8,))av (x)

+ S I{d’(;)sdvo‘"(g)adz& (-a r(x18,) + b r(x]8,))av ().
Ra
Z definice ¢ plyme

S Iif(§)=d1,d'*(§)=d1} (-a r(§\§1) + b r(x18,))av (x) » (3.15)

> RE 1¢'tx)=a) (-a r(xlg,) + b r(z]8,)) W (®

S Iid‘(§)=d1,d‘"(;)=d21 (-a r(x|g,) + 1 r(z|8,))av, (x) > 0 (3.16)

Z (3.14-3.16) snadno obdrZime tvrzeni vi&ty.
Q.E.D.

Poznamene jme, ¥e p¥i vedlejsi podmince P(d'"(g)ad1\g-§1) = &k Jje
tvrzeni véty shodné s tvrzenim Neyman-Pearsonova lemmatu.
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4. U LOHA ODHADU

4.1 GyoD

Nechf X = (X,,...,X )’ mé hustotu r(x|@) vzhledem k 6-kone&né
mi¥e Y, 8 = (8;,...,8,) '€ @ Jje parametr, f ¢ @ & By . Nechl q(g)
Je apriorni hustota parametru § vzhledem k 6-konedné mi¥e A na

(®,A(@)) a 1(8lx) pFisluind aposteriorni hustota.

Ulohu odhadu perametru § mi¥eme formulovat Jako statigticky roz-
hodovaci problém (®,A,R), kde mnoZine moZnjch rozhodnuti & Jje shodnd
s mnoZinou ® . Rozhodovaci fuﬁl‘c;e ¢(X) Je pak odhad parametru § a A
Je mnoZina odhadd parametru 6. Naddle budeme pouZivat termin odhad
misto rozhodovaci funkce. Ztrdtovd funkce 1(8,6(X)) pak vyjadfuje od-
li&most odhadu §(X) od skute&né hodnoty parametru 8.

4.2 BODOVY ODHAD, JEDNOROZMERNY PRIPAD

Typickymi ztrdtovymi funkcemi jsou

I.a’w(e,d) = w(8) |6-d|® 8e®, d4eD , (4.1)
Lko’k1(8’d) = k,(8-d) 8-d20, 86® ,ded, (4.2)
= k1(d‘e) 8 - d40,

kde w(8) Je nezdpornd m¥i¥itelnd funkce definovend na ® ; a,kg,k, jsou
kladné konstanty pevnd zvolené. NejSastdji poufivéme w(B8) = 1, a = 1
nebo a = 2 a kg=ky =1. Prow(8) =1, a = kg = ky = 1 Jsou ztrdtové
funkce totoZné.

Ddle se budeme zabyfvat pouze I‘2,w a Lko,k1’ Proa =2, w(B) = 1

budeme pouZivat pro zirdtovou funkei zkrécené znadeni L2.
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R T e v+

Oznadme
q1(8) = q(B)w(G)(S q(8)w(8)dA(8))™" pro \q(8)w(8)an(e) £ 0
® ® (4.3)
= O jin'a'k’
(x18) q4(8)
T(8lx) = *(318) a4 pro Sq1(8) r(x\8)ax(e) £ 0
({r(z]8)q (8)dar(8) e
® (4.4)
=0 jinak,
r(x) = §r(x18) q,(0)an(8)  zeRy. (4.5)
®

Z¥ejmé q, Jje hustota (pro (.)Sq( 8)w(8)dxr(68)A0) vzhledem k A a povefuje-
me-1i ji za apriorni hustotu, pak pFisluind aposteriorni hustota Je
T,(8lx); ri(x) Je margindlni hustota X odpovidajici q,(8).

Hlavni vysledky o bayesovskych odhadech pro ztrdtové funkce L w
9

a Lko,k1 gi zformulujeme ve vété:

Véta &.1.. a) Nechl

0 < Se%(e)v(e];g)dm(e) < 400
®

pak pro ztrétovou funkei L, . definovanou (4.1) je bayesoveky odhad
]

J; y Paremetru © ddn vztahem
?

Gg ew(8)r(8lx)dxr(e)

- E,(8|Z=%) pro ) w(8)7(0|x)ar(8)40

(4.6)

i,
’ éw( 6) T(B8|x)ax(e)

=0 Jinak

pro bayesovseké riziko Q’é «(2) platd
?

QE’W(Q) = E1(var1(el§)) ’ (4.7)

ey
Py’ 3




kde E, oznafuje st¥edni hodnotu X vzhledem k hustotd (4.5) e ver,
oznaduje podmindny rozptyl 8 vzhledem k hustotd (4.4).

b) Nech¥

0 < { 18ir(x|8)q(8)ane) < += (4.8)
)

pek pro ztrdtovou funkei I, ovk+ definovanou (4.2) Jje bayesovsky od-
had &y ) ~parametru @ (100(k0(k0+k )~1)% kventil aposteriorniho roz-

d8leni 7(8|x)a pro bayesovské riziko Qk X, (q) platdi
* E;

P ke ()

Skgpk, (D) = (kgtky) ) (F k(B -OI7(5|0a(O)a¥,(p)ar(e) +

+ kg RE_S“(e-a;o,k1(;)>rme)q( 6)dv_(x)dan(6).

Digledek 4.2. Je-1li ve vété 4.1 a) w(8) = 1, pak bayesovsky odhad
5';(;5) parametru 8 je

&5(x) = EC8|g=x) (4.10)
a pro bayesovské riziko plati
¢(a) = Efvar(olp) . (1)
PF¥ipomenme, Ze 100« % kvantil 30((;5) rozd8leni T(8|3) Jje definovén
vztahem S r(elx)ane)<« , S T(6lx)an(e) »1 - « . :
@I\ie a,‘(;)ﬁ : @r\&G?éd\(E)i

Poznémka 4.3. Bayesovsky odhad d';’w(z) Jje podmin&nd st¥edni hod- :
nota 6 pFfi daném X = x vzhledem k hustotéd 1T;|(8|§). g

Dikaz vEty 4.1. a) Pro libovolné d'eA a libovolné xe R, plati

EEE TSR 1 s

E,(B—G';_’w(;))(d‘;’w(p-tf‘(;)) =0

a tudiZ

secireSiaveg
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a(a,8) = By(8-5(x))? = RSncé(e-ﬂ;))%;(;,|e)az<e)r,(;)avn(§) ]

g oo -

+ S (6’(;)—6‘;’w(§))214(5|B)rn(8))} ry(x)ay (%) >
@

S S S (8-4; w(;))zy(gle)d'x(e) = E (varfe|X)).
R, ® ’
Odtud plyne, Ze J;J(;) je bayesovseky odhad a bayesoveké riziko je
d.é.no (407)-

b) Nechl 4 je libovolny odhad parametru 6. Je-1li d(x)>

(Y'

> ko,k1<§), pak plati

']

ko(o”; (B)-01E)) Je-14

D i, (TR e (8,8 (X))
0™ 0 1 0 1 e_d'(;) > 0

k,(-8+dT%) ) -k e-é‘ko, K, ()

je=1i G-d"(x)c 0 <6-dy ’k1(;)

g'd‘k k (;)" o,

coZ implikuje (pro jJednodusdi zdpis klademe q(8) = O pro 8 ¢ @)

_30(zko,k1ce.5(§)>-Lko,k1(e.d';o,k1(§)))r(;\e)qw)axce) - (4.11)

408

x)
= k@Y, i, (®)- R;))(Sﬁ;\e)«;(e)n(e)-& r(x|0)q(8)aNe) -

EENEA e TN

d‘ko,k (x)

- S r(x516)q(8)dA(6)) +

-0

&(x)
+ (k,8(x) + kgd*  (2)) § r(x|8)q(8)an(e) -
kgkg 8,k (X

i e
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- (kgtk,y) S er(x|8)q(8)ar(e) +
#
&Lo’k1(5) d“ko’k1(§)

+ k,(d’(;)—d'go’k1(§)) _Soo r(x|6)q(8)ar(e).

PouZijeme~1i nerovnost
é(x) §(x)
er(z16)a(8)an(e) < d(z) | r(x|6)q(8)ax(e)
Ckgok, (%) Th ke (®

0’ 1
(4.11)
a selteme-1li na pravé strand integrdly s mezemi ka kg (x), (%)), do-

staneme, Ze jejich soudet je nezdporny. Kromé& toho z definice kvanti-

lu plyne, Ze
Tiegoiey (¥ o .
S r(x|8)q(8)an(e) » S r(;]e)q(G)d)(B)-gﬁk—o ’

coZ ddle zajistuje, %e soudet zbyljch Slend na pravé strand (4.11)

Je nezdporny. Odtud ji%¥ plyne naSe tvrzeni pro &(x)> d'ko i, (x). V pri-
padé platnosti opadné nerovnosti postupujeme amnalogicky. Ted:f

100 ko(k0+k1) % kvantil aposteriorniho rozdéleni parametru 6 je
bayesovsky odhad pro I‘ko,k, & bayesovské riziko je rovno

‘o

* ( ) = e’dl ) 8 8)4 ane) -
¢ ko,k.l q é}_& Lko’k.'( kO’k1(§ )r(gl )q(8) vn(?s) (8)

400

+ kg % S (8-d; (x))r(x|0)q(®)av (x)dan(e).
Fh‘“’ 0*™1

Q. Eo Do

Z disledku 4.2 a pozndmky 4.3 plyne, Ze bayesovsky odhad cf' Je
podminénd st¥edni hodnota parametru © pr¥i aposteriorni hustotér(e\x)
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Tedy pro eposteriorni hustoty 78| ) uvedené v kapitole 2 snadno
spoéteme odhady J’ , stadi nalézt v Apendixu p¥isludmou st¥edni hod-
Anotu. 7a zminku stoji, Ze pro limitni aposteriorni hustoty uvoden‘
v 2.3 ge vétSina bayesovskych odhadd parametru © shoduje s odhady
bé¥n¥& pouZivanymi v klasické statistice.

Priklad 1.1 (pokradovéni ze str.8,45 . Vyjédda¥eni (3.11) pro bayesov-

sky odhad J 2’ p¥isludny ztrétové funkcl L, plyne z (4.6). Tento od-
hed je totofny s bayesovskjym odhadem d";n odpovidajicim ztrdtové
funkci L1,1. 24le¥{-1i ném na podchyceni adti podprimérnych nebo
nadprimérnych, miZeme volit misto ztrdtové funkce L, funkei

18,0 = (6-9)2 exp &= (8-100)2 ,

kde r> 225. Podle (4.3) a (4.4) postupné dostaneme, Ze hustota
4,(8) Je N(100,(xs - D7') & hustote T (6lx) Je

225rx+100°(r-2 100.22 X
( Zg'}rﬁﬁm 555; +2 r)'

7 véty 4.1 plyne, Ze bayesovsky odhad Je

2
4 _ g%;rxﬂoo gr-gzgz
d"2,w(x) B T+ r-

a bayesovské riziko je
(O 225.100.r
q =
S2,w 100(r-225)+225r

kde w(B8) = exp{(6—100)2/2r§. Porovndme-li tento bayesovsky odhad
s odhadem ziskenym pFi L,, zjistime, Ze pii x <100 je

Gy o(x) < 6p(x)

a p¥i x > 100 plati opa¥néd nerovnost. Tedy pri d'; o PO X <100
9
8 spi%e podhodnotime a pro x >100 spife nadhodnotime ve srovnéni

s pou¥itim odhadu d‘;
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5 . o
" P{klad 4.1, Chceme odhadnout pravddpodobnost 6 viskytu ur¥itého
gnaku u populace Jjedinocd. Necht X,,...,X, Je néhodny vybér z této
populace, kde

;=1 u i-tého vybraného jedince zJjistén znak

= 0 Jinak,

i = 1,¢eee,n. Tedy P(X1-1) = 0 a P(xi-D) = 1 - 8.

Pfedpoklédejme, Ze 6 mé beta rozddleni (d,(&), «>0, pA>0a
po¥sdujeme co nejlepSi odhad pro 8 v okolf O a 1. Zvolime-1i

2
Kot - Gellap2

pak pri téZe hodnotd (B—c:"(;))2 je ztréte pro 8 v okol{ O a 1 mnohem
vét¥{ ne¥ nap¥. pfi 0 v okolf 1/2. Podle (4.6) je pak bayesovsky od-

had dé4n vzorcem ol 't

1 A+ix, -1 S 4ndx, =2
g 11 '¢q_gy 11 a0

Ftz) - _% A+ X, -2 Tmgx, -2
So 8 -1 (1-8 1 ae
B( +1;-_ X, A+ n -Ij:_ xy - 1)

. z : A

°(+Ii-xi"1

= ——— L 4. 1.

o(+($+n-2’

n:ni—li 0<A41 az_xi = 0 nebo 04(351 aii xy = 1, kde%xi znamend
12;1xi°
Je-1i 0< b1 afi x, = 0, pak
dXx) = 0.

Je-11 0< A <1 azi xy; = n, pak ¢’* neni definovéno vztahem (4.6), ale
miZeme ho dodefinovat pomoci &imityz1 )(3 R
gt 1(1-0)Y""“ae
&*(x) = 1im -2 -

T
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o +n-1 p-2
- (-} 1-8 - Ad-2 By
ad W ' P2i ¢ colnrol)l = b0 tal o

al_a 74 ) J;y,.‘«g(-Zﬂ o ),,,_-"5'-;,,.71
Vel P - 7 e/ v
Pro beyesovské riziko plati («>1, @p>1) ool ) ®
| & +X=1 +Nn=-X=-1 B(44x-1 (34n-x~1
(q) = 3_ () . po. b v =
7 x=0 X (& +p+n-2) “(a+B+n-1) «=1.8
) i @) B(x +X, 3+n-x) } % =1)(2=1
Zo X B«-1,p-1 ) (& +A+n=2) o« H3=1) (o +p~2) (« +n+ ’

kde jsme pouZili faktu, Ze margindlni hustota r, (x) néhodného vektoru
X je podle (4.5) rovma

B(& +x-1,+n-X-1
d=1,3-

ri(x) = pro x; = 0 nebo 1

n
x oznaduje ) x4 (jde o hustotu vzhledem k 3{taci mi¥e).
i=1

PFi klasickém pFistupu je X = %E X; eficientnim odhadem.

Priklad 4.2. Elektronické souddstky Jsou zkoudeny za Udelem odhadu
stiedni ¥ivotnosti. PFedpokléddejme, Ze doby Zivotnosti jednotlivych
goudédstek predstavuji vybér X;,...,X 2 exponencidlntho rozdéleni

s persmetrem 1/6. P¥edchozi méFeni umo¥fuji pFedpoklédat, Ze 6 méd
inverzni gema rozddleni s fi-a.metry ({_’.,d), «>0, f[3>0 dané hustotou

-1
q( B3, 3) = (r'(o())ﬂ[f“ g1 e-(B{A) e8>0
=0 8<0.

Aposteriorni hustota parametru 8 Je
-1 o 41 —A-n—-1 1
T(8|x) = (M(x+n)) (1/[31-1;:1) +tng=2-n expi—-(ﬁ-c'i};xi)/e} e8>0

=0 8 <0,

n
tj. inverzni gama rozdéleni s parameiry ("(7}9-3‘2_1::1)'1.«-»:1). P#i kva-
dratické ztrédtové funkcil I‘z,w swe1dané (4.1) je bayesovsky odhad
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dén - LD
&*(x) = S ex(8)5)de = p_i i

~c0 K+n-1

a pro bayesovské riziko plati pro «>2, (3>0

'(q) = Ejver(elx} = E(% +7; x)2 &+ n - 2@ +n-27" =

2
T k- - +n- ’

kde jesme pouzili faktu, Ze margindlni hustota X Je (viz (1.7)) rovna

r(d.*.n rOX)O i'—"“ PUPRPERS ¢ |
r(d)(f(1/[;#i)d+n p i ’ ’

a rovna nule Jjinak.

:Pfiklad 1.g_(pokraéovéni ze str. 8 ). PFfedpoklddejme, %e dva fyzikové
vy j4d¥i svou predstavu o gledované fyzikdlini konstant® 6 nédsledovné.
7kuSendjdi z nich ¥ikd, Ze mo¥né hodnoty 6 maji rozddleni F( 900, 400).
zatimco druhy z nich (méné zkudeny) rikd, Ze mo¥né hodnoty 6 maji roz-
d&leni H(800,6400) (v¥tsi rozptyl odrd%i mensi zkuSenost). Predpokld-
dejme, Ze vysledek X = X pfisludného pokusu mé rozddleni N(8,1600).
Pak aposteriorni rozdéleni pFi pouZiti apriorni informace zkusenéjsiho
fyzika Je

N(EL 600’ 320)

a p¥i pouZiti apriorni informace fyzika méné zkugeného Jje

Je vidét, e u ménd zkudeného feika dolo k vyraznému sniZeni rozpty-
1u ve srovndni s fyzikem zkuSenym.

P¥i ztrdtové funkci L, dostaneme odhad 6 rovny (x+3600)/5 u zku-
Seného fyzike a (4.x+4800)/5 u méné zkudeného. Tedy odhady Jjsou rtzné.

Obecnd pi#i n pokusech bude aposteriorni rozddleni pFfi pouZiti infor-
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mace zkuSenéjsiho fyzika

X+3600/n 1600
NS, 190

a méné zkusSeného fyzika

N( 54890 n’ 6n20)’
kde X je aritmeticky primér vysledkd pokusl. Tedy p#i provedeni vice
pokusli bude vliv apriorni informace ryhle klesat, coZ je v souhlase

<] Vétou 2¢1.

-

Vedle dvou uvedenych typd od.ha.dﬁ se pouZivd jesté bayegoveky

odhad GM meximélné verohoggéhg tnu, ktery je definovédn ndsledovné:
max r(x16)g(e) = r(x|6§,)q(8,)
Be® Gy,

pokud maximum existuje. N&kdy se téZ mluvi o zobecnéném maximéing vé-
rohodném odhadu, nebol p#i q(8) konstentnim dosteneme obydejny maxi-

mdlné vérohodny odhad. Poznamenejme, Ze zobecndny maximdlnd vérohcdny
odhad nemusi odpovidat Z4dné ztrdtové funkci. Tato metoda sge dd pouzit

i ve vicerozmérném piipedd.

Priklad 4.2 (pokradovéni ze str. 57). Bayesovsky maximdlnd vérohodny
odhad éM maximalizuje funkeci

~d=n.1

8 exp%_— (-15 + % xi)/B}

pro 8 >0, vypodtem dostaeme

Atk
A + Xi

BM o(+n-1’

tJ. By = .1 (D

Nyni si uvedeme 2 piiklady na odhad parsmetru, jestliZe apriorni
rozdéleni bylo ziskdno empirickou bayesovskou metodou, kterd byla vy-

loZena v § 2.4.
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P¥iklaed 4.3. Nechi XipeeesXy Jsou nezdvislé ndhodné velidiny, X, mé

rozdéleni N(Q,U%), kde 6%>—0 je znémé. Nechi Y1,...,IN Jjsou nezévis-

16 ndhodné veli¥iny, které predstavuji vysledky z minulosti, Y, ma j1{

rozdéleni N(Bq,Gg), kde Gq i Gg >0 jsou neznémé.

Uva?ujme dlohu odhedu parametru 6 pri ztrdtové funkel L, dané

(4.1).
2

A »~ 2
Podle (2.39) a (2.41) za odhady Bq a 6o resp. 6

parametrid 6 a

q
vezmeme

A g _d

=0 jinak,

kde 62 je ddno (2.40). Odhad 6 parametru 8 je pak podle (2.9) & v&ty
4.1.8)

A

2 N

nK+6% Y

B
o)

D>
L]
j

q+ 6'0

pFifems 8 = ¥ je-11i 62 <s2,

Je-1i navic n = 1, pak

D>
L

=X, + (3-X,)63/62  Je-1i 62> 62

=Y jinak.

Priklad 4.4. Necht X mé Poissonovo rozddleni s parametrem A. Necht
) SRR
né veli¥iny, Y,; mé Poissonovo rozddleni s parametrem N; %1""}N jsou
nezdvislé ndhodné veliliny, Ay mé rozddleni gama («,3), «>0, @>0.

Pro nepodminénou stfedni hodnotu & nepodminény rozptyl ndhodné velidi-

predstavuji vysledky z minulosti a Jsou to nezévislé ndhod-

ny ¥, plati

EYi‘“i‘&
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var Y, = EN + B2 = B4+ £ - £ (4D

- .-2
A Y A Y 62 -
2= = -~ Je-11 6°-¥>0
32y [T iy

kde §° je ddno (2.40).0dhad ) p¥i kvadratické ztrétové funkei L, dané
(4.1) je pak !

A
A = .ff_+_.§ je-11i 82-Y»>o.
1T+ ; L
[/r — Aty ,-L/

AT

V pr¥ipadé 62-Y <0 neni tento odbad vhodny. MiZeme vdak posfupovat ji-
nym zpisobem. Pri ztrdtové funkei L, Je obécné vyjdd¥eni (p¥i libovol-
né apriorni hustotd q(A) vzhledem k Lebesgueovd mi¥e) pro odhad A né-

sledujici voo
SD Ar(xia)q(r)ax

% _ _ (x+1)r(x+1

r(x)

Staéi tedy odhadnout r(x) a r(x+1), nap¥.
pocet Y, =x
) N

£(x)

~

a dosazenim do A dostaneme novy odhad

% A
\ = Sx+1%§§x+12 ,

ktery je velmi jednoduchy, ale zna&né nestabilni p¥i men3ich N.

4.3 BODOVY ODHAD; VICERCZMERNY PRIPAD

Ve vicerozmérném pi¥ipadé ne jEastéji poufivédme ztrdtovou funkeci
L8 E(R) = (-0 "M gD,

kde A je symetrickd pozitivnd semidefinitni matice typu kxk a J(x) =
= (8(%)y.0,d, (x))° je odhad parametru § = (91""’9];)" Za piedpo-
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kladu, %e prvky variandni matice var{glg} Jsou kone&né, splnuje bayse-
sovsky odhad QZ(g) parametru 8 nédsledujici vztah

(£3(3)-E(81%-3)) "A(g}, (%)-E(8I%X=5)) = {(4.13)
a bayesoveké riziko je rovno

¢j(a) = Eftria var(e|x)} . § r(x|@)q(@)ar(e). (4.14)
®

O sprdvnosti se presvddiime vypodtem. Pro libovolny odhad {(x) dosta-

neme:

(8- ‘A(8-41(3))r(x18)q(g)an(8) =

~

L1}

{ ce

®

§ {(8-6105)) “AC8-g1(3)) 4283 (2)-&03)) "AlB-E1(x)) +
®

+ (L3 -€(x)) AEA(E) -013))) (5 18)q(8)ar(8) =

tria var{g|3=s} + { r(z1@)a(@arce) .
O]

1}

. (SUR)-4(2)) Al (2)-4(x)) » tris verig|x-xi}.

Je-1li matice A reguldrni, pek plati
8,(x) = B(8|Z=3). (4.15)

Je-1l1i matice A singuldrni, pak existuje FeSeni vice.

| —

Matici A volime singuldrni pokud néds ®imaji odhady jen nékte-
rych sloZek parametru § = (91,...,Gk)' nebo jejich linedrnich kombi-

naci.

Nech¥ Xyyeeey X, Jsou nezévislé n&hodné velidiny s N(p,sz), kde
I a 62 jsou neznémé paremetry s apriornim rozd$lenfm:podmin¥né aprior-
ni rozdéleni i p¥i daném 62 Je N(a,r"sz) e margindlni apriorni roz-
déleni 62 Je gama rozdéleni (c,d). PFi ztrdtové funkci

- 62 -




r-

N i

aridiss

ey

S

L(p,tr’zsd',(;,),d"a,(;g)) = (p—d"1(§))2+(6"2~52(5))2.

tj. v (4.12) klademe 4 = I, @ podle (4.15) a (2.15) je bayesovaky od-

had b roven

I
ra + X
. 1 i

I +n

(4.16)

a podle (4.15), (2.16-2.17) a (A4.10) je bayesovsky odhad 62 roven

d + n/2

n

712, rn(%-a)2 °
°+1/212%(Xi_X) +£§§;:%}—

Tedy klademe-1i r = 0, ¢ = g, d

= -1/2, dostévéme b&¥ny odhad [ 52
uzivany v klasické statistice. Zobecndny maximdind vérohodny odhad

Je shodny s (4.16) a zobecnény maxim4lng vérohodny odhad 62 Je

d + n/2 - 1

n = N2
o+1/2 2 (x;-T)2Ep{Lea)”
1=

Priklad 4.5. Nech¥ X = (X1,...,Xk) * mé multinomické rozddlens s para-
metry (m,8), kde m je zndmé a 8 =(8

12e0058,) * mé Dirichletovo rozdi-

leni s parametry o = (o(.],...,o(k)'. Oznadme

0= «4+ Ukolem je na-

Jit bayesovsky odhad parametru 8 a bayesovaké ri
vé funkci

1=1
ziko Q*(q) pFi ztrdto-

k
UL = 1 (85-0,(5)2,

kde J(x) = (¢, (;),...,J’k(g))'. Aposteriorni rozdéleni parametru 8 je

Dirichletovo (o<1+x1,...,o<k+xk). Ddle plati
k n

§lad) = 7§ (Co-d;(x)2%Calmran| T r(xs|z)q(z)dz)  (4.17)
i=1 % ® ®i=1
d.x1 cee dx )

=1
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k
kde ®= §Q=(91,...,9k)'; 0£91<1, i=1,ooo,k; i§'1ei = 1}.

Vzhledem k (4.16) bude minima dosaZeno pro

S(E) = (6]() 000,83 (x))’

¢i(x) = E(8;1x) = HFE

kde jsme pouZili faktu, Ze aposteriorni margindlni rozd&leni 6; je

beta rozddleni s parametry («;+X;, Agtm-d;-X;). Odtud zdroveh plyne,

o

Z¢

E((8,-17(X))?|x=x) = B((8;-E(8,|X=x))°|F=%) = (4.18)

(« i+xi) ( oo~ o(i-xi)

(x 0+m) 2(o gl )
K nalezeni bayesovského rizika stadi tedy uréit

Nepodmin¥né sdruZené rozdéleni (X,,...,X,) (viz (1.7)) mé tvar

-1
M (et ) k 4t%y
T‘( N -) Or‘(d——) . X !4p!x T S s o S " ei dg.]--odek =
i :*.1 e e k 1 oo e k. @ i=1
1 k L +X .~
ity
= Tm+ T -1 )
( 0) i=1 i
m
e tudiZ margindlni rozdéleni X; Je
oK +X, =1 Moo= o, =X ;=1 k
1 1%y A )
e g pro x; = O,e.c.,n ). X3 =m

e odtud ddle obdrZime

Bl ;4% ) (b=l =X, ) = Ky (o o=y ) (0(0'9'1114'1)(0(0-!-111)
11X4) (L gm=o; Xy 1(Xg=% T T
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co? spolu s (4.17), (4.18) implikuje

{
2 2
“0 ~ i=1%4

9(q) = T m) (g + T X g '

4.4 VEROHODNOSTNI MNOZINY

Krom$ bodového odhadu se p¥i klasickém pFistupu k dloze odhadu
setkdvéme s problémem najit konfidendni mnofinu pro parametr 8. Pres-
nsji Pedeno najit borelovskou mmoZinu D(X)c ®, kterd s piPedepsanou
pravddpodobnosti 1-< pokryvéd skute&nou hodnotu parametru 8, tJj. plati

pro ni
P(6eD (X)|8) =1 -« pro vi. 8@ (4.19)

P¥i bayesovském piistupu konfidenénim mnoZindm odpovidaji tav.

100( 1-)% v&rohodnostini mnoZiny (credible region v angli&tin¥&) para-
metru §. 100(1-o)% v&rohodnostni mnoZina parametru § je definovand

jako libovolnd mnoZina Co((g)c® takovd, Ze

peac(RID = § Talp ax® = 1-x;  (4.20
c (%)

1-« nazyvéme vérohodnost. Nékdy nehrazujeme posledni rovnost nerov-

nosti >. Protofe w(8|x) je hustota na ® , miZeme mluvit o pravdépo-
dobnosti, Ze § ndleZi do C (X). Na rozdil od klasického piistupu, kdy
konfiden¥ni mnoZinu D (X) lze interpretovat jen v terminech pravdépo-
dobnosti pokryti. Jak uvidime na p¥iklaedech v radé p¥ipadd jsou mnoZi-
ny C,(X) a D (X) totoZné.

Vérohodnostni mnoZina Cy(X) neni obvykle piedpisem (4.20) jedno-

znadné urdena. Snaiime se najit mmoZinu C;(zg) takovou, Ze
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Cx(X) = {8e ®; 7(8|X)» k), (4.21)
kde k, je nejvétsi konstante takovd, Ze

S T(Q|X)aM@) = 1 -« (pop¥. » 1 ~ ). {(4.22}
Cx(X)
Najit c;(g) Je mnohdy znadéné obtiZné. Poznamenejme, ze q;(g) Jje wdro-

hodnostni mnoZina splnujici (4.21) a navic

S ar(e) ¢ g ax(8) pro vi. G (X). (4.23)
Ci(X) G (X)

Je-1li 8 jednorozmérny parametr, hledéme obvykle vérohodnou mnoZinu
ve tvaru intervalu a mluvime o 100( 1-4)% vérohodnostnim intervalu.

Nechi Xypeos, X Je nédhodny vybsr z N(P,Gz), kde 1 a 62>>0 Jsou
neznémé parametry s apriornim rozdélenim normélnim-geme s parame ry
(a,r,c,d), aeR,;, r>0, ¢>0, 24 je pfirozené &islo. Tedy podle str.

22 je margindlni aposteriorni rozd&leni néhodné velidiny QL-P‘)
(d“r/c*)1/2, kde u*, ¢*, " jsou ddny, (2.15), (2.16) resp. (2.17),
je t-rozdéleni o 2d4* stupnich volnosti. Z vlastnosti t-rozdéleni ply-

ne, ze interval

-] !
(a" e (atry "y Ve,
2

£4.24)
kde t,_ _/5(d ) Je 100(1-4/2)% kvantil t-rozdélenfi o 4 stupnich vol-
nosti, je 100(1-A)% v&rohodnostni interval a je nejkratdi,tj. mé

(-t (2a*)(e (@) )12 ury
| */2

1-at/

vlastnost (4.23).
Margindlni aposteriorni 6 2 Je gama rozddleni s parametry (c*,d*),
kde c* Je ddno (2.16) a 4" = d + n/2. Toto rozddleni je jednovrcho-

lové s maximem v bodéd

»
52 =451,

ale neni symetrické kolem tohoto bodu. Tudi¥ zkonstruovat vérohod-

nostni interval je numericky velmi obti%né a tak vét3inou bereme
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nédsledujici interval ze 100(1-4)% vérohodnostni pro o 2.

(H /2y ;" ,a*), H (1-«/2;¢%,d%)) (4.25)

kde H{y;c*,d") a H-1(y;c’,d') jsou distribucéni resp. kvantilové funkce
gama rozddleni (c*,d").

Neni-li o rozdéleni 9u,6-2) nic zndmo, miZeme na zdkladé metod vyloZe-
nych v 2.3 volit za apriorni hustotu q* danou (2.37). V tomto p¥ipadd
ziskdvéme vérohodnostni intervaly pro u a 6"2, poloZime-1i v (4.24)
resp. v (4.25) c* = % 82, d' = (n-1)/2, kde S: je déno (2.38), t3.
100(1-« )% vérohodnostni interval pro 4 mé tvar

(X - ty_u/2(n=1) S AE, X+ ty_y2(n=1)8, N T)
a 100(1-00)% vérohodnostni interval pro }2 mé tvar
(s2(n-1 5 otn=1), sZn-1y15_ o(n=1)),

kde’}z(n-1) Je 100 % kvantil 72—rozdéleni o {n-1) stupnich volnosti.
Oba tyto v&rohodnostni intervaly jsou shodné s odpovidajicimi
100( 1-)% intervaly spolehlivosti.

str.8,45
Prikiad 1.1 (pokraéovénff. Chceme-11 najit 95% vérohodny interval pro

kvoclent inteligence 2, vyjdeme z aposteriorniho rozd&leni
N(%g§.100+§§g.x; €9,23). Vzhledem k tomu, Ze jde o jednovrcholové
rozddleni s maximem v bodé %gg.100 25 .X; bude 95% vérohodny interval

8 vlastnosti {(4.23), tj. nejkratdi interval, mit nédsledajici tvar

(%%%.100 + %%g.x - 16,3; %§§.100 + 822 + 16,3).

Klasicky 95% interval spolehlivosti méd tvar

(x-19,6, x+19,6).

Tedy bayesovsky interval je krat3i.
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P¥iklad 4.4. PFi kontrole jakosti vyrobkd bylo ndhodnd vybrino a

zkontrolovéno n vyrobkld. Pfedpokldddme, Ze podil vadnych € v zdklad-

nim souboru méd beta rozddleni (a,b), a >0, b> 0. Chceme naldzt

100(1-&)% vérohodnostni interval. Aposteriorni rozddleni 8 je beta
rozdéleni s parametry (a+x,b+n-x), kde x je podet vadnych vyrobkl

ve vybdru.

Zkonstruovat nejkratSi vérohodnostni interval s piedepsanou vérchod-

nosti je obtiZné z dhvodl stejnych jako 672, 2a 100( 1-«)% vérohodnost

ni interval lze vzit interval (G~ 1(-2—; a+x, b+n-x), G'1(1-%; a+x,

b+n-x)), kde G"1(y; a+x, b+n-x) je kvantilovd funkce beta rozddleni é
s parametry (a+x, b4n-x).

P¥ia =1, x = O bereme v3ak splse interval (0,1~ ——E) misto
(1-(1 at/z)‘bm) , 1-(a/2)(b+n) ). Je=1f a = 0, b = 10, n = 10,
x =0,d = 0,05, pak je vérohodnosini interval (0; 0,1391).

LI o= A S i

P¥iklad 4.5. Podet poZdrli ve m&std za tyden se ridi Poissonovym
rozdélenim s parametrem 8. O hodnotd 6 nejsou dostupné zddné infor-

mace a tak za apriorni hustotu zvolime

q(8)

1/8 8> 0

= D 8600

Jsou-li X gree Xy (aspon jedno X; Je rizné od 0) podty poZdrd v jed-
notllvych tydnech, pak aposteriorni rozd&leni Je gama s parametry

(n, ‘Z_Xi) (je o limitni aposteriorni rozd&leni). Ukolem je zkonstruo-
vat 100(1-«) interval vérohodnosti pro parametr 8. Za 100(1-X)% v&ro-

hodnostni interval obvykle bereme

(& /2,0,2x,), 5 '(1-w/2,n,)x,),
T 1
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.

kde H-1(x;c,d) je kvantilovéd funkce gama rozdéleni s parametry (c,d).
Je-11 Z:xi = 1, pak za 100(1-«)% vérohodnostni interval bereme

i
(0,H”1(1-d;n,1)), coZ p¥fi n = 4, L = 0,05 ddvéd vérohodnostni intervel
(0;0, 7489Y).
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5. PTESTOVANT HYPOTEZ

5.1 UVOD

Nech! néhodny vektor X = (X,,...,X )" mé hustotu r{x|8) vzhledem

k 6-konedné mi¥e v _ , kde 8 je parametr ndleZejici do neprézdné bore-

lovské mnoZiny @ c Ry . Parametr g mé apriorni hustotu q(g) vzhledem

k 6-kone®né mi¥e .
8« ®, proti H,: Be ® - @y= @,

Ulohu testovat hypotézu Hg:
lze formulovat Jjako sta-

®i jsou neprézdné borelovské podmmoZiny &,

tisticky rozhodovaci problém (®,A,R), kde A je mo¥%ina rozhodovacich

funkci, které nabyvaji pouze dvou hodnot d,,d,, kde d; oznaduje rozhod-

nuti, Ze plati hypotéza H, (pop¥. p¥ijmout hypotézu Hy), i = 0,1.

-

i =1,ooc

Podobné dlohu diskriminace mezi hypotézami H;: @€ CH
,q,O1,... ,@ jsou neprdzdné disjunktni borelovské podmnoZiny ®,

iU @ @ m&zeme formulcvat jako statisticky rozhodovaci problém

1

(®,A,R), kde A je mno¥ina rozhodovacich funkeci, které nabyvaji pouze
hodnot d,,«.«,dy, kde d; oznaduje rozhodnuti, Ze plati hypotézae Hy,

i = 1,ooo,ko

5.2 ZTRATOVE FUNKCE POU%IVANE PRI TESTOVANT HYPOTEZ

Uvedeme si ndkteré nejlastéji pouZivané typy ztrdtovych funkci

pro dlohu testu hypotézy Hg proti H, (pro dlohu diskriminace se po-

uzivaji obdobné). Typ velice &asto souvisi s tvarem hypotéz.

Obecné volime ztrdtovou funkci L s vlastnostmi
L(Q,di) = 0 P e ®i’ i=20,1
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Jsou-1i ob& hypotézy jednoduché, volime ztrédtovou funkci

1(8;,d4;) = 0 i=0,1
L(%,dq.),z &1
1(8,,dg) = &g

xde ai>-D,(Di = By, 1= 0,1. Z véty 3.3 pak plyne, Ze se rozhodneme
ro platnost hypotézy Hg, jestliZe

pro platnost hypotézy Hy, jestliZe plati nerovnost opaénd a v pripa-

a& rovnosti se miZeme rozhodnout libovolneé.

V obecném pripadé pouiivéme vétIinou jeden ze dvou nésledu ji-

cich typt ztrdtovych funkei:

L,(8,d;) =0 fe ®; (5.2)
= a; 8 ¢ ®i i= 0,1,
L,,(8,4;) =0 8e ®; (5.3)

Ky d(e,®;) B¢®; 1 = 0,1

kde d(QJC%) je vzddlenost (obvykle Eukleidova) 6 od mnoZiny (Di,

a.>»0, K;20, 1 = 0,1. Zatimco ztrdtovd funkce L, z4dvisi pouze na
iom, zda 6 ndleii do ® nebo (31, ztrdtovéd funkce L,, nabyvd tim
vét3i hodnoty, &im je skuteind hodnota 6 vzddlendjsi od hypotézy,

pro kterou jsme se rozhodli.

Nyni se budeme zabyvat vlastnostmi téchto ztrdtovych funkci.

Pro rizikovou funkci odpovidajici L, plati

R,(8,d) = a5 P(J(X)=dy/8) ge®,

a, B((E)=d,/8) ®e®,

e odtud ddle obdrZime pro bayesovskou rizikovou funkci
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Qa(a,8) = a é'mcg):ao/g)q(g)dzcg) + (5.4)

+ay § B(X)=4,/8)q(8)ang).
@0

Pravdépodobnosti P(&(X)=di/ 8) pro 8e ®;, 1 = 0,1 jsou vlastnd pravds-
podobnosti chybnych rozhodnuti.
Pro libovolnou rozhodovaci funkeci 4 plati

Ke(X)=ay/8) + P(5(%)=d,/8) = 1 pro vi. 8e® (5.5)
§ L(a,apn(alparce) - ag™ 8 € @,/X=3) (5.7)
@,
§Lg.ar(aImaneg = a,2(§€®,/F=x) (5.8)
®,

Vzhledem k (3.10) se rozhodneme pro dgy JestliZe

aoP(0e®,/3=3) < a,P(8e®/X=x). (5.9)

V pripadé platnosti opadné nerovnosti se rozhodneme pro d,, p¥i rov-
nosti se miZeme rozhodnout pro d4 nebo d,. TudiZ bayesovskd rozhodo-
vaci funkce ¢” je vymezend ndsledovné&:

a
&*(%) = 45 pro P(Q€®1/I_§=§)<a0+;1 (5.10)

[

a
4, pro P(Qe®1/§=§)> 3‘—6:‘_;'-1-

libovolné pro P(Qe®,/X=3) = v
0™

8isly 8pr8, pripisujeme hypotézdm Hy, H, véhy, které mohou odridZet
zdvaZnost té které hypotézy.

Prikled 5.1. Doba Sekdni na autobus ns, uréité zastdvce v urditou

denni dobu mé rovnomérné rozddleni (0,8). Chceme testovat hypotézu
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Hy: @<d, kde d je déno, proti alternativé H,: 8>d. Ze situace na
jinych tratich plyne, %e 6 miZeme povafovat za ndhodnou veli¢inu
g Paretovym rozdélenim (a.,xo).

Jeou-1i zjisténé Zekaci doby X1,...,%, je aposteriorni rozdé-
leni parametru 6 opét Paretovo s parameiry (a+1, maac(xo,x1,...,xn)).

Tedy plati

d
P(B8<dlE=x) = S (1+a) (max xi)a‘+1 g82 I{8> max xi}de = (5.11)
0 Ozi4n O<ign
= 1 - (max xi/cl)a’+1 pro d>max Xy,
O<ian O<icen
=0 pro d&max Xy,
Otign
P(8 >dlX=x) = (max xi/d)a‘+1 pro d> mex Xy, (5.12)
Ogign : O<ig<n ~

L}
—-

pro 4 <max b

O<¢i¢n
kde g = (X1,...,Xn)'.
PP¥i ztrdtové funkci
L(8,dj) =0 pro 8 ¢<d
= K pro 8> 4d
L(8,d,) = 0 pro 8>4d
= K pro B8 <d

kde d; oznaduje rozhodnuti, Ze plati hypotéza Hy, 1= 0,13 K>0, Je

bayesovskd rozhodovaci funkce §*nédsledujici (viz (5.9)):

d

8" (x) 1 pro P(8 <alx=x) < P(8>dl¥=x)
= d, pro P(8<dlZ=x) > P(6 >d|X=x)

libovolnd pro P(8<dlZ=x) = P(8>a|Z=x).

L}

Vzhledem k (5.11) a (5.12) se rozhodneme pro d,, jestliZe

d<max x4 nebo d>max X4 a (max xi\d)a+1>1/2.
O<i¢n O<i<n Ozign
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R s ¥

Mdme-1i nap¥. 4 = 15, Xy = 5, & = 3, Xq = 10, X, = 3, X4 = 2,

e x| = (a1t 5
Ozie5 ~

Rozhodneme se tedy pro dj.

Ztrdtovd funkce Lyy dand (5.3) je uZivéne predeviim,je-li jedna
z hypotéz jednoduché a ije otevieny k-rozmérny interval (koneény ne-
ho nekonefny). PouZivéme ji té% v pripadé, ¢ © je Jednorozmérny pa-
rametr & méme-ii hypotézy Hq: 8<8j, Hyt 8> 85, nebo Je-11 6 =
1@1,,.=gﬂk}’ k ro-mérny parametr a mdme-li hypotézu nap¥. Hgy:

Ja-1i 8 jednoroznivny perametr, W otevreny intervali, 8,6 ® ,

Hy: 046, H3,: 6>85a je-1i ztrédtovd funkce L,, dédna p¥edpisem

L“‘(e,d(}) = 0 Sﬁeo (5'}3)
= 8 - 80 8)80

= 0 G>80
pak baye.snveki rozhodovaci funkce je rovna dg, jestliZe

E(8|X=3) < 8 (5.14)

a je d, jestliZe plati nerovnost > .
Pfesvédéime se, Ze tato rozhodovaci funkce je bayesovskd. Podle (3.10)
stadi spoditat pro libovolnou rozhodovaci funkci d" poéminénou stfedni

hodnotu ztrdtové funkce:

400

S (@~80)I(B\%Pd2(8) pro 4(x)
&)

8q

| (ogporrtelpante) pro otp

~ o0

E(L,, (8, (%)) [X=%)

dg

]
oy

Podle (3.10) se rozhodneme pro dg, jestliZe
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veo 85
(8—60)7(8|§)d7«( 8) < S (QO-G)T( Glg)d?«( e),
80 iiad
co% je ekvivalentni

o (8]p)an® < 8, § (8lm)an(e)

ét’t':g

E(8]%=x) =

Pro bayesgovské riziko postupné dosteneme:

L

[}

é(/a§

et = § 1, 8,8z a@ae

- ({ (e-8)r(x|8)q(6)ar(®))av (5 =

. \X= -
X,E(Gg —x>>eoi ol 80

(E(B)X=x)-8)r(x)dv (x) - § (8-60)a(8)an(a).

fx; BC8) E=3)2 8,3

Prikiad ~.1 (pokralovéni). Pri ztrdtové funkci

L“(B,do) =0 pro €< d
=8 ~-d pro 6>4
L“(B,d1) =0 pro 8> 4

d - 8pro 8«4

1

je bayesovskd rozhodovaci funkce rovma d;, jestlize

maxX( X yeeoyX. )
E(Q\xzz) = 2*f xn e 8 é d.

Pro data uvedend v prvni &4sti piikladu se 1 pF¥i této volbé ztréto-
vé funkce rozhodneme pro d,.
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5.3 IESTY PRI M@ = 0

Oba typy ztrdtovych funkci uvedenéd v pFfedchozim paragrafu visak
maji jednu nevyhodu. Je-1i q(8) = O pro sk. vE. (vzhledem k A)
e e@i kde 1 = O nebo 1, pak bychom se nikdy nemohli rozhodnout pro
hypotézu Hy, nebol nulovost apriorni hustoty implikuje nulovost
aposteriorni hustoty. Takovéto situace nastane mapf. Je-1li @, € 031..
@ e @k’ r< k, A Lebesguovae mira a A(®) >0 (u vSech apriornich hus-

tot uvaZovanych ve 2. kapitole byla 7 Lebesguova mira).
V tomto pripadé se d4 postupovat jednim ze dvou zplsobi.

Predpokléddejme, Ze ?\(@0) = 0. Misto hypotéz Hy: 8€ @,
H,: §e(®, budeme uvafovat hypotézy HB: 8e @'0, H?: QGG)-@'B =-®'1.
kde ®a€ B, takové, Ze ®(') =’®0

0 < { agane <1

0
a mira M@y-G,) Je z praktického hlediska mald. Je-1i nap¥. ®, Jedno-

bodovd, bereme za @6 vhodné okoli tohoto budu.

P¥iklad 1.1 (polcraéii%hiﬁlts Ulohu testovat hypotézu Hy: 8 = 100 proti
hypotéze H;: 8 # 100 (apriorni pravdépodobnost, Ze nastane Hy Je rov-
na nule) nahradime dlohou testovat hypotézu HB: ® € (100-a,100+a) pro-
ti H:: 8 ¢ (100-a,100+a), kde a > 0 volime podle konkrétni situace,
napr. a = 5. Pak p¥i ztrdtové funkei (5.2) s ag = 8, (vzhledem k

(5.10)) se rozhodneme pro Hy, JjestliZe

2 2
105 22 100 92 22§,iE 100 1
3 ) + &¢ )

1 - ( .
0 V69,2 V69,23 <z

Je-1li nap#. x = 110, pak se rozhodneme pro H’1’ , PF1 x = 90 se roz-

hodneme pro H: .

PFi Hy: § = 84 ( jednoduchd hypotéza) pouZivdme té% jiny postup.

Definujeme nové apriorn{ rozdéleni. Bodu 8, priradime apriorni prav-
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d&podobnost q > 0 & borelovskym mmnoZiném B c@-{GO} p¥ifedime prav-
dépodobnost

PgeB) = (1-0) { at@arce.
B
Pak aposteriorni rozdéleni 8 Je

q r(x|§y)

q r(3]89)+H1-0) | r(z|®)a(@)an(®
®

(1-q) (x]8)q(8)ar(e)
P(geB|X=x) = 2 S-Br rx194® .
q r(x]g,)+(1-q) S@r(gle)ch)dm( )

(5.15)

P(8=8p[%=x) =

Mergindlni hustota X je rowvma

r*(x) = r(x|ggylq + (1-q) g@ r(x|68)q(g)an(g). (5.16)

Na (» - §§0‘§ exigtuji apriorni i aposteriorni hustoty g* a 7* vzhledem
kK s

a*(@) = (1-q)q(®) e @~ {gg (5.17)

(el = Lm0rERA®) g @- (g (5.18)

o~

Obdobné lze postupovat i v obecnéjdich piFipadech, napi. Je-1li
@O = §§Oi X @B, 8oSRy,s @;é &k-1' Tento postup nemusi byt vZdy vhod-
ny, Jjak nyni uvidime.

Lindleytiv paradox. Nechf X md rozdéleni N(B,oz), §2> 0 znémé,
a testujme hypotézu Hy: © = 8, proti H,: 8 # 8g- Predpoklddejme, Ze

apriorni pravddpodobnost, Ze 8 = 8y Je q&a (0,1) a apriorni hustota
6 na Ry~ {80} de (1-q)(2m?)~"/2 exp{-(6-a)2(2b?)""}, b5 0, acr,.
Z (2.10) a (5.16) obdrZime pro margindlni hustotu X

q - 1-q _ 1
) = g ol s s’}

xe R, (5.19)
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Ddle z (5.15) plyne, Ze aposteriorni rozdéleni Jje

-1 2 * -1
R(o=6g]xm) = =i em{ =Ly (x-0p)? (D) (5.20)

1-q

1
(6lx) = - (x-8)2{ (r*(x))”7 (5.21)
(lX mexpi mxa }rx

kio r*(x) je ddno (5.19).

Je-1i ztrdtovd funkce ddma (5.2) s ay = &9, pak podle (5.10) je

bayesovekd rozhodovaci funkce rowvna dO’ jestlizZe
P(8=06,)x=x) > 1/2.

Dopadime~1i na levé strand z (5.20), dostaneme po jednoduché lpravs

ekvivalentni nerovnost

g

\!62+bz ! 2, _1 2
=g ° 3 > expi-— m (x-a)< + ';? (X—BO) }.

PoloZme déle pro jednoduchost b2 = 1, a = 00, q=1/2, 52 = exp{;25}.

Pak je posledni nerovnost ekvivalentni nerovnosti

-8, |
‘zjfgl ((1 + em25)1/2 (log(1 + e25))1/2,

pridemZ vyraz ne pravé strand je vétsi neZ 5. Dochdzime tedy k para-
doxnimu zdvéru. Pro hypotézu Hy se totif rozhodneme i v pripadé
zatimco pri klagickém pr¥istupu bychom Hj zamitli i na hladiné
5,1.107 1.

Z toho 1lze soudit, Z%e bud ztrdtovéd funkce nebo apriorni rozddleni
nebyly vhodné zvoleny (nap¥. hodnoty blizké 8y Jjsou mnohem pravd¥-
podobné J&1i nefZ hodnoty vzddlendjsi).

Tento paradox publikovany Lindleyem vyvolal radu diskusi,
z nichZ nékteré byly publikovény, nap¥. v [8].
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Ne zdvdr paragrafu se zminime jest& o Jednom typu testl, a to
testech podilem aposteriornich hustot. Pro test hypotézy Hy: Qe:()o
proti hypotéze H,: 6 ¢ ®, sestavime podil

sup w(9|x)
Be®

(5.22)
sup 7(8lx)
86 @ 1z

Tento podil je vidy < 1. Hodnoty podilu blizké jedné indikuji plat-
nost hypotézy Hp» zatimco malé hodnoty indikuji platnost hypotézy
H1.

Tato metoda je doporudovéna, pokud S q(e)dx(Q) 0 nebo je nu-
le blizky. Neodpovidd obecnd Zddné ztratové funkeci.

Je analogii testu podilem vérohodnosti v klasické statistice
a pou¥ivd se té% jako v klasické statistice pro test linedrmich
hypotéz v linedrnim modelu. Dosazenim (2.30) do (5.22) obdrZime po
delsim vypodtu obecny tvar testové statistiky, ktery je ve specidl-
nim p¥ipadd roven funkci P-statistiky pouZivané v klasické statisti-
ce. Dal3i podrobnosti o této metodé a jejim vyuzZiti p¥i testech v 1i-~

nedrnich modelech miZe &tend?¥ najit napf. v [5], [4].

5.4 TESTY O STREDNI HODNOTE NORMAINIHO ROZDELENT

Z 14tky vyloZené v predchozich dvou odstavcich miZeme ziskat
radu testd o stFedni hodnoté normédlniho rozdéleni. Uvedeme si nd-
které z nich.

A. Nechl Xyseee, X, Je néhodny vybér 2z normdlniho rozdéleni NQx,S%),
63>0 znémé a M je nezndmy parametr.
UvaZujme Ulohu testovat Hg: W = fg proti Hy: flf Ko Predpo-
klddejme, Ze apriorni rozd&lend i Je nésledujici: P(F ’Lo) = q
a na R, - {Poi mé hustotu
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(1-q)(2rb2)~ W2 exp{ -(;t-ﬂ)z( 2b2)'1} ’

a6 Ry, b2> 0. Pak plati

Ph=pol B aered) ™2 exp{Tex, 1) %2027

P Ao X=3) (1-q) .x(x) (5-23)
kde r(x) je ddno (2.10). P¥i ztrétové funkei
L,(u,dg) = 0 = Ho (5.24)
=80 MFfo
Lo(fs8y) = 0 p 4 pg
=a, [=
kde ag> 0, a,> 0, se rozhodneme pro dg» JestliZe
nb2+62

m (z-a)° + -5 (x-f‘O) { 2 log (TSE° ) + log -—-;I—

(pouZili jsme (5.9), (5.23) a (2.10)).

Pri ztrdtové funkci

L, (psdg) = k,(g-yo)"’ ueR, (5.25)
Lmn(f"’d1) =k, F = o
=0 £ P’o*

kde k1> o, k2> 0, se rozhodneme pro do, JestliZe

k, E((lu-po)zigfgg) 4 kp Plp=pg|x=5)
t3.
kg (1-0) (6540 - )®) & Xy PG =g |Z=5),

kde {t; & 62 jsou dény (2.9).

apriorni rozdéleni p ;je N(a,b ). Pr:. ztratové funkci
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Lo({u,do) =0 f“f‘o (5.26)

S
I‘O(f"d1) =0 P> fo
“FoTh <t

se vzhledem k (5.14) a (2.9) rozhodneme pro dg» JestliZe
2 2
ji_Xib +a 67 .
T2 . A2 .
b® + b‘o (10

n

Nechl Xyyeee,X  Je néhodny vybér z N(rl,sz), kderL a 0'2> 0 jsou
neznsmé,

M&jme Ulohu testovat Hy: p = fo Proti Hy:p # foe PFedpoklédej-
me, Ze apriorni rozdéleni (}t,o'z) Je ndsledujioci: P( K= F’O) = q,
podmin&nd apriorni hustota § 2 p¥i daném p o= po Je gama rozd¥leni
(¢,d), podminénéd apriorni{ hustota (I,L,6-2) p¥i podmince p # Ko Je
normélni-gama s paerametry (a,r,c,d) (hustota je ddna (2.18)). Pak
pro podmin&nou hustotu r(;l {1=’ho) néhodného vektoru X p#i podmince

r.& = r,l.o plati
+00

r(g”wy.o) = S (2762)"0/2 expi- ;:3; (xi‘t‘o)a} i

0
d
w6729 expf-c/o2}as? -

r'(-g+d)

d
= (2m™/2 o | -
(4172 I (xy ) V24

a tedy podle (5.15)

q r(x|p=p,)
P =po|X=3) = q r(;“aﬂto)?f‘?m ’

kde r(x) Je déno (2.20). PFi ztrdtové funkei (5.24), kterd ne-

zévisi na 62> 0 ge pak rozhodneme pro d,, JestliZe
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2

( 844 r+n y+§5[

e+ EZ (x4=ftg)

c + 55(:: -x)? + m (R~ a)2

Nyni uvaZujme ztrdétovou funkci

Ln\(’lv ’do) = koﬂ-a(f‘-"}to)2 P & R17 6~_2>0
Lye (#6725 = k, Bo= g 6250
=0 ’,L # f‘ot §2> o,

kde k> 0, k4> 0. Pro libovolnou rozhodovaci funkci J(gg) plati

E(Ly o> 50N E0) = (1-QkgB{6™ 2 1) 2| %x ] Je-11 &() =2,

= q ky P(=pg|X=x) Je-1i &(x)

]

d-1'
VyuZitim (2.15), (2.16) obdrZime

(624 1) 2\ Z=g e Apy) = EC672 (g 1) 246%(n4r) ™ X=p)

3d (Fo- 92, (n+r)~7,

kde iu"a c* je ddno (2.15) resp. (2.16). Odtud plyne, %e se roz-
hodneme pro dg, JestliZe

(1-q)k0(5[——(p0-y.*)2+(n+r) N« q ky Pl =}10\I"§)

Pri dloze testovat Hot t < 4 proti Hyst>Hy & ztrdtové funkci
(5.26) pro v&. 62> 0 se rozhodneme pro 4, JestliZe

ra+niXx
T +n

< Po

(stadi dosadit (2.15) do (5.14)).

UvaZujme 2 nezdvislé ndhodné vybéry Xqpeee X 2 N(p1,a~2) aY,,.e.
--'.Yna 2 N(Fz.ﬂ'z), Bes fos 62 > 0 neznémé & tlohu testovat hypoté-

- 82 -




zu Hpt k1% g proti Hys 1 >R oe Piedpoklédejme, Ze apriorni roz-
déleni (h,uz,& 2) 1ze popsat nésledovnd. Podm:l'.néné apriorni roz-
d8leni (juq,p,) P¥i deném 62 je N((a,,8,), 62(01 ' . -1)), margindl-
ni apriorni rozd&leni 6 2 je game s parametry (c,d) Pak aposte-
riorni rozdéleni W(va‘z 6 2\::,3) parametri (p.l,yz,o* =2) je nésle-
dujici. Podminéné aposteriorni rozddleni ({L1,F2 p¥i daném 6‘

-1
Jo N(eh, e, €251 10 ym10) Kae
n n
1 2
r1!9.1-i-iz_1 Xy r2a2+2';1 Y,
a’,’l = = ’ 3.'2 = D
r, + 1, r, + I,

Margindlni aposteriorni rozddleni 62 je gema s parametry (c?,d%),
kde & = d+(n1+n2)/2 a

T4n, (‘X-za,1 ) 2

n B a _
¢ o+ 1(X—X)2+l 2(Y-Y)2+
2 E— i 2 1)5‘1 i r,+ n,
2
. T2 2(Y ~8,5) ’
T, *nz
T oo e )li?x
Y2 1=1
Pri ztratové funkci
L y,p 0 6 “%54p) = 0 Rl P 2> 0
- - =2_ o
""1 }"2 F_1>P2’ 6 >
-2 - _
L{ftyopps & “3dq) = Po ~fy TR PO >0
=0 1>"2’ 0'2>0

plati pro lib. rozhodovaci funkei &(x,y)

ECL(p 4ot 0 6 238(E, D) =20 ¥=3) =

S S S (4=t (?"14‘2’6-2\&1)‘1}‘1‘1}11 a6™2 pro 6(x.y)=dg,
Be>py O

S S ’§(F2-ft1) (‘11.#2,0‘-2)‘{.1) d{qdrzds‘-z pro J‘(i,x)=d1.

ek O
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Po Upravé zjistime, Ze bayesovskd rozhodovaci funkce bude rovna

dgs JestliZe

E(p,)X=%) € E(p,\Y=y)

tj. JjestliZe

r.a, + n,x Ta, + nzy )
ry + n, r, + 1,

Bayesovska rozhodovaci funkce bude rovna dqy jestliZe plati ne-
rovnost 7.
! str.8,45
Priklad 1.1 (pokradovéni). UvaZujme dlohu diskriminace mezi hypoté-
zami H,: 8 <90, Hy: 90< 8 <110, H3: 83110 (které odpovidaji podpri-
mérné, primérné a nadprimérné inteligenci) a predpoklddejme, Ze ztrd-

tovd funkce je déna predpisem (di oznacuje rozhodnuti, Ze Hy plati):

L(e,d1) =0 8<90
=8 - 90 90<8<«110
= 2(8-90) 8 2110.

L(G,dz) =90 -8 6<90
= 0 90<68<110
=8 ~-90 62>110

L(Q,d3) = 2(110-8) 8 < 90
110 - & 90<8<110

"

0 8>110.

Tedy ztrédte zdvisi na vzddlenosti od hypotetické mmoZiny, jestli¥e
Jde o 6 ze "sousedni' mnoZiny a na jejim dvojnédsobku, jestliZe 6 ne-
ndleZi ani do hypotetické ani do "sousedni" mnoZiny. Primym vypoltem
dostaneme pro lib. rogzhodovaci funkci

110 +@®
E(1L(8,8(X))|X=x) = S (8-90)x(8|x)d0+2 S (8-90)1(8]x)d8 jestliZe
90 110

J(x) = dqy

. - —



90 400
E(L(8,6(X))|X=x) = S (90-8)v(8]|x)de+ S(e—no)r(e\x)de jestlife
- 110

§(x) = 4y,
90 110
E(L(8,6(X))|X=x) = Sz(11o-e)t(e|x)de+.s(110—e)t(elx)de jestliZc
-%® 90 J’(I) = d3-

Specielné p¥i x = 115 plati

E(1(8,8(X))|X=115) = 34,32 pFi §(115) = 4,
= 3955 = d2
= 3’24 = d3o

Tedy bayesovské rozhodnuti Je dse
Déle plati, Ze

P(6 &« 90]x=115) = 0,005
P(90 < 8 <110}x=115) = 0,475
P(1103 8|x=115) = 0,520.

odtud plyne, Ze pfi ztrdtové funkci

L*(8,d;) = 0 8 € @

=1 &£ ® 1=123

pridemZ = (-2,90>, @, = (90,110), @, = {110,+*), Je bayesovseké
2 3
rozhodnuti opét d3.
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APENDIX; PREHLED POUZITYCH ROZDELEN1

NiZe uvedené hustoty jsou hustoty bud vzhledem k &itaci mife

SERRSRAERTE JURIOT SNt S

(pro diskrétni rozdéleni) nebo vzhledem k Lebesguové mire (pro spo-
jitd rozddleni). ’

&5

Binomické rozddleni s parametry (m,p) (m = 1,2,...; p&<0,1>) ‘

méd hustotu
r(x|m,p) = (}) pP (1-p)™F x = 0,1,.0.,m. (4.1)
Plati b

EX = mp, var X = mp(1-p), J(p) = Fﬁg-'iﬁ 3 (A.2)

p¥i m = 1 mluvime o alternativnim rozdé&leni.

Poissonovo rozddleni s parametrem A (A>0) mé hustotu ;
i
r(x\%) = e--m mx (x‘)-‘l' X = 0,1,2,.0. (A.B)
Plati
E =), varX=A JO) =2 (A.4)

Nega :ivné binomické rozddleni s parametry (a,p) (a> 0, pe {0, 1)

md hustotu
r(xla,p) = (a+§'1) p2(1-p)* x = 0,1,2,... (A.5)

Platd{
EX = a(1-p)p~ ', var X = a(1-p)p~2, J(p) = Tg-__
p<(1-p)
(A.6)
P¥i a = 1 mluvime o geometrickém rozd&leni.
Normé rozdéleni g paramet a 82 (ozn. N(F,Gz), ¢ € R,, 62>0)

méd hustotu



r(x“o,uz) = (2162)"1/2 expi-(x-y.)z(Zaz)q} x€R,. {A.T)

Plati
2
EX = W, var X = 82, Ip,s ) = (6; :2%—2) . (A.8)
Gams, rozddleni 8 parametry (a,p) (a>0), p>0) mé hustotu
r(x|a,p) = aP(P(p))~t P71 78X x 20, (A.9)

400
ke M(p) = § 71 o~% at. | S

; Yoo i AP
Plat{ 0 —

EX = p e, var X = p a~2. (aA.10)

- P*i p = 1 mluvime o exponencidlnim rozdéleni. P¥i p =n/2 a a = 1/2
mluvime o ﬁa-rozdélem'. (centrdlnim) o _n stupnich volnosti.

Beta rozdédleni s ametry (a,b) (a> 0, b>0) md hustotu

r(x|a,b) = (B(xa.,b))"1 x2~1 (1-x)b"1 x € (0,1), (A.11)

= 0 x¢(091)’

1
kde B(a,b) = Sxa-d (1-x)?"" ax.
Plati 0 ~

EX = a(a.+b)"1, var X = ab i(a.+b)2(a+b+1)}'1. (A.12)

Rovnomérné rozd$leni g parametry (a,b) (a<b) méd hustotu

r(x)a,b) = (b-a)" x ¢ (a.b) (A.13)
= 0 x £ (a,b)
Plati
EX = (a+b)/2, ver X = (b-a)2/12. (A.14)
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Paretovo rozddleni s parametry (a,b) (a>0, b>0) mé hustotu

r(x}a,b) = (a/b) (b/x)2*+ X>b (4.15)
= 0 I(b.

Pro a7 2 plati

EX = ab(a<1)?, var X = ab’{(a-1)2(a-2)} (A.16)

Studentovo (t-) rozdéleni tupnich ti arametrem
(fce R1) mé hustotu

P(n+1) o 11
r(x|n,p) = W.-{%-(-%) (1 + S&nﬁL) ’11— xeR,. (A.17)

Mé-1i nédhodnd velidine X rozddlen{ N(F.,‘l), Y rozdé&leni 1.2 o n stup-
nich volnosti a jsou-1i X a Y nezédvislé, pak ndhodné velidina

X
T = q?- Yo
mé t-rozd¥lenf o n stupnich volnosti s parametrem fto
Plat{
EX = 1 (A.18)

a pro n>2 plati

V&rx=i-f-'5.

P-rozddleni s n, a n,_gtupni volnosti mé hustotu
r n,+ n,+n, .
T Byte g Byt e

rEh rga 2 M2

r(xln1 ,n2) =

Jeou-1i néhodné velidiny X a Y nezdvislé a maji-11 ﬁa-rozdﬁleni o n,
resp. n, stupnich volnosti, mé néhodnd velidina

e B By

e et L



P-rozdéleni s n, a n, stupni volnesti.
Pro n,”> 2 plati

n
EF = -52-?3 ( A.20)
a pro n2>4
2
2n&(n,+n,-2)
var P = &1 2 (A.21)

ny(n,-4)(n,-2)°

Multinomické rozdé (o= 1,2,0005 p = (p1,...
ceesPy)’s P46 <0, 1>, 1 = 1,.000,k; %l p; = 1, k* 2) mé hustotu

nl X X .
r(;ln.p) = §:1TTT§;T Pq eeeDy X = (11,...,xk) ’ (4.22)
= 0’-00, ' i= 1,ooo,k, =

xi n 12_1 Ii n
= 0 jinako
Platdi

Exi = npi, var Xi s npi(“-pi) is 1’ooo,k, (AOZB)
cov(xi,xj) = -np;Ppy 1,3 = 1,e0e,k3 1 £ 3, (A.24)

Teeool 1/p 0

n oo . 1.

J(p19"°ypk_1) = '5'1':' (:I.::i) + n( 0 .1/pk—1). (A.25)

Dirichletovo rozdéleni (mmohorozmdrné beta rozddleni) s parametry
B = (Xypeoey,d)” (>0, 1 = 1,.0.,k) mé hustotu

r(d +oeo ) d -1 d -1
r(zl%) = W:';';-.T:“;—}kk’ 111 oooxkk ; = (11,ooo,xk) ‘ (A.ZG)

xi> 0’ 1 = 1,'oao,k, i£1xi = 1
= 0 Jina.k.
Plat{

4y _ %y(tg=y)

= ’ mx » i - 1,ooo,k. (A.27)
1t & 17 g + 1)
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dio(
’ = - » ,i = 1’.0.’k i ’ .
cov(Xy Xj) ;-g&-(-ﬁ-‘l-)- J s 1 £ 3, (A.28)

kde o = { Ao
0 {=1 i

Margindlni rozd&leni X; je beta rozddleni s parametry «;,

-k,

odg = &4

k-rozmérné
P~ hormilni rozddleni aramet a4 (ozn. N (u,I)) (g ¢ Byr & -8By
metrickd pozitivnd definitni matice typu k x k) md hustotu

rtzly ) = (20" %aet D72 exp\ Yz T, (429
X6 Ry.
Plati
EX = K, var X = X . (4.30)

k-rozmdrné Wishartovo rozd&leni (centrdlni) s n stupni volnosti
s _parametrickou metici I—= (L - symetrickd pozitivm¥ definitni matice
typu kx k) méd hustotu

r(xln,D) = o p(det L) (aet (k2 (A.31)

. exp%- % tr(z,."l;,)}{ pro vi. X =( ?11:.”’1::"‘),

TyqeeiorZyy
kde

°1;:n . o0k/2 pk(k=1)/4 313‘1 reRilzdy, (A.32)

Je-11 X4yeeesXy néhodny vybdr z N, (Q,%), pek néhodnd matice

§."i§-1§1x_{

mé k-rozmdrné Wishartovo rozdéleni s n stupni volnosti s parametric-
kou matici Z . Ndhodnd velidina |

a’'ga(alp,
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kde g = (a1,...,ak) Je vektor konstant, mé fa-rozdélen:l’. s n stupni

volnosgti.

1¢le pntraln .10 _svupni volnogii s parametry
kel (eR, L- symetrickd pozitivnd definitnf matice typu k x k)
mé hustotu  kem
(XU D) = 4 (1 + %(ﬁ-ﬂ)';”(;-g)) z Z=(xqseee,m ) ‘a By
(A.33)
(k) (get 7)=1/2
-1, F%)((m’br : (4.34)
Plati
ET = # (4.35)
& pro np2
var T = =By T, (A.36)

Nechl md néhodny vektor Y = (Y1,...,Yk)' rozddleni N, (Q,%L),
kde ). je reguldrni, nech} m& ndhodnd velidina 2 'yaz-rozdéleni s n stup-
ni volnosti a ¥ a Z jsou nezdvislé. Definujme néhodny vektor X =
= (X;,++4,% )" pFedpisem

Y
xi = —2' ﬁ + r‘.i 1= 1,ooo.ko (A'37)

Pak ndhodny vektor X mé k-rozmdrné t-rozddleni s n stupni volnosti
a parametry (:_z_ = (f‘1""’f‘k) e Z.:.

Dvojrozm&rné Paretovo rozdéleni g paremetry $r1£2,8.) (r1<r2, a >0)

mé hustotu
a(a+1)(r -r1)e‘
r(x1,x2] r1,r2,a) = ra— )5?2‘ (11,x2)cR2, (A.34)
= 0 jinak.
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Pro a > 1 plati

a pro a>2

ar.=r ar,-=
EX1='——;-_%9 Exz'_-%.:';l

y a(r -r1)2
var x1 = Vvarxr xa = ) .
(a-1)“(a~2)
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