4. Obyc¢ejné diferencidlni rovnice - pocateéni tlohy

V této kapitole se budeme zabyvat problematikou numerického fegeni dloh s po¢atetnimi
podminkami pro oby¢ejné diferencidln{ rovnice.

4.1. Formulace, zdkladni pojmy

Pocateéni problém pro ODR. Obyéejnd diferencidlni rovnice (ODR) se nazyva rovnice
n—tého #ddu (ODRn), jestliZe nejvyssi derivace nezndmé funkce jedné proménné je n—tého
4du. Obecny tvar rovnice prvnfho tadu je g(z,y(z),y'(z)) = 0. Budeme piedpoklidat,
e z rovnice je mozné explicitné vyjadiit ¢'(z), tj. Ze rovnici lze psét ve tvaru

v'(z) = flz,y(z). (41)

Piipomenme, e obecné fegeni rovnice (4.1) obsahuje integra¢ni konstantu, kterd mize
nabyt libovolné hodnoty. Proto k jednoznaénému uréeni y(z) nesta¢i sama rovnice. Potfe-
bujeme znat hodnotu feseni pro jisté z = q, tj.

y(a) =n. (4.2)
Podminka (4.2) se nazjvé pocdtedni a znamena, e integralni kiivka y = y(x) prochdzi
bodem [a, 7).

Lipschitzova podminka. Je-li v né&jakém okoli D bodu [a,7] funkce f(z,y) spojitd
a splituje-li v tomto okoli Lipschitzovu podminku s konstantou L, tj. plati-li

|f(z,u) = f(@,0)] < Llu—v| V[z,u],[z,v] € D, (4:3)

pak bodem [a, ] prochdzi jediné feseni y(z) rovnice (4.1). Jestlize ma funkee f(z,y) v okoli
D ohranitenou parcialni derivaci |9, f(z,y)| < L, Lipschitzova podminka (4.3) plati. To
je ptimy disledek véty o stfedni hodnoté:

fla,u) = f@,v) = 8, f (=, ) (u—v),

kde [z, £] je ndjaky vnitinf bod tsetky s krajnimi body [z,u] a [z, v].

Jiny standardni vysledek fikd, ze kdy# je funkce f(z,y) spojitd na (a,b) x R a splituje
tam Lipschitzovu podminku, pak po¢éteéni problém (4.1),(4.2) mé jediné FeSeni defino-
vané v celém intervalu (a, b).

Rovnice (4.1) spolu s poéétetn{ podminkou (4.2) se nazyvéd pocdtecns tiloha nebo také
Cauchyova tloha.

Soustava obyéejnych diferencidlnich rovnic 1. ¥ddu je soustava n rovnic pro n
nezndmych funkef y (), ..., yn(z) tvaru

y} :fj(x)ylz'“ayn), 1=12,...,n.
Pocatetni podminky jsou tvara
yil@) =mn, i=12...,n
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Pocatecni dlohu zapiSeme strunéji vektorove:

y' =f(z,y), y(a)=mn, (4.4)
kde

y= (y11y2= s 7yn)T7 y’ = (yiayé7 . '7y;1)Ta f(x1Y) = (fl(xv y)’ f?(l‘vY)a s -afn(xuy))T'

Existence a jednoznaénost feseni. Je-li v okoli D bodu [a,n] funkce f(z,y) spojitd
a spliiuje tam Lipschitzovu podminku s konstantou L, tj. plati-li

f(z,u) —f(z,v)|| < Llju—v]| (4.5)

pro véechny body [z,u] a [z, V] z okoli D, prochdzi bodem [a, 7] jediné feSen{ poéiteéni
tilohy (4.4). Je-li D = (a,b) x R*, jediné feSen{ existuje v celém intervalu (a, ).
Z véty o stfedni hodnoté plyne

f(z,u) —f(z,v) = I(z,*)(u—v),

kde J(z,*) = {0f;(x, €;)/0y;}7 ;= je Jacobiova matice funkce f(z,y), jejiz slozky v i-tém
i4dku jsou vyhodnoceny v néjakém vnitinim bodg [z, ¢;] dsetky s koncovymi body [z, u]
a [z, v]. Jsou-li viechny parcidlni derivace 8f/dy v D ohranicené, tj. plati-li

'——’ <L Viz,y]€eDaproi,j=12,...,n,
9y,

je Lipschitzova podminka (4.5) zfejmé splnéna.

Rovnice n-tého faddu. Kazdou rovnici n-tého fadu tvaru
y™ =F(z,y,y,...,y") (4.6)
s poCdteénimi podminkami

y(@) =m, y'(@)=m...,y" V(a) =

Ize snadno prevést na soustavu (4.4). Stadf polozit 4, =y, y2 = ¥, ..., ¥n = y" Y, dale
fj = Yj+1, j= L,2,...,n-1a fn = F(xvylyy%-"vyn)'

V dalsim budeme vidy pfedpokladat, ze uvaZovand pocdtecni tloha mé v intervalu
(a,b) jediné Fegeni. Budeme také predpoklidat, ze funkce f(z,y) spliuje Lipschitzovu
podminku a m4 tolik spojitych derivaci, kolik jich v dané situaci bude zapotfebi.

Jedna rovnice prvniho fadu s jednon nezndmou funkef je v aplikacich méné vyznamna
nej soustavy rovnic. Metody pfiblizného feseni se viak snadné&ji odvodi pro jednu rovnici
a lze je aplikovat bezprostfedns i na soustavy. Také analyza numerickych metod je pro
jednu rovnici podstatné snadnéjsi. Proto se v ndsledujicim vykladu nékdy omezime jen
na jednu rovnici. Z velkého mnozstvi metod uvedeme jen nékteré a to takové, které jsou
pro své dobré vlastnosti Siroce pouzivany.

49



4.2. Uvod do numerickych metod FeSeni

Numerickym feSenim pocdtecni Glohy rozumime vypotet pfibliznych hodnot hledaného
feseni y(z) v bodech z; dosti husté vykryvajicich interval {(a,b). Nechf tedy a = zy <
21 < '+ < oy = b je dostateéné jemné délent intervalu (a,b). Body z; nazyvime uzly,
vzddlenost h; = z;11 — x; dvou sousednich uzld nazyvame délkou kroku (struéné krokem),
a mnozinu {zg, 21, ..., zy} viech uzli nagyvdme sit. Jsou-li viechny kroky stejné dlouhs,
tj. by = h := (b — a)/N, hovoiime o rovnomérném (nebo také ekvidistantnim) déleni
intervalu (a,b). V tom piipadg je z; = a +ih, i = 0,1,..., N. Hodnotu pfesného Feseni
v uzlu z; budeme znaéit y(z;) a hodnotu piiblizného fesenf y;. Jestlize se ndm podaif
najit piiblizné fesen{ y;, i = 0,1,..., N, mizeme p¥iblizné vypoéitat hodnotu feseni y(z)
v libovolném bodé z € (a, b) interpolaci.

Numerickd metoda pro feSeni potitecni tlohy (4.1),(4.2) je predpis pro postupny
vypocet aproximaci ¥1,¥s,...,Yn, Yo = 7 vidy. Metoda se nazyvd k-krokovd, zavisi-li
piedpis pro vypocet aproximace y;11 na pfedchozich aproximacich y;, v 1,...,¥Yit1-k-
Specidlné jednokrokovd metoda pocita ptiblizné feseni y;., v uzlu z;.; jen pomoci zna-
losti pfiblizného TeSeni y; v uzlu z;, pfibliznd feSenf y;_1, y;_, ... spoitend v predchozich
uzlech z;_q, ®;_s,... nepouziva.

Explicitni Eulerova metoda. Nejjednodug$i numerickou metodou pro feseni tlohy

(4.1),(4.2) je explicitni Eulerova metoda, struéné EE metoda. EE metodu snadno odvo-
dime z Taylorovy formule

Y(zit1) = y(zit+h) = y(@) +hy'(2:)+3h%" (&), & € (i, Tiga). (4.7)
Uvézime-li, Ze y'(z;) = f(z:,y(2:)), a zanedbame-li Elen 1h%y"(¢;), dostaneme formuli
Y(@ip1) = y(@) +hf (i, y(2:)). (4.8)

Tento vysledek je véak nepouzitelny, protoze nezndme hodnotu y(z;) a navic se v tomto
vztahu vyskytuje znaménko pfiblizné rovnosti. Proto zaménime ve formuli (4.8) vyrazy
y(z:) a y(i41) jejich pFibliznymi hodnotami y;, y;41 a znaménko piiblizné rovnosti & na-
hradime znaménkem rovnosti. EE metoda je tedy piedpis

Yir1 =y +hf(zi,u:) (4.9)

proi=0,1,...,N — 1. yo = y(x) = 71 je piesné.

Diskretizaéni chyby. Do bodu [z1,y1], kde y1 = yo + hf (20, ), se dostaneme posunem
po tefné sestrojené k pfesnému feSeni y(z) ve startovacim bodé [z, yo]. Posouvéme se
doprava tak dlouho, az z; -2 = h, kde h je zvoleny krok. Novy bod [z;, 1] u7 na integraini
kiivce y(z) nelezl, podle (4.7) je y(z1) — y1 = 1h%y"(&). Vyraz 1h?%y"(&) oznaéime jako
ley a nazveme lokdlnd chybou (le jako local error) v uzlu z;.

Déle spocteme g, = y1 +hf(21,y1). Vidime, Ze do bodu [z, 9] se dostaneme posunem
po piimee y—y1 = f(z1,41)(z—z1). Tato piimka je teénou k integrélnf kiivce prochézejici
bodem [z1,41], tj. k funkei u, (z), kde

up = fz,m), w@m) =y

Funkei uy(z) nazveme lokdlnim FeSenim tdlohy (4.1),(4.2) piislusnym uzlu z;. Do bodu
[72,72] se tedy dostaneme po tetné sestrojené k lokdlnimu FeSeni u;(z) v bodé [z1,1].
Novy bod [z2,ys] na integralni kiivce u1(z) zase nelezi,

1
ui(@2) = i +hf(2, y1)+§h2“'1'(771), kde m1 € (@1,22),

takze u1(z2) = ya + ler, kde le; = £h*uf(m) je lokalni chyba v uzlu ;. Celkové chyba
y(w2) — ¥ po dvou krocich se oznatuje es a nazyvé se globding diskretizacni chyba (global
truncation error). Globalni diskretizaini chyba je dasledkem hromadéni Géinki vzniklych
chyb lokalnich. Rikdme, Ze globélni diskretizaéni chyba vzniké kumulac{ lokélnich chyb.
Ziejmé e; = ley aviak leg + le; = e je pouze aproximace e.

_____ Y- -

hf(z, y(z:))

€i+1

Obr. 4.1. Diskretizaéni chyby

Stejné postupujeme dal. Piedpokladdejme, Ze jsme uz spocetli piiblizné feseni y; v uzlu
;. Sestrojime lokélni feSen{ u;(z) definované pfedpisem
up = fz,w), uilzi) =4,
a bod [zi41, yi11] dostaneme posunem po teéné sestrojené k lokdlnimu feSenf u;(z) v bodé
[z;, y;]. Pritom vznikne lokdlni chyba le; = u;j(2i+1) — ¥it1, Pro kterou plati

u,—(xi.ﬂ) = ui(mi)—}—hf(xi, ui(mz-))-l—lei, kde lei = %hzuf(ni) an < (.iEi,{IJH_l) . (410)

Celkova chyba e;,1 = y(Ti+1) —¥i+1 vznikne kumulaci lokélnich chyb le; proj = 0,1,... 4.

Mozn4 jste si véimli zd4nlivé nesrovnalosti: u lokdlni chyby le; jsme nepouzili slivko
diskretizaéni. To byl umysl, spojeni lokdlni diskretizaéni chyba (local truncation error) je
rezervovano pro vyraz lte; = $h*y"(&) definovany rovnosti (4.7), tj.

Y(@i1) = y(@:)+hf (@, y(:) Hie;, kde lte; = 3h%"(&) a & € (zi,mi41) . (411)
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Obé chyby le; a lte; jsou téhoz fadu fddu O(h?), stejné vSak nejsou. Lokélni chyba le;
je chyba, které se dopustime v jednom kroku metody. Lokalni diskretizaéni chybu lte;
Ize charakterizovat podobné&: je to chyba, které se dopustime v jednom kroku metody,
oviem za tzv. lokalizaéniho predpokladu, Ze y; = y(z;) je presné. Lokalni chyba je tedy
chyba, kterd pfi vypoctu danou metodou v kazdém kroku skutecn& vzniks. Lokéln{ dis-
kretiza¢ni chyba vyjadfuje chybu, které se dopustime, kdyz do formule dosadime presné
fefeni. V dalsim si vSak ukdzeme, Ze pro mald h je rozdil mezi obéma chybami prakticky
zanedbatelny. Obé lokaln{ chyby le; a lte;, spolu s globélni chybou e;41, jsou zakresleny
v obrazku 4.1.

Ré4d, konvergence. Rekneme, 7e metoda Je Fadu p, jestlize pro jeji lokalni diskretizaéni
chybu lte; plati

Ite; = O(KPHH). (4.12)
EE metoda je tedy fadu 1. Pro globalni diskretizacni chybu e; EE metody lze dokézat

ei = y(zi) —yi = O(h). (4.13)
Rovnici (4.13) je tieba chdpat tak, e existuji kladné konstanty hg a K takové, ze

max |e;| < Kh pro véechna 0 < h < hg.
0<i<N

Zejména tedy

021%’}\, ly(z;))—vi| =0 proh—0.

Metody s touto vlastnosti se nazyvaji konvergentni metody. Protoze globalni diskretizadén{
chyba je fadu O(h) fikdme, ze konvergence EE metody je Fddu 1.
Ditkaz konvergence EE metody lze najit napiiklad v [34], [35]. Tvrzeni (4.13) vsak lze
snadno ovéfit v pfipade, ze f(z,y) = f(z) nezdvisi na y. Pak totiz
y(zin) = y(zs) + hf(z;) + 502 F'(&),
Yi+1=Y; + hf(z;).

Odettenim obou rovnic dostaneme e;4; = e; + %hzf’(fj), a protoze ey = 0, je
e = SH[f(&) + f/(&) + -+ F'(&-1)] -

Oznacime-li M = maxa<e<s | f'(€)], pak les| < 3h%M < L[AN]Mb = L(b ~ a)Mh, nebot
Nh=b-—a.

Priklad 4.1. Obecné feenf rovnice y' = 4z,/y je y(z) = (¢?+C)?, poédtetni podminka
y(1) = 4 uréi partikuldrnf fesenf y(z) = (z® + 1)2. ReSme tuto pocatecni dlohu EE meto-
dou na intervalu (1,3) s riznym krokem h. Nejprve zvolme N = 10, tj. h = 0,2, 2o = 1,
1 =12 3, =1,4,...,29 = 3. Z potéteini podminky méme y, = 4, déle podle (4.9)
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potitame
9 = Yo + hf(To,90) = Yo + hdzo /o =4+0,2-4-1-V/4=5,6
Yo =11 +hf(@1,11) =y + hda /s = 5,6 +0,2-4-1,2- /5,6 = 7,8718

YN = YN-1 + hf(xN—hyN—l) = 811826 )

zatimco presnd hodnota y(3) = 100, tedy absolutni chyba pro z = 3 je 18,2 a relativni
chyba je 18,2%.
Pro N =20 je h = 0,1. Z po¢ateéni podminky mdme opét yo = 4, dale

y1 = Yo + hf (0, Yo) = Yo + hdzo/Po =4+ 0,1-4-1V4=4,8
Yo =11 +hf{z,y) =1 +hdzi /Y1 =4,8+0,1-4-1,1- /4,8 =5,763992

atd. az kone¢né yy = 90,40. Absolutni chyba i relativni chyba se zmensily pfibliZzné na
polovinu, coz odpovidd tomu, ze EE metoda je faddu 1.

Vztah mezi lokdlni chybou a lokdlni diskretiza&ni chybou. Jak uZ jsme uvedli,
chyby le; a lte; jsou pro mald h prakticky k nerozliSeni. Dokazme si to. Z Taylorova rozvoje
dostavame

y(@ir1) = y(@:) +hy' (@) + 312" (@) + O(R) ,
takZe lokalni diskretizagni chybu lte; lze vyjadFit ve tvaru
lte; = 1h%y" (z;) + O(R%). (4.14)

Clen 1h%y"(z;) se nazgvé hlavni élen lokdini diskretizacni chyby lte;. Podobné lze lokdlni
chybu le; vyjadiit ve tvaru

le; = h*uf(z;) + O(R?).
Odectenim obou vyjddieni dostaneme

lte; — le; = Sh2[y" (z;) — uf (z:)] + O (%) .
Derivovan{m rovnice (4.1) obdrzime

Y'(z) = folz, )+ fy(@,0)Y = fo(z,9) + fy(2,9) f (2, 9)
takze

" (@) = ui (z:) = fol@s, y(3:) + foy(i, () f (23, y(2i))—
—[fo (@i, wsl@s)) + fy (i, wil2:) f (i, ws(@:))] s

a odtud uzitim véty o stfedni hodnoté po snadné dpravé dostaneme
" (@) =i (z:)] < Mly(@:) —ui(z:)| = My(w:) -yl ,
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kde konstanta M zavisi na prvnich a druhych parcidlnich derivacich funkce f(z,y). Avsak
y(z;) — v = O(h) podle (4.13), takie y"(z;) — uf (z;) = O(h) a

ltei = lei + O(h3) . (415)

Protoze jak lte; tak le; jsou fadu O(h?), lze pro mald h rozdil mezi obéma chybami
prakticky zanedbat.

Zaokrouhlovaci chyby. Doposud jsme viibec neuvazovali zaokrouhlovact chyby. Ukaze-
me si, Ze jejich vliv nelze zanedbat. Pro jednoduchost pfedpoklidejme, ze

Yo=17, Ui =0+hf(z,)+e, i=0,1,...,N-1,
a nechf |¢;] < e. Pro r; := y; — ¥; proto plati

riv1 = ri+ A f (2, 4) — £ (23, 53)] —&i,
takze uzitim Lipschitzovy podminky (4.3) dostdvdme

[Tis1| < |l +hLly; —gil+e; < (14+hL)|rif+e.
Protoze 1o =0, je |r1] <&, |re] < (1 +hLl)e +¢, ...,

Iri| <e[l+ (1 +hL)+ (L+hL)?+-- -+ (1+ L)) =

(I+hLl) -1 _ -1

£ < _1. — [plb=a)L _ )
€ T Se—yr <Keh™, kde K =le 1]/L

Pro celkovou chybu EE metody tedy plat{

max |y(e:) =Gl < Kph+eKph™, (4.16)
kde h je dostateéné maly krok a Kp,Kr jsou konstanty na h nezdvislé. Protoze konstanta
¢ je mald, vliv zaokrouhlovdni se projevi aZ pro znaéné velky pocet kroku N (tj. pro
velmi malé h), v tom piipadé mize dojit dokonce k pfevdzeni uc¢inki zaokrouhlovacich
chyb a vypoétené hodnoty ¥; tak mohou byt i pfes ohromné , vypocetni ndklady“ zcela
bezcenné.

Stabilita. Abychom minimalizovali nédklady, snazime se pfi redlném vypoétu ménit délku
kroku tak, aby pfiblizné feseni bylo dostatetné ptesné a souasné aby celkovy objem
vypoéth byl co nejmensi. Rizeni délky kroku je podrobné popséno v dalich odstavcich.
V zdsadé viak jde o to, jak volit kroky co nejdelsi. Vznikd proto ptirozend otdzka: jak velky
krok je jesté mozné volit, aby piiblizné feseni bylo pfijatelné? Z fady dobrych duvodi je
tiéelné pro odpovéd na tuto otdzku pouzit testovaci tilohu

y=Xxy, y(0)=1, (4.17)

kde A < 0 je dan4 konstanta. Co je na této tiloze tak zajimavého? Ptesné feeni y(z) = €*®

je klesajici funkce, e’* — 0 pro z — +cc. Potétetni hodnotu y(0) = 1 Ize povazovat za
jednotkovou poruchu a nezdvisle proménnou z za ¢as. Ulohu (4.17) lze proto interpretovat
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jako proces stabilizace: s rostoucim ¢asem dochézi k itlumu pocatecni poruchy neustalym
piiblizovénim se k nulovému staciondrnimu stavu. Takové chovan{ vykazuje celd fada déji
redlného svéta, tiloha (4.17) je proto rozumnym modelem. Co bychom tedy méli ocekdvat
od numerické metody aplikované na feSen{ této modelové tlohy? Piijatelné numerické
fesen{ se musi blizit ke staciondrnimu stavu, tedy y; — 0 pro ¢ — oo. Nemusi byt nutné
y; > 0, jde ndm totiz pfednostné o zmengovani velikosti poruchy, pozadujeme vsak

[yisa] < |wil, (4.18)

coz zaruuje, aby utlumovani bylo nepfetrzité.
EE metoda dé pro testovaci dlohu (4.18)

Yirn = Yithdy = (1+hA)y; = - = (1+hA) "y
Aby platilo (4.18), musi byt
[1+hA<1.

Piedpoklddejme nyni, ze v tiloze (4.17) je A komplexni ¢islo a oznaéme A := hA. Mnozina
véech 7},, pro kterd je pii feSeni testovaci dlohy (4.17) zvolenou numerickou metodou
splnéna podminka (4.18), se nazjvéd oblast absolutni stability numerické metody. Odvo-
dili jsme, 7e pro EE metodu je oblast absolutni stability jednotkovy kruh |z + 1] < 1
komplexni roviny se stfedem v bodé [—1,0]. Prunik oblasti absolutni stability s redlnou
osou se nazyva interval absolutni stability. Pro EE metodu je interval absolutni stability
interval (—2,0). Pro redlné A < 0 je tedy tieba vybrat h < 2/|Al. E:{\ekneme, ze metoda
je absolutné stabilni pro zvolené komplexni &islo A a krok h, jestlize h = hA leZ{ v oblasti
absolutn{ stability této metody. EE metoda je tedy absolutné stabilni pro A a h takova,
pro kterd |hA + 1| < 1.

Tvar a velikost oblasti absolutni stability metody je spolu s fddem metody zdkladni
charakteristikou kvality numerické metody. EE metoda z tohoto pohledu piili§ kvalitni
neni: je pouze fadu 1 a oblast jejf absolutni stability je mald. EE metoda se pouziva jen
vyjimeené. Zabyvali jsme se ji pfedevsim proto, Ze je velmi jednoduché a proto na nf lze
snadno ukdzat, s jakymi problémy se pii numerickém fe§eni po¢étecnich tloh pro ODR1
setkédvame a jaké pojmy se pfi popisu numerickych metod bézné pouzivaji.

Implicitni Eulerova metoda. Vysvétlen{ jednoho pojmu jsme ale zatim pfeskogili:
pro¢ mluvime o explicitni metodé, co tim méme na mysli? To nejlépe pochopime, kdyz
zavedeme implicitni Eulerovu metodu (struéné IE metodu) jako pfedpis

Yirr = Yi+hf (Tiv1, Yin) - (4.19)

Metoda je implicitn{ proto, Ze neznimé4 v, je argumentem funkce f(z,y), takze z rovnice
(4.19) nelze odvodit explicitni vzoredek y;41 = ,néco zndmého“. y;,1 je proto tieba urcit
jako feSeni Z rovnice

9(2) = 2—yi~hf(zi41,2) =0. (4.20)
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Je-li f(z,y) linedrni funkef proménné y, tj. f(z,y) = a(z)y+b(x), je fedeni takové rovnice
snadné,

Yirr = Yi + hb(z‘i+1)
T ha(zin)

Obecné je vBak tfeba feSit rovnici (4.20) pfiblizné pomoci vhodné iteraéni metody. To
je ve srovndn{ s EE metodou problém navic. Aby mélo pouziti IE metody néjaky smysl,
musi mit IE metoda oproti EE metodé také néjakou pfednost. Pokusme se ji najit.

Nejdiive prozkoumédme ptesnost IE metody. Lokéin{ diskretizaéni chyba lte; IE metody
je definovana predpisem

Y(@ir1) = y(@:) +hf (@irs, y(@ig1)) + Utes,
kde y(z) je pfesné fesenf rovnice (4.1). Z Taylorova rozvoje y(z;) = y(®iy1) — hy/'(ziv1) +
1Ry (zi41) + O(h®), a protoze y"(zi1) = y"(;) + O(h), dostaneme

lte; = —Lh%y"(z:) + O(R®). (4.21)

IE metoda je tedy fddu 1. Srovndnim (4.21) a (4.14) vidime, Ze hlavn{ ¢len lokaln{ dis-

kretizaéni chyby IE metody je co do velikosti stejny jako hlavnf ¢len lokdln{ diskretizaéni

chyby EE metody, mé vSak opa¢né znaménko. Obé metody jsou tedy stejné pfesné.
Podivejme se déle na stabilitu IE metody. Pro testovaci dlohu (4.17) je

1 1\
i =1Y; h)\z s dtud i = —gyy == | —
Yit1 = YiTNAYi41, odtud Yt 1—h)\y (l—h)\> Yo

a tedy podminka (4.18) plati pro |1 — hA| > 1. Oblast absolutni stability IE metody
je tedy obrovskd, je to cely vnéjsek |z — 1| > 1 jednotkové kruznice komplexni roviny
se stfedem v bodé [1,0]. Pro Re(A) < 0 lze proto volit krok & > 0 libovolné velky
a podminka stability (4.18) bude pofdd splnéna. Metoda, jejiz oblast absolutni stability
obsahuje celou zdpornou polorovinu Re(z) < 0, se nazyvd A-stabilni metoda. IE metoda
je tedy A-stabilni.

Jak fe§it nelinedrni rovnici? Je to pravé mimofadnd stabilita, kterd je onou hledanou
prednosti IE metody ve srovnani s EE metodou. Tento klad je vsak tfeba vykoupit nutnosti
fesit obecné nelinedrni rovnici (4.20). To neumime jinak nez uzitim né&jaké itera¢ni metody.
Potdtetni aproximace se ur¢i snadno, naptiklad pomoci EE metody polozime

20 = Yi+ hf(zi,u:) -

Jak ale pocitat dalsi aproximace? Zkusme metodu prosté iterace
2511 = ©(2s), kde o(2) = y; + hf(zit1, 2).

Konvergence z, — y;41 nastane, kdyz

l'(2)] = Al fy(zis1,2)| @< 1, kde o je ngjaka konstanta .
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Tato podminka pfedstavuje omezeni délky kroku h. Konkrétné pro testovaci rovnici (4.17)
dostaneme |hAj < 1, coZ je podminka jeSté piisnéjsi, nez jakou vyzaduje podminka abso-
lutni stability EE metody. Metoda prosté iterace je tedy naprosto nevhodna.

Protoie z je dosti dobrd aproximace y;,1, dé se otekévat rychld konvergence Newto-
novy metody. Praktickd zkuSenost potvrzuje, ze tomu tak skute¢né je. Po¢itdme proto

Zs+1 = 2 —g(zs) = _Zs_yi—hf($i+l7zs)
N ' g’(zs) ) 1= hfy(xiﬂ—hzs)

S=0117"‘aSi7

a nakonec polozime ;11 = zs, 1. Pocet iteraci S; se voli, zhruba feeno, tak, aby odhad
chyby |Z— zs,+1] Newtonovy iterace byl mensi nez ge, kde € je pozadovana velikost lokdln{
chyby le; IE metody a ¢ < 1, napt. ¢ = 0, 5. P¥iblizné splnéni podminky [le;] < € zajistime
vybérem vhodné délky h kroku.

Jestlize derivaci f, nepotitdme v kazdé iteraci, dostdvdme modifikaci Newtonovy me-
tody, kterou budeme nazyvat zjednodusenouv Newtonovou metodou. Uspory, které zjed-
nodugend Newtonova metoda pfinadf, vyniknou zejména pii feseni soustav ODR. Vice si
o tom dozvime v odstavci 4.5.2.

4.3. Jednokrokové metody

se vyznaguji tim, e piiblizné fesen{ y;11 v uzlu 2,41 = x; + h se potitd ze vztahu, v némz
kromé nezndmé y;,, vystupuje déle uz jen pfedchozi uzel z;, pfiblizné feSeni y; v uzlu
z;, krok h a samoziejmé také prava strana f(z,y) diferencidlni rovnice. Jednokrokovou
metodu lze tedy formalné zapsat ve tvaru

Viyr = Yi+h®(2i, yi, Vir, 1 ), (4.22)

kde @ je funkce éty¥ proménnych x;, y;, Yis1 @ h, zavisld na funkei f(z,y). Pokud funkce
& na y;; nezavisi, jde o metodu explicitni, pokud @ na y;y; zdvisi, jde o metodu im-
plicitni. Pro explicitn{ Eulerovu metodu (4.9) je ® = f(z;,y:) a pro implicitni Eulerovu
metodu (4.19) je ® = £(z; + h, yiy1)-

Lokaln{ diskretizagni chyba obecné jednokrokové metody (4.22) je definovdna rovnict

y($z+1) = y(.’l?z)‘l"h@(l?“ y(mz)‘ y(fBH-l); h’y f)+1tel 3 (423)

kde y(z) je fedeni tilohy {4.4). Ze srovnéni (4.22) a (4.23) plyne, ze lokélni diskretizatni
chyba explicitni jednokrokové metody je chyba, které se dopustime v jednom kroku za
predpokladu, Ze y; = y(z;) je presné. Vskutku, oznaéime-li

Vis1 = y(@:)+h® (25, y(2:), ¥ (@ir1), i £), pak lte; = y(Tit1) =it -

Predpoklad y; = y(z;) byvé oznacovén jako lokalizacni predpoklad. Nejvétsi celé &islo p,
pro néz plati

lte; = O(h**1), (4.24)

se nazyvé F4d metody. Rovnosti (4.24) pfitom minime, Ze kazd4 slozka vektoru lte; je
tadu O(hP+1). Vime jiz, ze EE metoda a IE metoda je fidu 1. Dokézali jsme to sice zatim
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jen pro piipad jedné rovnice, tvrzeni viak plati také pro soustavy. Tak napiiklad pro IE
metodu dostaneme

lte :=y(z + h) — y(z) = hf(z + h,y(z + h)) =
hy'(z + h) + O(h?) — hy'(z + k) = O(h?).

4.3.1. Metody Taylorova rozvoje

Explicitni Eulerovu metodu jsme odvodili z Taylorova rozvoje
y(z+h) = y(z)+hy' (z)+3h%y" (2)+1h%y" (z)+- - -+I%h”y(p)(z)+0(hp+1) (4.25)

tak, Ze jsme polozili p = 1 a zanedbali jsme chybu O(h?). Protoze y'(z) = f(z,y(z)),
dostali jsme EE metodu y;11 = y; + hf(z;,y;). Podobné mizeme pro p = 2 dostat
metodu fadu 2. Stadi jen vyjddrit druhou derivaci y”(z). Plati

y'(z) =;—xf(r,Y($)) = fu(z,y(2)) + £ (2, y(2))y'(z) =

fo(z,y(z)) + (2, y(2))f(z, y(2)) ,
kde fy(z,y) = {0f;(z,¥)/0ye}} e je Jacobiova matice funkce f(z,y). Metoda
Vit = Yithf (@i, yi)+ 3 P2 (8 (@i, yi) + By (26, yi) £ (2, ¥4)] (4.26)

je proto Fadu 2. Za zvySenou presnost vak platime znagnou dai: v kazdém kroku metody
(4.26) musime oproti EE metodé potitat navic n parcidlnich derivaci 8f;(z;,y:)/0z a n?
parcidlnich derivaci 9f;(z,y:)/0y.. Metoda (4.26) se nazyvd metoda Taylorova rozvoje
fadu 2. Podobné lze zavést metodu Taylorova rozvoje fadu p pfedpisem

Yir1 = yit+hf(zs, Yi)‘f'%hzfm (i, yi)+- '+#hpf(p_1)($i, vi), (4.27)

kde f@)(z;,y;) dostaneme tak, ze do vyrazu d’f(z,y(z))/dz’ dosadime x; misto z a y;
misto y(z). Vyrazy pro vy3si derivace funkce f(z,y(z)) jsou obecné velmi slozité. Pro
nékteré zajimavé specidlni piipady vsak tyto vyrazy mohou byt docela jednoduché, takze
pak lze metodu Taylorova rozvoje vysokého fadu pouzit velmi dobfe. Jsou-1i metody Tay-
lorova rozvoje kvalitné implementovény, mohou byt velmi efektivni i pro obecné problémy.

4.3.2. Rungovy-Kuttovy metody

V dalsim pijdeme jinou cestou a odvodime jednokrokové metody vyssich fadd, v nichz
vystupuji jen hodnoty funkce f. Takové metody se nazyvajl Rungovy-Kuttovy metody.
Obecny tvar s-stupriové Rungovy-Kuttovy metody je

YViri =yit+h Z bik;, (4.28)
i=1
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kde koeficienty k; jsou uréeny pfedpisem

k]' =f(mi+hcj,yi+h2aﬂke), i=12,...,s. (429)
=1

Abychom dostali konkrétni metodu, musime uréit stupeit s a déle redlné konstanty b;, c; Z

aaj pro j,£ =1,2,...,s. Tak napfiklad pro s = 1, by = 1, ¢; = 0, a1 = 0 dostaneme EE
metodu a pro s =1, by =1, ¢; = 1, a3; = 1 dostaneme IE metodu. Oznatime-li

Xj=$i+h6j, Yj=yi+hZaﬂke, i=12,...,s, (4.30)
=1

vidime, ze k; = £(X;,Y;), takze

S
Vi =¥it+h Y bf(X;,Y;) (4.31)

=1

uréujeme pomoci s hodnot pravé strany f(z,y) ve vhodné vybranych bodech [X;, Y,].
Rungovy-Kuttovy metody vélenime do obecného schématu (4.22) jednokrokovych metod
tak, ze polozime ® = 37, b;f(X;,Y;).

Obecnd Rungova-Kuttova metoda s koeficienty (4.29) je implicitné abychom uréili
vektory k;, musime Fegit soustavu ns obecné nelinedrnich rovnic, nezndmé jsou slozky
viech vektord ki, ko, . .., k,. D4 se ukdzat, 7e pro malé h ma soustava (4.29) vidy jediné
fegeni. Situace se zjednodusi v piipadé semi-implicitnich Rungovych-Kuttovych metod,
kdy aje = 0 pro £ > j, takze

J
kj =‘f($i+hcj,y,~+h2ajgkg), j=12,...,s. (432)
£=1

V tomto pifpadé lze nejdiive vyfesit soustavu n obecné nelinedrnich rovnic pro neznimé
slozky vektoru k;, pak daléf soustavu pro slozky vektoru k, a tak déle, az nakonec vyfesime
soustavu pro nezndmé slozky vektoru k. Tedy misto abychom fesili jednu soustavu o ns
nezndmych, fesime postupné s soustav pro n nezndmych. Nejzndméjsi Rungovy-Kuttovy
metody jsou véak metody ezplicitni, pro které a;, = 0 pro £ > j, takze

-1
ky =f(z;,7:), k;j= f($j+]LCj,Yi+hZaj[k£), i=2,3,...,8. (4.33)
=1
Pak se totiz z4dné soustavy rovnic fesit nemusi, stadi jen postupné poéitat ki, ks, ..., k;.

Poznamenejme, ze pod pojmem Rungova-Kuttova metoda se v literatufe bézné rozumi
pravé metoda explicitni, zatimco skutetnost, e metoda je semi-implicitni nebo plné impli-
citn{ se zdaraziiuje oznafenfm semi-implicitn{ Rungova-Kuttova metoda nebo implicitni
Rungova-Kuttova metoda.

Koeficienty Rungovych-Kuttovych metod je zvykem zapisovat do tabulky zndmé jako
Butcherova tabulka:
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€1 |y Gig ... G,
Ca | Q21 Gz ... Qs
Cs | Q51 Qg2 ... Qg

by by ... b

U explicitnich metod se do tabulky zapisuji koeficienty ax jen pro £ < k. Protoze viechny
prakticky pouzivané metody spliiuji podminku

G= i, j=1,2,...,s, (4.34)
=1

budeme i my ptedpokladat, ze podminka (4.34) plati.
4.3.2.1. Podminky tddu

Vénujme se nyn{ otdzce, jak uréit koeficienty b;, ¢; a ;¢ tak, aby metoda byla zvoleného
f4du. Nage tvahy se zjednodusi, kdy# problém (4.4) pfepiSeme do autonomniho tvaru

(;'8)' _ (f(x(t)l,y(t))> , @’Egg) _ (Z) . (4.35)

Aplikujeme-li na tento systém Rungovu-Kuttovu metodu, dostaneme

() = () ().

kde body [Y;, X;] spliiuji

() (957). 1=t

Vzhledem k podmince (4.34) je X; = z; + he;, takze body [X;, Y] spliwuji (4.30). To ale
znamend, ze odvozeni Rungovy-Kuttovy metody pro autonomni systém (4.35) je ekviva-
lentni odvozeni Rungovy-Kuttovy metody pro obecny problém (4.4).

Predpoklddejme tedy, 7e pravé strana f(z,y) je funkei jen proménné y, fesime tedy
rovnici y' = f(y). Rungova-Kuttova metoda je ¥ddu p, jestlize pro jeji lokdlni diskterizatni
chybu plati

lte :=y(z + h) — th k; = O(h*™),
(4.36)

kde k; =f(y(z) +hZaJ,3ke j=1,2,...,8

Podminky nutné pro dosaZeni fddu p dostaneme tak, Ze ve vyrazu 1te rozvineme funkci
y(z + h) okolo z, k; okolo y(z) a anulujeme koeficienty u mocnin h? pro j < p.
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Odvozeni podminek Fadu 3. Zaéneme tim, %e v rozvoji (4.25) funkee y(z + h) vyjid-
fime derivace feSeni y(x) pomoci pravé strany f(y). Derivovdnim rovnice y'(z) = f(y(z))
po slozkdch dostaneme

Y@ = Z O (y Z Oh (y(@) fuly (@) -

a-—l

Abychom zjednodusili zépis, r-tou slozku vektoru oznalime indexem r vpravo nahofe
a parcilni derivaci podle slozky « oznatime ¢drkou a indexem « vpravo dole. Tedy f”
je r-ta slozka vektoru f, y* je slozka o vektoru y, f7, je derivace r-té slozky vektoru f
podle slozky y* vektoru y. Vyssi parcidlni derivace zapiSeme podobné, napiiklad druhou
parcidlni derivaci r-té slozky vektoru f podle proménnych y® a y? oznaéime fh g Uzitim
tohoto oznateni dostaneme

=3 fuf
a=1

Elementdrni diferencialy. V daléim se ndm bude hodit, kdy? definujeme vektor D} = f
a vektor D?, jehoz r-td slozka (D3)" = Y_0_, /7 f*. Pak totiz y'=Di a y” = Dj. Dalsf
derivace je

n

m af dy o« pr af dy C e .
Z Zayﬂ ! e Zayﬁ dz ‘/;L;[’aﬂf 17+ fafff] -

Polozime-li (D})" = 320 5.1 fropf*f* a (D) = Y5 m0 faf5/7, pak y" = D + Dj.
Vektory D}, D?, D2, D3 jsou tzv. elementdrnt diferencidly.

V tomto postupu miZeme pokratovat a vyjddiit obecné vy pomoci elementarnich
diferenciali D}, £=1,2,..., ;. S ristem j pocet ); elementdrnich diferencidli D} rychle
roste. Abychom vyklad p¥ili§ nekomplikovali, spokojime se s odvozenim postacujicich
podminek pro metody fadu p < 3 a k tomu ndm jiz odvozend vyjddfeni pro prvou,
druhou a tiet{ derivaci feSeni y(z) sta&i.

Pokragujme proto rozvojem slozek

Ei(y) = fr(y(z)+h Z a;cke)
=1

koeficientu k; okolo bodu y(z). Z Taylorova rozvoje dostaneme
8 8§
= f’+hz hiA Zaﬂke-&- 1p? Z Fon > ik Y ajek]+O(h). (4.37)
fn=1 =1 =1

V tomto vyrazu se opét vyskytuji slozky koeficient k,. Za né znovu dosadime z Taylorova
rozvoje. Protoze ¢len k¢ je ve vyrazu (4.37) nésoben h, stali pouzit zkrdceny rozvoj

= f"—f-hzn:ff; Z aemkd, +O(h?).

6=1 m=1
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Dosadime-li toto vyjadieni do (4.37) zjistime, Zze se v ném vyskytuji cleny kS, ki a k]
néasobené h2. Proto je nahradime jesté krat$im rozvojem

= f+0(h), k] =f1+0(h), kp=["+O(h).

Jestlize provedeme viechna naznacend dosazeni, dostaneme z (4.37)

K =f" + hZf;,Zaﬂ {f" + hij; Zalm[f" +O0(h)] + O(hz)} +
a=1 =1 é=1 m=

sz Zaﬂf +0(h Zaﬂﬂw( )]+ O(R).

By=1 =1
Pomoci (4.34) posledni vyraz upravime na tvar
n n
K= [T+ L foe+h Y fLf f"zaﬂcﬁ 1p? Z Fa fPf1E+0(R°)
a=1 a,0=1 B=1
a odtud pomoci elementarnich diferencidlt
$§
kj = D%+thD%+h2 ‘:%C?D? + Z anggD%i\ +O(h3) .
£=1

Protoze

y(z+h)—y(z) = hDi+1h?D}+ 113 (Di+DJ)+O(hY),

dosazenim do (4.36) dostaneme

lte =y(z +h) — y(z) — b Y _ bjk; = hD} l1 -> bj} + h?D? {g - ijc,] +
=1

j=1 j=1
(4.38)

8 S
WD} [g -3 b,.cg} +1*D} {é -3 bjaﬂce] +O(hY),
j=1

Jt=1

nebo strutngji lte = ATID! + R2T2D? + W[TPD} + TSD3] + O(h?), kde T jsou tzv.

koeficienty lokdlni diskretizacni chyby.

Podminky pro metody #adu 1 az 3. Aby Rungova-Kuttova metoda byla fadu p < 3,
mus{ byt tzv. podminky Fddu TJ =0proj=1,2,...,pal=12,...,} kde

A =1, Th=1-3"7 b,
de=1,  TP=3-3iba,
A3 =2, TP =35 -Chibct] T3 = § — 20 =1 bidisC; -
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Obecng, ma-li funkce f(y) spojité derivace viech f4di, mizeme lokalni diskretizaéni chybu
Rungovy-Kuttovy metody vyjadiit ve tvaru

o0 Aj
te=> K T/Dj. (4.39)
j=1 =1

Podminky pro metodu fddu 4. Podminky fddu TZ =0,0=1,2,...,7,j=1,2,...,p,
nutné a postadujici pro metody fddu p, lze najit ve vétsiné uéebnic numerické matematiky
nejméné pro p < 4. Uved'me si proto koeficienty 7} lokalni diskretiza¢ni chyby pro p = 4
také my:

Ay =4, T = % [% - Z::]_ bicﬂ ) Ty = % - Z;,j:l biciaijcy

4 1| L\ P 4 _ 1 __ N$
Ty =3 [12 Zi,j:l b,a”cj] » Ty =51 Zi,j,k:=1 biijakCr -

V [13] je popsan algoritmus pro generovani koeficientd 7, g a tyto koeficienty jsou tam
explicitné uvedeny pro p < 7.

Ctenafe mozna napadlo, pro¢ jsme podminky fadu odvozovali s pomérné velkym tsilim
pro soustavu y’ = f(z,y), kdy% pro jednu rovnici y' = f(z,y) by to jisté bylo jednodussi.
Diivod je ten, ze podminky f4du pro soustavu se od podminek fadu pro jednu rovnici mo-
hou ligit. Lze ukazat, #e pro p < 4 tato situace nenastane, takze viechny Rungovy-Kuttovy
metody, které jsou fddu nejvyse 4 pro jednu rovnici, jsou téhoZ Fddu i pro soustavu rov-
nic. Pro p > 5 se viak podminky ¥adu pro soustavu a pro jednu rovnici uz lisf a existuji
metody, které jsou f4du p pro jednu rovnici a f4du mensiho nez p pro soustavu. Kdyz
byla tato skute¢nost odhalena, vyvolala rozéarovani a obavy, nebot v té dobé bylo zndmo
nékolik metod vyssich f4di, odvozenych pro jednu rovnici, ale pouzivanych i pro systémy.
Nastésti se ukdzalo, Ze fad téchto metod na pottu rovnic nezévisel.

Konvergence. Pro rychlost konvergence Rungovy-Kuttovy metody plati nésledujici
Véta (o rychlosti konvergence Rungovy-Kuttovy metody). Rungova-Kuttova metoda fddu
p > 1 md globdint diskretizaéni chybu e; = y(z;) — y; Fddu O(h?) .

Dilkaz véty je uveden napf. v [38], [17]. Pfedpokladem platnosti véty je dostate¢nd hlad-
kost pravé strany f, konkrétné je tfeba, aby funkce f(z,y) méla spojité derivace az do
#4du p véetné. Pokud f mé4 spojité derivace jen do fadu s < p, pak lze pro globaln{ chybu
dokdzat pouze fad O(h®).

4.3.2.2. Explicitni metody

Oznaéme p(s) maximélni dosaZitelny fad s-stupiiové explicitni Rungovy-Kuttovy me-
tody abychom zdiiraznili, ze zavisi na s. O funkei p(s) je znédmo, ze p(s) — oo pro s — 0o.
Kromé toho plati

p(s)=s pros=1,2,3,4 p(8) = 6,

p(5) =4, p(9) =7

p(6) =5, p(s)<s—2 pro s=10,11,...
p(7) =6,
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Explicitn{ p-stupiiové Rungovy-Kuttovy metody fddu p tedy existuji jen pro 1 < p < 4,
tj. pouze pro tyto Fady existuji metody, které poéitaji pravou stranu jen p-krat. Uvedme
si nékolik nejzndméjsich metod tohoto typu.

Metoda #4du 1. Pro s = p = 1 existuje jeding explicitni metoda a tou je ndm jiz zndma
explicitni Eulerova metoda y; 11 = y; + hf (s, y:).

Metody #4du 2. Pro s = p = 2 m4 explicitni metoda Butcherovu tabulku

0 Podminky pro metodu fadu 2 stanovi
C2 | ao1 1
by by bi+by=1, bacz=3,
a protoze ve shodé s (4.34) predpokldddme ag; = ¢, dostdvdme tabulku
0 kde ab = % Parametry a, b jsou tedy svdzdny jednou podminkou,
a| a takze zvolfme-li a # 0, je b= 1/(2a).
1-b b

Proa= % je b=1 a dostdvame metodu
Yis1 = Vithks, kde ky=f(z;+3h,yi+5hki), ki = f(i,y3), (4.40)

znamou pod ndzvem modifikovand Eulerova metoda. Budeme ji znatit EM1 jako pruni
modifikace Eulerovy metody. V anglicky psané literatufe je metoda (4.40) zndma jako
,midpoint Euler formula*.

Pro a =1 je b=} a dostdvidme metodu

Yit1 = Yi"f“%h[kl-l-kz], kde k1 = f(a:,-,y,-), kg = f($i+h, yﬁ-hkl) ; (441)

uvédénou téz pod ndzvem modifikovand Eulerova metoda. Budeme ji znacit EM2 jako dru-
hou modifikaci Eulerovy metody. Metoda (4.41) se také Casto uvadi pod ndzvem Heunova
metoda.

Dosazenim do (4.38) dostaneme pro metodu fadu 2 lokaln{ diskretizaéni chybu

Ite = K*[I7DI+TFD}]+O(h*) = h* (5 — 5ba”) D} + §D3]+O(h%).

Odtud predesim vidime, #e metodu f4du 3 nemtzeme dostat pro zddnou volbu a, b,
nebot ¢len D3 nenf ¢im anulovat. Pomoci vhodné volby koeficientu a mizeme ovlivnit
jen koeficient TP = L — 1pa® = 1 — 1a. Pro EM1 metodu je T} = 3; a pro EM2 metodu
T$ = —1;. Pokud bychom tedy mohli vliv druhého scitance D} zanedbat, mohli bychom
tvrdit, Ze EM1 metoda je dvakrdt ptesnéjsi nez EM2 metoda. Pro a = % 1ze dokonce
docilit anulovéni koeficientu 77. Pak b= 1/(2a) = , takie dostdvdme metodu

YVir1 = yitshlki+3ko], kdeky = f(zi,y:), ko = f(zi+2h, yit+3hky), (4.42)

kterd je optimélni v tom smyslu, ze pro ni jsou absolutni hodnoty koeficientd T¢ a T3
nejmensi mozné. Takovd metoda se nazjva metoda s vyladénou chybou. I kdyz metoda
(4.42) pili§ rozsitend nen, nejlepsi pouzivané metody vyssich Fadd mivaji chybu vyladénu,
tj. jde-li o metodu Fadu p, pak jsou absolutni hodnoty |17 *1| koeficienti 17 *1 hiavniho
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¢lenu Z?ﬁl 17 'HD?H lokaln{ diskretizaéni chyby lte malé. Je vSak tfeba uvést, e kvalitu
metody ovliviiuje jeSté fada dalsich faktord, které jsme doposud nezkoumali a o nichz se
zminime pozdéji.

Metody F#4du 3. Pro s = p = 3 dostdvdme Butcherovu tabulku

0 a 4 podminky pro metodu fadu 3:
C2 €2 b1+b2+b3:1, b262+b363=%,
C3 | C3 — O3z (32 5 5 1 1

by by by b262 -+ b363 =3, b330y = 5

Ukazuje se, 7e kdyz zvolime dva parametry 0 < c; < c3, jsou tim véechny koeficienty
metody jednoznaéné uréeny. Volba c; = %, c3 =  vede na populdrni Ralstonovu metodu:

Yirt = ¥i + 2h[2k; + 3k + 4ks] ,

K, =f(zi,yi), ko="f(zi+3hyi+ jhki),
ks = f(d), + %h,yi + %hkz) .

Ralstonova metoda je f4du 3 a ma vyladénou chybu: dva koeficienty T4 a Ty hlavniho
¢lenu lokalni diskretizagni chyby jsou nulové, koeficient T} = i pro jakoukoliv volbu
parametri c;, c; a koeficient Tf = 51 je maly.

Metody Fadu 4. Pro s = p = 4 je nejzndméjs{ klasickd Rungova-Kuttova metoda

1)1 Yit1 = Yi+h ki + 2k + 2ks + ky] ,

2|3

110 3 ki = f(zs, i) ky = f(z; + Sh,yi + 3hk1)
110 0 1 k3 = f(.’Ei + %h, Yi + %hkz) s k4 = f(l‘l + h, Vi + hkg) .

11
6 3

Klasickd Rungova-Kuttova metoda byla velmi populdrni v dobg, kdy se jeste nepouzivaly
samotinné potitace a kdy proto velmi vyznamnym kritériem byla jednoduchost metody.
Toto hledisko véak v soucasné dobé ztratilo na vyznamu a proto se pouzivaji jiné metody.
Jednu velice kvalitni dvojici metod tadu 4 a 5 uvedeme v odstavci 4.3.2.4.

4.3.2.3. Rizeni délky kroku

Doposud jsme piedpoklédali, Ze délka h kroku metody je konstantni. Avsak ani z od-
vozeni metod ani z jejich tvaru nevyplyvé nutnost takové volby. V kazdém kroku muzeme
délku h ménit, otdzkou ziistdva jak. Idedlni pFéni uzivatele je donutit program, aby mu
spotital feseni s pozadovanou presnostf, tj. aby pro zadanou toleranci ¢ > 0 platilo
lle:ll = lly: — y(z:)|| < e. To se véak neumi, souasné programy pro feSeni ODR dovedou
zajistit jen to, aby pro dostatetnd malé ¢ byla globdln{ chyba |le;|| dosti malé. Dociluji
toho tim, ze délku kroku h vybirajf tak, aby velikost ||le;|| lokaln{ chyby nabjvala pofdd
piiblizné stejné hodnoty & popiipadé he. Velikost ||e;| globalni chyby lze jen odhadnout
(fidit ji zat{m neumime), v odstavci 4.3.2.6 si ukédzeme, jak se to déld. Predesilame vSak,
e monitorovén{ velikosti globalni chyby je nékladné a Ze vét§ina programi tuto sluzbu
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nenabizi.

Strategie EPS a EPUS. Piipomefime si, Ze lokaln{ chybou le; rozumfme chybu, které
se dopustime v jednom kroku metody yi+1 =¥ + hi®(zi, yi, Yit1, his ), ti.

le; = u(zi+hi)—y,~+1 , kde u' = f(za u): u(xi) =Yi

je lokélni feSenf. Velikost lokalni chyby se obvykle ovlddd jednim ze dvou nésledujicicich
zpiisobii. Podle kritéria chyby v kroku, zkracené EPS podle anglického error per step, se
krok z z; do #;.1 = T; + h; akceptuje, jen kdyZz

lllesl| < e (4.43)

Podle kritéria chyby v jednotkovém kroku, zkrdcené EPUS podle anglického error per unit
step, se krok akceptuje, jen kdyz

IIe;]| < hse. (4.44)

Neni-li podminka (4.43) resp. (4.44) splnéna, krok je odmitnut a je tfeba ho opakovat pro
mensi délku h} kroku takovou, aby tato podminka chyby splnéna byla. Délku h} kroku
viak nevolime ani zbytetné malou, naopak, vybereme ji co moznd nejvetsi.

Kdyz program provede krok z z; do z;41, spocte odhad est; vzniklé lokdlni chyby le;.
Jak se to provede, to si ukdzeme v odstavci 4.3.2.4. Nyni je pro nés podstatné, ze lokalni
chyba Rungovy-Kuttovy metody fadu p je

lei = ’(/)(Ii, yi) h€+1 + O(hf+2) s (445)

kde funkce 9(z,y) je tzv. hlavni funkee chyby (z (4.39) plyne ¢ = Z?:{l 7Dy,
takze

est; ~ le; = W74 (35, yi) +O(WE ).

Pokud bychom z bodu z; postupovali krokem délky h;, dostali bychom lokalni chybu
16} = ulai+h)—yha = (AP (a3 + 0P -

Srovnanim obou vyrazi dospfvéme k zdvéru, ze lokdlni chyba
le} = (h}/h;)"Hest; (4.46)

je aproximovana vyrazem, kterj umfme spocitat. Jestlize je norma odhadu est; lokaln
chyby le; vétaf nez tolerance ¢, tedy plati-li |lest;|| > &, pouzijeme pribliznou rovnost (4.46)
pro uréeni optimdint délky kroku, tj. maximélni délky, pro kterou je zvolené kritérium
chyby jesté splnéno. Jestlize k Tizeni délky kroku pouzijeme kritérium EPS, vybereme hy
tak, aby

£ = |[lef|| = (hi /hi)" " |lestil] (4.47)
Zvolime tedy

b = hile/llest])VO*Y,
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a vypodet yiy1 opakujeme s krokem délky h}. Novéd délka h; kroku je ziejmé mensi nez
puvodni délka h;, jde o to, jestli to staéi: pii odvozovani i} jsme se totiz dopustili fady
nepiesnosti, sice malych, fadu O(h{-’“), ale dopustili. Po vypo¢tu y;1 s krokem délky
h¥ se proto mizZe stat, Ze test chyby znovu neprojde, i kdyZ tfeba jen tésné. Opakované
kraceni kroku je ,drahé“ a proto je na misté byt opatrny a za h} zvolit jen jistou ¢ast ©
optimélni délky. V [34] se uvadi, Ze reprezentativni hodnota pouzivana v fadé programi
je © =10,9. Proto zvolime

B = Ohi(e/llestil) o+,
Zatim jsme se zabyvali jen tim, co mdme délat, kdyZ je krok zamitnut. Jestlize vSak

je krok z z; do z;41 Uspésny, je tieba rozhodnout, jak vybrat délku h,y, daldtho kroku.
Pro lokélni chybu plati

lei1 = u(@ip1 +hit1) = Yire = BT (@ip1, Vi) FO(RLTT) .

Tuto chybu miZeme dobfe aproximovat pomoci odhadu est; lokdlni chyby ve stdvajicim
kroku. Vskutku, protoze x;41 = z; + h; a ysy1 = yi + O(hs;), uzitim Taylorova rozvoje
dostaneme (z;11, ¥it1) = ¥ (zi, yi) + O(h;), takze vyraz pro lokdln{ chybu

lei1 = hEE{(z:, yi) + O(REY)
je formdalné stejny jako vyraz pro lokdlni chybu le;. Proto volime délku
hiy1 = Ohy(e/|lest|)) @+

kroku z ;.1 do ;42 stejné jako délku h} zamitnutého kroku.
Jestlize k fizeni délky kroku pouzijeme kritérium EPUS, nahradime (4.47) pomoci

hie = |[le]|| & (h} /R lesti]] .
Odtud vyjéddiime h; a dostaneme piedpis
k= ©h;(ehi/|lests]|)*/?.

Tenty# piedpis poufijeme také pro uréeni délky kroku h;.,. Nésleduje hruby
Algoritmus Fizeni délky kroku
Krok 1. Spotteme yii; = yi + h®(zi, ¥i, Yir1, i ).

Oh(e/||est;|})/@+)  pro EPS, XEPS,
Oh(eh/|jest;||)!’?  pro EPUS, XEPUS.

Je-li |lest;]| > &, nésleduje krok 3, v opa¢ném p¥ipadé pokracujeme krokem 4.

Krok 2. Uréime est; a polozime h* = {

Krok 3. Polozime h := My(h, h*) a pokratujeme krokem 1.

Krok 4. Polozime h := My(h, h*), zvysime ¢ := ¢ + 1 a pokracujeme krokem 1.
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XEPS je modifikace kritéria EPS a podobné XEPUS je modifikace kritéria EPUS,
obé modifikace jsou vysvétleny v nasledujicim odstavci 4.3.2.4. Zbyva vysvétlit vyznam
piikazi h := Ms(h, h*) v kroku 3 a h := My(h, h*) v kroku 4. Ms(h, h*) a Ma(h, h*)
jsou modifikaéni funkce, pro Ms(h, h*) = My(h, h*) = h* dostdvame algoritmus, ktery
plné odpovid4 predchozimu vykladu. V programech pro feseni ODR vSak byvd navrzend
délka h* kroku jestd modifikovdna postupy, které jsme si formalné oznacili pomoci funkei
M; a My. Abychom byli konkrétn{ uvedme si, o jaké modifikace jde v implementacich
metod BS32 resp. DP54 v programech ODE23 resp. ODE45 v MATLABU, viz {19]. Po-
pis metod BS32 a DP54 uvedeme v odstavci 4.3.2.4. Nésleduji pozndmky specifikujici
zminované modifikace M3 a M.

1. Oznaéme hyp, reSp. Amey minimalni resp. maximdlni povolenou délku kroku. Pak
je tieba algoritmus modifikovat tak, aby bylo zajisténo splnéni podminky

hmin S h S hmcm: .

Pokud tedy v kroku 3 algoritmu nastane h* < hpyn, je tieba vypocet ukonéit kon-
statovanim, %e danou diferencidlni rovnici program neumi s pozadovanou pfesnosti
vytegit. Pfitom A = 166, kde &, je tzv. strojovd ptesnost. Jestlize v kroku 4
algoritmu nastane h* > hypgq, POloZ s A = gz PouZito je Apme, = 0,1(b — a).

2. Pozadujeme, aby se nova délka Mz (h, h*) v kroku 3 resp. My(h, h*) v kroku 4 pfilis
neligila od stavajici délky h. Konkrétng, pii prvém zkracovani v kroku 3

Ms(h, B*) = max(h*, gmin h)
kde

_{ 0,5 v ODE23 (metoda fédu 3),
min 0,1 v ODE45 (metoda fadu 5),

pii opakovaném zkracovani téhoz kroku pak Mjs(h, h*) = 0,5 h. Pfi prodluzovéni
v kroku 4 )

M4(h7 h’*) = min(h*a Gmaz h) y
piitemz7 gpay = 5.
3. Bezprostiedné po zkrdceni kroku nesmi nésledovat jeho prodlouzeni. O

Stranou naseho zajmu zatim zistala otdzka, jak smysluplné volit toleranci €. V [34]
se doporu¢uje zadavat ji ve tvaru £ = max{erN;(Y),£4}, kde g je relativn{ tolerance,
N;(y) reprezentuje velikost feseni, napiiklad N;(y) = max(||y:|, [|¥i+1l), €4 je absolutni
tolerance, jako standardni hodnota se doporutuje ez = 1073 a ¢4 = 1075,

Na, zaéitku vypoctu je tfeba vybrat délku pocatetniho kroku. Spokojime se s hrubym
odhadem zalozenym na nésledujici myslence: metoda ¥, = 1 &~ y(a + h) déva lokdlni
chybu Ie = y(a + h) — n =~ hf(a,n) t4du O(h) a my predpoklddéme, Ze pfi vypoctu y
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metodou fadu p dostaneme lokdlni chybu le ~ (l’é)erl . Odtud, napiiklad podle kritéria
EPS, obdrzime ||le|| =~ (h||f(a, n)||)P*! =~ ¢ a proto klademe

h = © [max(erlnll, ea)]/**? /||f(a, M),

pfitemz pro h < hpmg, zménime h na Ay, a pro b > hpg, zménime A na hpgg.
Pii programovani algoritmu pro Fizeni délky kroku je tfeba byt opatrny. Piikazy pro-
gramu je nutné uspofddat tak, aby nemohlo dojit k déleni nulou (v kroku 2 algoritmu

délky kroku lze najit napiiklad v [34], [19], [36].
4.3.2.4. Odhad lokdlnt chyby

je zalozen na pouzit{ dvou vhodné zvolenych metod, z nichz jedna je fddu p a druhd
fadu p + 1. V daldim uvedeme dva nejcastéji pouzivané postupy odhadu lokalni chyby
a sice metodu poloviéniho kroku a metodu vnofenych odhadi chyby.

Metoda poloviéniho kroku. Vysvétleme si nejdiive hlavni myslenku. Z vychoz{ hodnoty
yi spotteme v jednom kroku délky h pfiblizné feSeni ¥,., a kromé toho spotteme ze
stejné vychozi hodnoty y; pomoci dvou kroki poloviéni délky h/2 pfiblizné Teseni ¥;y1.
Odhad lokélni chyby pak dostaneme vhodnou kombinaci hodnot ¥;,, a ¥;41. Nasleduje
podrobnéjsi vyklad.

Odvozeni. V kroku od z; do z;11 = z; -+ h spotteme ¥;,, metodou fddu p, takie pro
lokélni chybu plati

W(Tig1) = Fipr = WP (20, y:) +O(RPF?) = le;.

Postupujeme-li z ; do Ziy1/2 = @; + h/2 krokem poloviéni délky, dostaneme pfiblizné
fedeni, které oznacime ¥;41/2. Pfi tom vznikne chyba

P+l
- 1 —
U(Tip1/2) ~Visij2 = (5) P(z;,yi) +O(W*?) = 'zp?lei"l*o(hpw) :
V dal§im pilkroku ziskdme z vychoz{ hodnoty ¥;11/2 piiblizné fefeni y;,1 s chybou

h p+l
V(@ig1)—Vip = (5) Y(Tiv1y2, Firry2) +O(RFF2),

kde v(z) je lokalni fesenf prochdzejici bodem [z;41/2, Vit1/2). Protoze ¥is1/2 = yi + O(h),
z Taylorova rozvoje dostaneme ¥(ziy1/2, Yis1/2) = ¥(xi, yi) + O(h), takze

= R\ 2 1 5= 2
V(Zi1) = Yir1 = (5) $(21,3:)+O(W*?) = S lei O (W),

Odetteme-li od rovnice u(zi11) — ¥iq = le; predchozi rovnici, po malé ipravé obdriime
I v 1 1e p+2
Yirr=Yin =1~ 5m le;~[u(zi41) = v(zir1)] +O(RPTF) .
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Déle upravujme rozdil u(z;11) — v(@;41). Oznatime-li
w = u(@ip1) = V(@i41) = [W(Zir172) = V(Tis1y2)]
pak
W(Zi) — V(@) = W(@ig1/2) = V(Tiz1p) +w.

Protoze v(Zit1/2) = Vit/2, je
~ 1 —
W(zig1) = V(@ig1) = W(@ig1y2) —Viptw = pras) lei+w+O(h"+2) .

Nagim dalsfm cilem je dokazat, ze w = O(RP*?). Protoze
Tit1 Ti41
w= [ wo-vola= [ [t u)-tevo)a,
Tit1/2 Tiy1/2
uzitim véty o stfedni hodnoté a Lipschitzovy podminky dostaneme
ol < 3Lhmaxu()-v@)li, kde = (@i 2in).
Abychom postoupili dale, pouzijeme znamy vysledek, ktery tvrdi, ze pro fedeni u(z) a v(z)
diferencidlni rovnice y' = f(z,y) plati
Ju(z)-v(@)] < u(@)-v(@)[e"*™ proz>a,

ditkaz viz napf. [34]. Zvolime-li v posledn{ nerovnosti a = ;11/2, © :=t € I a dosadime
do predposledni nerovnosti, dostaneme

lwll < LLAM2 ([ 0(@is1/2) —V(@ip1/2) | = SLA M 0(@ig12) =F (@i /)l

takie w = O(hP"?) a

1 —
11(1:,'4_1) - V(.’IJH_l) = W le,; +O(hp+2) .

Vratime-li se zpét a dosadime do vyrazu pro ¥;y1 — ¥;,,, obdréime

1

T - — 1 — 9p
Yi+1=¥ip1 = (1 = 5’—‘*_1) le¢—55+—] le;+O(hPT?) =

— 1
5 JetO(h 7).

Odtud dostdvime odhad chyby, ktery umime spotitat, nebot

= — »
U(Tiy1) —Fipy = les = ‘2;_—1(Yi+1 ~¥in) FO(R?).

Je ptirozené, abychom pro dals{ vypocet pouzili piesnéjsi fesent Vit1. V tom pifpadé nés
bude zajimat odhad chyby le; := u(z;41) — ¥i1. Ten dostaneme snadno, nebot

U(2ig1) —Virr = (i) = V(@n)]+[V(@i41) = Fira],
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a protoze viraz v kazdé ze slozenych zévorek na pravé strané je roven le;/2P+! + O(h?*?),

~ ~ 1— 1 - =
W(is1) ~Fins = o5 = T HO(N?) = £ Fons—Fo)+O(R).

Pro chybu metody s krokem h/2 tedy pouZijeme odhad

| _
est; = 5;_—1(}’#1 =¥ir)-
Kdyz definujeme

~ ~ ~ . _

Yit1 = Yir1 +est; =y + *2;_—1(}’141 ~¥iy)
vidime, 7e u(z;y1)—Vip1 = O(RP2), tj. metoda vypottu ¥;41 je vyssiho fadu p+1. Zpisob,
jakym jsme z pfiblinych fedeni ¥;,, a ¥;41 Fadu p zkonstruovali pfiblizné feSenf ¥;,, fadu
p + 1 nenf nic jiného nez Richardsonova extrapolace. Vyssi pfesnosti lze dosahnout také
V Ziy1/. Stagi si uvédomit, Ze

~ 1 — 11 - _
W(Tiy1/2) ~Vitrj2 = é—pﬁlei+0(h”+2) =3 é‘m(}’i+1—}’i+1)+0(h’,+2) )

a polozit

~ ~ 1
Vit =VYit12 + 3 est; .

Presnéjsi feseni ¥,,, pouzijeme jako vychozi v dalsim kroku, tj. polozime y;11 = ¥it1-
Definujeme-li jesté y; 172 = Viy1/2, dostaneme vysledny
Algoritmus metody polovi¢niho kroku

Visr2 =¥i + %h’l’(fﬂi, Yis Yit1/2, %h; f),

Vit1 = Virrjz + 3h®(Tiv1/2, Visryz, Yier, 55 1)

Vipr =¥i + h®(@0,yi, Vi, B ), (4.48)

1 _
est; = 27_—1(Yz‘+1 = ¥is1)s
Yitij2 = Yit1j2 + 3 €8ti,  Yip1 = Vir1 +est;.

Lokdlni extrapolace. Metoda (4.48) je ukdzkou univerzdlntho postupu, ktery byvd

v vz

oznagovan jako lokdIni extrapolace: k zdkladni metodé fddu p, v naSem piipadé jde o vzorec
pro vypocet ¥ii1, se sestavi pfedpis pro odhad jeji lokdlni chyby

est; = le;+O(h**?) = u(z;+h) — iy +O(hP*2)
a definuje se nové feseni y;11 = ¥;+1 + est;, které je aproximaci fadu p + 1, nebot
u(z; +h) —yizr = O(*?).
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V algoritmu (4.48) prvni dva fddky pFedstavuji vypocet zdkladnf metodou, dalsi dva od-
had lokalni chyby zdkladni metody a v poslednim fddku je popsdna lokédln{ extrapolace.
Vypotet bez lokdlni extrapolace bychom dostali, kdybychom posledni ¥adek v (4.48) na-
hradili pitkazy

Yiv1/2 = ?i+1/27 Yit1 = ¥ig1 -

Odhad est; lokalni chyby zdkladn{ metody pouZijeme v algoritmu pro fizeni délky kroku.
V piipadé lokdlni extrapolace tak vlastné fidime délku kroku extrapolované metody fadu
p + 1 pomoci odhadu lokdlni chyby zdkladni metody fadu p, postupujeme tedy podle
modifikovanych kritérii, kterd zna¢ime XEPS misto EPS a XEPUS misto EPUS. Plvodni
ozna¢eni EPS a EPUS se ponechdva pro piipad, kdy se lokdln{ extrapolace nepouzije.
Rizeni délky kroku extrapolované metody podle kritérii XEPS nebo XEPUS se béiné
pouzivé, funguje velmi dobfe a je také teoreticky zdivodnéno.

Zamysleme se jesté nad vypoétovou naroénosti metody (4.48). Omezime se na expli-
citn{ Rungovy-Kuttovy metody, p znadi fdd a s je poCet koeficientl k;, tj. v kazdém kroku
metody se funkce f pocitd s-krdt. Pak vypocet ¥iy1/2, ¥isr1 a Yir1 vyzaduje 3s — 1 vy-
hodnoceni funkee f. Protoze pocitdme ve dvou krocich délky h/2 hodnoty yiy1/2 @ Yis1,
pfipad4 na jeden krok (3s — 1)/2 vyhodnoceni funkce f. To pfedstavuje oproti zdkladni
metodé, kdy se potitd jen ¥ii1/2 a ¥ir1, zvySeni nakladd o 100 (s — 1)/(2s) %, ziskdvame
viak odhad lokélni chyby a navic metodu vysiiho iddu p + 1. Uvedme si dva konkrétni
pfiklady.

a) Uvazme jako zdkladni Rungovu-Kuttovu metodu fédu p = s = 2, napiiklad metodu
EM1 nebo EM2. Pak metoda (4.48) fddu 3 potiebuje 5 vyhodnoceni funkce f, tedy
na jeden krok pt¥ipad4 2,5 vyhodnoceni. Avsak pro Rungovu-Kuttovu metodu #adu
djes>3.

b) Je-li zdkladni metodou klasickd Rungova-Kuttova metoda iddu 4, tj. p = s = 4,
pak metoda (4.48) ¥adu 5 potfebuje 11 vyhodnoceni funkce f, tedy na jeden krok
piipad4 5,5 vyhodnoceni. AvSak pro Rungovu—Kuttovu metodu fadu 5 je s > 6.

K nejvétsim nedostatkim metody (4.48) patif ta skute¢nost, ze délku kroku lze ménit vidy
a7 po provedeni dvou pilkrokid. To je neefektivni, f{zeni provadime vlasné jen na 50%,
velmi drahé je z toho divodu také odmitnuti kroku. Proto se v sou¢asnych programech
davé pfednost metodé, kterd byvé oznafovana jako

Metoda vnofenych odhadt chyby. Zakladni myslenka je jednoduchd. Pouziji se dvé
metody, z nichz jedna je fddu p a druhd fadu p + 1. Z vychozi hodnoty y; spocteme yj7;
presnéjsi metodou a y},; méné pfesnou metodou. Pak lokalni chyba méné piesné metody
spliiuje

lej = u(@i1)~yiy = (Vi —¥ie) Hu(zin)-yin) = (Y:-T-1“)’;+1)+O(hp+2)
a protoze le} = O(hP+1), je

EE *
est; = Y11 —Viq
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pouzitelny odhad lokélni chyby méné pfesné metody. O vnofeném odhadu chyby mluvime
tehdy, kdyZ obé metody sdileji spoleénou mnozinu koeficienti {k;}3_,. V tom piipadé je
totiz ziskdni odhadu laciné. Pokud ve vypoétu pokracujeme presnéjsi metodou, tj. pro
Yis1 = Yir1 = Yin + est;, fikdme, Ze jsme pouzili dvojici metod s lokalni extrapolaci.
Tento postup se v soucasnych programech upfednostiiuje. Druhou moznosti je pokracovat
méné piesnou metodou, tj. polozit ;41 =y}, ;. V tom pfipadé se pfesnéjsi metoda pouzije
jen pro ziskdni odhadu chyby a fikdme, ze jsme dvojici metod pouZili bez lokalni extra-
polace.
Dvojice Rungovych-Kuttovych metod se popisuji pomoci rozsifené Butcherovy ta-
bulky,
ealan am ... a ve které jako obvykle k; = f(z; +hej, yi+h Y 5, ajeke),
e |y agy ... ag j=1,2,...,s, pfitemz

Yia =yi+h) i, bik; je metoda Fadu p,

Cs C;;l '23*2 L ‘Z: Y =vyi+ hzj.:l b*k; je metoda fadup+1a
b:* bf’* e est; = hY’_, Ejk; je odhad lokslnf chyby,
1 2 ot S
B B ... B, takieEj=b%—b,j=12...s

Jestlize se pouzivé lokélni extrapolace, tj. yi41 = yit;, piipojime k ndzvu metody znatku
(p+1,p) a pokud se lokdln{ extrapolace nepouzivd, tj. yi41 = yiy1, piipojime znacku
(p,p + 1). Existuje celd fada osvédenych a pouzivanych dvojic metod. Dvé takové si
uvedeme.

Bogacki-Shampine (3,2) metoda, struéné BS32 metoda. Rozsifend Butcherova ta-
bulka BS32 metody je

Pfesnéjsi z obou metod paru je Ralstonova metoda

0
- yir = yith [2ki + tko + §ks] = yin
2 2
3l g 3 tadu 3 s vyladénou chybou. Pomocnd metoda
1 1
12 14 Yin = yith [ Gk + T + Tk + ko]
574‘ i % % f4du 2 pouZivd kromé koeficienti k;, ko a k; navic
2 1 4 g koeficient ky = f(z;11,¥is1). V kazdém kroku se tedy
2 & 9 Eitaji j 8 e f, nebot koeficient
PR : pocitaji jen 3 nové hodnoty funkce f, nebo >
7 12 9 "8 k; ve stavajicim kroku je roven koeficientu k4 z kroku

piedchoziho, takie nové se poéitaji jen koeficienty ko, k3 a k4. Vyjimkou je pifpad, kdy
se hodnota y;.; neakceptuje a krok se krati. Tyto pi{pady vSak nebyvaji ¢asté. Zafazeni
koeficientu k4 do metody f4du 2 nés tedy nic nestoji, umozn{ v8ak zlepsit vlastnosti této
metody a tim i celého paru. Tento postup byvd oznafovin FSAL podle anglického First
Same As Last.

Hodnoty pfiblizného feSenf pro z € (z;, ;+1) spotteme dostatetné pfesné pomoct
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kubického Hermitova polynomu Hs(z) uréeného podminkami

H;(z:) =y, Hj(z;) = ki,

Hs (i) = Vit1, Hj(@i41) = ke
Metoda BS32 je tedy skvéla: je fadu 3, v kazdém tspésném kroku se prava strana f pocitd
jen 3-krat a to stadi jak na Fizeni délky kroku tak na vypocet feseni mezi uzly z; & Tiy1-

Dormand-Prince (5,4) metoda, struéné DP54 metoda je definovéna rozsifenou But-
cherovou tabulkou

0
1 1
5 5
3 3 9
10 10 i0
4| u _56 32
5 5 15 9
8 | 19372 _ 25360 64448  _ 212
9 | 6561 2187 6561 729
1| et 355 46732 49 _ 5103
3168 33 5247 176 18656
1| 3 0 500 125 _ 2187 1
384 1113 192 6784 87
5179 0 7571 393 _ 92097 187 1
57600 16695 640 339200 2100 40
35 0 500 125 2187 1 0
384 1113 192 6784 84
71 0 G 71 17253 22 1
57600 16695 1920 339200 525 a0 *

Metoda DP54 je typu FSAL, nebot k; = (41, ¥i+1). Proto se v kazdém sp&sném kroku
metody potitaji jen koeficienty ko, ..., kr, koeficient ky.byl uz spoéitan jako koeficient ky
v piedchozim kroku. Metoda DP54 mé vyladénou chybu.

Hodnoty piiblizného feseni pro z € (&; Zir1) spocteme dostateéné pfesné pomoci
interpolacniho polynomu Hy(s) = y; + hKBs, kde K = (ki, ks, ks, ky, ks, ke, k7),

r] —i83 37 _ 145 -
6 2 128
0 0 0 0
Q 1300 _ 1000 1000
371 159 371
— 125 125 375
B=10 - 32 12 64 !
0 9417 _729 25515
3392 106 6784
1 11 55
U 3 T8
3 5
\. 0 3 -4 7 4

s=(s,8%8 s as=(z—z)/h ’

Metoda DP54 je rovnéz vynikajici: je fadu 5, v kazdém tispésném kroku se prava strana
potité jen 6-krét a to stati jak pro fizenf délky kroku tak pro vypodet fedeni v intervalu
(25, Tig1):

T4

4.3.2.5. Implicitni a semi-implicitn{ metody

V tvodu kapitoly 4 jsme ukdzali, pro¢ mé smysl pouzivat implicitni Eulerovu metodu
piesto, Ze je ve srovnan{ s explicitni Eulerovou metodou vypocetné velmi ndroénd. Jedinym
divodem je to, ze EE metoda méd malou oblast absolutni stability zatimco IE metoda je
A-stabilni. UkdZeme si, Ze u Rungovych-Kuttovych metod je to podobné: explicitni me-
tody maji oblast absolutni stability omezenou, takze A-stabilni metody je tfeba hledat
jen mezi implicitnimi nebo semi-implicitnimi metodami. A-stabilni Rungovy-Kuttovy me-
tody se pouzivaji prakticky vyhradné k feseni tzv. tuhych probléma. Co to tuhé problémy
jsou, s jakymi obtizemi se pfi jejich feSeni setkdvame a jaké metody se pro jejich FeSeni
hodi, to vSe jsou témata, se kterymi se sezndmime podrobnéji v samostatném odstavci
4.5. Zde si jen uvedeme nékolik zndmych a piitom pomérné jednoduchych A-stabilnich
Rungovych-Kuttovych metod.

Zatneme tim, Ze si pfipomeneme, a pfipadné nové zavedeme, potiebné pojmy. Uva-
zZujme tedy testovaci rovnici

y' = Ay, kde )\ je komplexni &slo se zdpornou redlnou slozkou, tj. Re(A) < 0.

Aplikujeme-li na tuto rovnici obecnou Rungovu-Kuttovu metodu, dostaneme diferenéni
rovnici

i1 = R(R)y;, kde h=h.
Funkce R(?z) se nazyva funkce stability metody. |y;+1| < |y:| zfejmé plati, pravé kdyz

-~

|R(R)| < 1, (4.49)

tj. metoda je absolutné stabilni pro ty hodnoty E, pro které plati (4.49). Oblast absolutni
stability metody je oblast £, komplexni roviny takovd, Ze pro h € &4 platf (4.49).
Jestlize %4 obsahuje celou zdpornou polorovinu, metoda je A-stabilni. Na fe§eni velmi
tuhych problémd ani A-stabilni metody nestaci a pouiivaji se metody jesté silngjsiho
kalibru, tzv. L-stabilni metody. Jsou to A-stabilni metody s vlastnosti |R(h)} — 0 pro
Re(lAL) — —oo. Prinik oblasti absolutni stability s redlnou osou je interval absolutni
stability. R
Snadno se ovéii, ze pro explicitni s-stupfiovou Rungovu-Kuttovu metodu je R(h) po-
lynom stupné s a proto oblast %4 nemiiZe byt neomezens. Odtud plyne zavér: explicitni
Rungova-Kuttova metoda neni A-stabilni. Pro s = p < 4 funkee stability R(z) nezdvisi na
volbé konkrétni metody. Skutetns, lokalni Feseni testovaci rovnice spliuje u(z;+h) = e*y;
a protoze u(z; + h) — yir1 = [eM — R(h\)]y; = O(hP*1), R(2) je Tayloruv polynom funkce
e* stupné p. Oblasti absolutni stability se zjisfuji numericky a jejich obrizky lze najit
v monografiich vénovanych numerickému feseni ODR, napf. v [17], [34]. Intervaly ab-
solutni stability lze prezentovat jednoduseji. Pro s = p = 1,2, 3,4 dostdvdme postupné
intervaly (—2;0), (=2;0), (=2,51;0), (—2,78;0) a pro DP54 metodu interval (-3, 30;0).
Pro implicitni s-stupiiové Rungovy-Kuttovy metody je R(ﬁ) racionalni lomend funkce,
titatel stejné jako jmenovatel je polynom stupné nejvyse s. Tak napiiklad pro IE metodu

vis1 =yithky, kde ki =f(zi+h,yi+hk), tj.pro yi = yithf(Tii1, ¥it1),

75



dostaneme

1 1
R(z) = = takze pro z = a+ib, a < 0, je |R(2)]? = mm ,

tj. |[R(2)} < 1a |R(2)| = 0 pro a = —oo. IE metoda je tedy L-stabilni.

Lichobéznikova metoda. Velmi zndmou metodou, kterd nechybi v zddné ucebnici
vénované numerickému teseni ODR, je lichobéinikovd metoda, stru¢ngé TR metoda po-
dle aglického trapezoidal rule,

Yit1 = Yi+ 5hlf (2o, i) +(Zip1, Yira)]- (4.50)

Za sviij ndzev vdsdl zpiisobu odvozeni: rovnici u'(z) = f(z,u(z)) integrujeme v mezich

od z; do 441 a [, £(z, u(z)) dz spoteme piiblizné lichobéznikovou metodou, tj.
W(251) — u(z;) = Jh[E(z;, u(z:)) + £(@ig1, u(@i))] + O(R?).

TR metoda je jednokrokova implicitni metoda fadu 2, kterou lze zapsat také jako semi-
implicitni Rungovu-Kuttovu metodu:

Vi1 = Vitih(kit+ks), kde ki =f(zi,y:), ko = f(zit+h,yi+3h(ki+ks)).

Funkce stability TR metody je
3 P 3 ) . 2 (2—la)?+?

R(z) = 5 takZe pro z = a + b, a < 0, je |R(2)|* = Cra)+ 5’
tj. |R(2)] < 1, |R(2)| = 1 pro @ =& —oo. TR metoda je tedy A-stabilni, L-stabilnf vSak
neni. TR metoda je zdkladem programu ODE23T MATLABu.
TRX2 metoda. Jestlize provedeme lichobéznikovou metodou dva kroky stejné délky
h/2, tj.

Ytz = ¥i + $h[f(@i, ¥:) + £(ivr2, Yirr2)]

Yit1 = Yirrjz + shE(@ir2, Yirye) + (@i, vis)],

dostaneme semi-implicitni Rungovu-Kuttovu metodu, zndmou jako TRX2 metoda, kterou
popiSeme pomoci rozsifené Butcherovy tabulky a vzorct

0 0 0 0
111 g ky = f(z;,y3),
i i i 1 ky = f(z; + 3k, yi + th(k + k2)),
— ks = f(z; + h,yi + $h(ks + 2ks + k),
f g :li Yirr =i+ th(k + 2ks + k3)
5 5 est; = Lh(—k; + 2k, — k;).
B 5 .
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TRX2 metoda je A-stabilnf metoda fadu 2, pouzivd se jako (2, 3) metoda, tj. bez lokdlni
extrapolace, pfesngjsi metoda fddu 3 se pouZije jen k ziskdni odhadu est; lokélni chyby,
k v{poétu piiblizného feseni ji pouzit nelze, nebof neni A-stabilni. TRX2 metodu je tfeba
kvalitné implementovat, viz [14].

TR-BDF2 metoda. TRX2 metoda neni L-stabilni. Existuje vSak podobnd metoda f4-
du 2, kterd L-stabilni je. Je to metoda oznagovand jako TR-BDF2: tato metoda pouziva
nejdifve lichob&#nikovou metodu, odtud TR v jejim ndzvu, a pak metodu zpétného deri-
vovani fadu 2, zkrdcené BDF2 metodu, viz odstavec 4.4.3. Vypocet je popsdn vzorci

TR: Yidy = ¥i + 57E(2i, ¥i) + £(2iy, Vign)] s

2 — 'yy 1 Vien + 1-
i+l ;

L=y =9)"" Ty

kde v = 2 — V2 a 4, = z; + hy. TR-BDF2 metodu lze zapsat jako semi-implicitnf
Rungovu-Kuttovu metodu pomoci rozsifené Butcherovy tabulky a vzorcl

BDF2: 7}’2‘ = M (Tit1, Yis1)

0 0 0 0
y d d 0 ky = f(z,y:),
w w
ks = f(z; + h,y: + h(wky + wky + dks)),
w w d
1 X 1 Vis1 = i + h(wk; + wks + dks) ,
5(1 - 'UJ) §(3w + 1) 3 est; = %h[(l - 4’11))1(1 +ky — Qdkg] ,
l-dw) 5 3

kde d = /2 aw = v/2/4. Metoda fddu 3 se opét pouzivé jen pro odhad est; lokalni chyby.
Podrobnosti o TR-BDF2 metodé lze najit v [14]. Metoda je implementovana v MATLABu
jako program ODE23TB.

Je zndmo, Ze existujf implicitnf a semi-implicitn{ Rungovy-Kuttovy metody, které jsou
A-stabilni nebo i L-stabiln{ a jsou pfitom libovolné vysokého fadu, viz napiiklad [17}]. To
je zajimavé z teoretického hlediska, v praxi se vSak takové metody vyssich ¥4dd piflis
nepouzivaji, nebot algoritmy na nich zaloZené jsou vypoctové velmi ndrocné.

4.3.2.6. Odhad globdlni chyby

je zalozen na obdobné myslence jako odhad lokaln{ chyby metodou poloviéntho kroku,
viz odstavec 4.3.2.4. Stejné je to, Ze ¥;., spotteme v jednom kroku délky h z vychozi
hodnoty y;. Stejné je také to, 7e ¥i41 spotteme pomoci dvou krokid polovieni délky
/2, jediny rozdil je v tom, ze tentokrat vyjdeme z vychozi hodnoty ¥;. Polozime tedy
Yo = Yo = 1 a pocitdme

Yis1=Yi+ h®(z;,¥i, ¥ir1, 1 £),
Virje = ¥i + 1h® (20, ¥i, Vi, 505 1),

Vit1 = Vigrj2 + %hq’(xiﬂ/z, Vit1/2, Vit1s %fﬁ f).
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Daéle vyuZijeme toho, ze pro metodu fadu p plati

Vi1 = Y(@in) + cH? + O(HPYY),

~ H\?
Vir1 =¥ (Tix1) + 6 (5) + O(HP),

kde H = max h je nejdelsi krok a ¢; je konstanta nezavisla na H (jde o hluboky teoreticky
vysledek, jeho diikaz lze najit napf. v [34]). Odettenim dvou poslednich vyrazi obdrzime

H P
Vip1—Yir1 = (2P =1)¢; ('2“) +O(H™)

a odtud pro globdln{ chybu €, := y(%i+1) — ¥ir1 piesnéjsi metody dostaneme

- - H\?
€1 = ¥(Tip1)~Vir1 = —¢i (—) +O(HM) =

(Fir1—Fir1) +O(H"),

2 2r -1

takZe jako odhad globdlni chyby €;,; lze pouzit vyraz

1

Ajpy 1= ——
i+1 21)__]_(

Vi1~ Vitr) -
Povazujeme-li za vysledky pfiblizné hodnoty ¥i41/2, ¥it1 vidime, Ze odhad globdlni chyby
zvysuje vypottové naklady piiblizné o 50%. Postup, ktery jsme pouzili ke stanoveni od-
hadu A;y; globalni chyby, se nazyva globdini extrapolace.

Na zévér piipojime dvé pozndmky:

1) Priblizné feSeni ¥,41 lze zpiesnit: polozime-li
Vir1 = Yir1 +Disa,
dostaneme y(z;11) — ¥ip1 = O(HPH).
2) Délku kroku {dfme pomoci odhadu est; lokdln{ chyby le; = u(ziy1) — ¥, méné

presné metody.

4.4. Linearni mnohokrokové metody

V této kapitole se budeme zabyvat metodami, které potitaji pfiblizné fegent y; 4 v uzlu
z441 pomoci diive spoétenych hodnot y;, ¥i—1,¥i-2,. .. a odpovidajicich hodnot £ (%4, ¥1),
f(2i-1,¥i-1), F(%i-2,¥i—2), ... pravé strany diferencidlni rovnice. Tyto hodnoty jsou znovu
pouzity tak, abychom ziskali y;.; s vysokou pfesnosti pomoci jen nékolika mélo novych
vyhodnocent funkce f(x,y). Nejzndméjsimi metodami tohoto typu jsou Adamsovy metody
a metody zpétného derivovdni. Obé skupiny metod pati{ do obecné t¥idy metod znédmych
jako linedrni mnohokrokové metody, stru¢né LMM.

78

4.4.1. Obecnd linedrni mnohokrokova metoda

Pro konstantni délku A kroku je linedrni mnohokrokovd metoda predpis
aYiritonyit  +oxyiviok = MBof(zivr, Yirr) Hoifit -+ Bkl (4.51)

ze kterého potitdme y; ;. Pfitom o; a §; jsou redlné koeficienty, které formuli jednoznatné
uréuji, a f; je zkraceny zépis pro f(z;,y;). V daldim budeme pfedpoklddat, ze ap # 0.
Jestlize alespon jeden z koeficientl oy nebo Sy je riizny od nuly, metoda je k-krokovd.

Pro By # 0 je novd hodnota y;.; uréena implicitné, hovofime proto o implicitni metodé,
pro Sy = 0 méme metodu explicitni. Abychom v implicitni metodé uréili y;;;, musime
vyfesit rovnici

(hBifis1-j — yYiri—j] -
i

k
j=

1
Yit1 = @(¥ir1), kde o(z) = h@lf(ﬂfma z)+—
Qg (&%)

Pro dostatecné malé h ma tato rovnice jediné feSeni. Skutecné, uzitim Lipschitzovy
podminky (4.4) dostaneme |lp(u) — @(v)|| < h(Bo/eo)L|lu — vi|, takze @(z) je pro
h(Bo/cw)L < 1 kontrakce a jednoznatnd existence y;;; je diisledkem véty o pevném
bodu.

LMM lze pouZit, jen kdyZ jsou zaddny startovact hodnoty yo,¥1,- .., Yk—1. Yo uréime
z potateéni podminky, zbyvajici startovaci hodnoty je vSak tieba ziskat jinou vhodnou
metodou, y, metodou nejvyse r-krokovou.

Vsimnéte si, Ze vysledky ziskané formuli se nezméni, kdyz formuli normalizujeme
tak, 7e viechny koeficienty vydélime nenulovym é&islem. Pouzivaji se rizné typy norma-
lizaci. Casto se voli o = 1. My pouZijeme jinou normalizaci zahrnujici viechny koefici-
enty «;. K tomu tiéelu se ndm bude hodit (pruni) charakteristicky polynom o(@) defino-
vany piedpisem

Q(@) = a09k+(¥19k_1 +- - tog.

V dalsim budeme za normalizovanou povazovat takovou formuli, pro kterou ¢/(1) = 1.

Lokalni diskretizaéni chyba. Chybu, které se dopustime v jednom kroku, méfime
pomoci lokdlni diskteriza¢ni chyby lte; definované rovnici

k

k
Z ¥ (Tit1-5) = h Z Bif (Tiv1-j, ¥ (Ti1-5)) +1tei,
=

J=0

nebo ekvivalentné

k

k
3 iy (@ivieg) =0 Y By (®igag) +1tei.
7=0

J=0

Lokaln{ diskretizaéni chyba je tedy chyba, ktera vznikne, kdyz do normalizované formule
(4.51) dosadime misto pfiblizného Fefeni y;;1_; piesné feseni y(ziy1).
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Chybu lte; rozvineme do mocnin h tak, Ze provedeme Tayloriv rozvoj véech funkef
okolo bodu z;41. Pro fesenf samotné dostaneme

. ) — A - P, (_]h)Z "o,
Y(@is1-5) =¥(@ir1) — jhy'(zis1) + or Y (@ir1) + -
p+1 .
—jh)® .,
=yl + 30 T Y0 ) + 00
s=1
a podobné pro derivaci
T (=gt
Y (@in1—5) =¥ (@ir1) — JhY" (@iv1) + - = Z E——l)‘—yw (@i1) + O(A"*?).
s=1 )

Kdy?# tyto rozvoje dosadime do vzorce pro lokalni diskretiza¢ni chybu, obdrzime

pt+1
lte; = Y Coh*y™(wi1) +O(WPF?),
kde s=0
k k jsaj js_lﬂ]‘
Co :Z%O!j a Cy=(-1) jz:% {—';T—-i- (5= 1)!] pros=1,2,...,p+1.

R4d metody. Stejné jako u jednokrokovych metod fekneme, ze LMM je fadu p, jestlize
lte; = O(hP*1), tj. pokud Cy = C; = -+ - = Cp = 0 a Cp41 # 0. Viimnéte si, Ze vyraz pro
lte; zistane v platnosti, kdyz uzel 2;,; nahradime bodem z* = z;41 + O(h), napiiklad
uzlem z;. Pro metodu fadu p se élen Cpq WPy ®@+Y(z;) nazgva hlavni clen lokdind diskre-
tizaénd chyby a konstanta Cp.1 je tzv. chybovd konstanta. Ta zdvis{ na normalizaci LMM,
takze pokud chceme srovnsvat pfesnost dvou formuli, musime si byt jisti, Ze jsou stejné
normalizovény.

Podminky C; = 0 pro s < p jsou ekvivalentni podminkdm pro dosazeni fddu p
u Rungovych - Kuttovych metod. Zatimeo u Rungovych - Kuttovych metod piedstavovaly
podminky F4du nelinedrni rovnice pro koeficienty metody, u LMM dostavdme v disledku
linearity jen rovnice linedrni.

Pro LMM lze definovat také lokdint chybu le; jako lokaln{ diskretiza¢ni chybu lokdlniho
feseni u;(z) splinjictho u} = f(z, u;), w;(x;) = y;. Vyznam takto definovaného lokélniho
fesen je viak omezen tim, Ze nelze predpokladat w;(zis1—5) = Yi41—j, § = 2,3,..., k. Na
rozdil od jednokrokovych metod tedy lokélni chyba le; v pfipadé LMM nem4 bezprostfedni
nézornou interpretaci a proto ji nebudeme pouZivat.

Metoda konzistententni s ODR. D4 se ukazat, ze kazdd konvergentni LMM musi
byt #ddu p > 1, viz napf. [38]. LMM f4du alespoii 1 se nazyvd metoda konzistentni
(s diferencidini rovnici). V dalsim budeme uvazovat jen konzistentni LMM. V8imnéte si, Ze
podminku Cy = 0 1ze ekvivalentn& zapsat jako o(1) = 0. Abychom podobné vyjadiili také
druhou podminku konzistence, tj. podminku C; = 0, definujeme druhy charakteristicky
polynom

0(0) = Bo@F + L1014 By
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Z podminky

k ) .
Ci=- Z[jaj+,3j] =0 dostaneme o(1)= Zﬁi S Zjaj ’

=0 j=0 §=0\

a dale

k k k
d(6) =) (k—i)e;0" 77 aodtud J(1)=kY = je; = ko(1)+o(1).
j=0 J=1

J=0

Konzistentni LMM je tedy ekvivalentné charakterizovdna dvéma podminkami na charak-
teristické polynomy: ¢(1) =0 a ¢'(1) = o(1).

D-stabilita. Jednokrokovd metoda fadu p > 1 je vidy konvergentni, pro LMM metodu
to vSak neplati. Abychom si objasnili v ¢em je problém, zabyvejme se feSenim trividlni
dlohy

y'(z) =0 proz € (0,1) s potstetni podminkou y(0) = 0.

Pokud startovaci hodnoty zvolime pfesng, tj. 3 = 0 pro 0 < r < k, pak y; = 0 pro
vSechna 4. Prozkoumejme co se stane, kdyZ startovac{ hodnoty nepatrné pozménime, tj.
fe§ime-li dlohu

zr = A, pro 0<r<k,
k
Zajzi+1_j=0 pro i>2k—1,
=

kde A, jsou malé poruchy. z; je feSeni diferenéni rovnice s konstantnimi koeficienty. Ta-
kové rovnice se fesi podobné jako diferencidlni rovnice s konstantnfmi koeficienty: feseni
navrhneme ve tvaru z; = (%, kde v a ¢ jsou zatim neuréené konstanty, a dosadime ho do
diferenéni rovnice. Tak dostaneme

k k
D¢ = Ry ek = (R () = 0,

j=0 J=0

takze je-li { kofen charakteristického polynomu g(8), je 2; feSeni diferenéni rovnice.

Vybereme-li startovaci hodnoty A, = 4(", r = 0,1,...,k — 1, pak z; = 7(* je fedeni
pozménéné dlohy. Necht N je pocet stejnych dilkd, na které je interval (0, 1) rozdélen. zy je
tedy aproximace pfesné hodnoty y(1) = 0, kterd by méla byt tim lepsi, &m je N v&tsi.
Avisak |yy — 2n| = |an| = v|¢|Y, takze pro [¢| > 1 je limy_yo [yn — 2| = 00. To je ale
zcela nepiijatelné: z malych pocédteénich poruch vznikla koncovd porucha, jejiz velikost
s rostoucim N neomezené roste.

Je-li ¢ = re!%, I = /=1, komplexni kofen velikosti r > 1, pfedchozi analyza zistéva
v platnosti, pokud bychom se v8ak chtéli vyhnout poc¢itdni s komplexnimi ¢&isly, staéi
uvazovat z; = yricos(ip). Vylouéit je tieba také pifpad, kdy ¢ = e’% je ndsobny kofen
velikosti 1, pak totiZ z; = i cos(i¢p) je FeSenim diferencni rovnice a opét limy_, o0 |2n| = 00.
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Piedchozi analyza nds opraviiuje zavést novy pojem: fekneme, ze LMM je stabilni
ve smyslu Dahlquista nebo struén& D-stabilnd, jestlize pro vSechny kofeny {, charakteris-
tického polynomu (@) plati |(s| < 1, a pokud || = 1, pak je kofen (, jednoduchy.

Konvergence. Nynf jiz miiZzeme vyslovit nutnou a postatujici podminku zarucujici kon-
vergenci LMM: LMM je konvergentni, tj. maxocicn [[y(z:) — yill = 0 pro h — 0, prdvé
kdy# je D-stabilnd ddu alespori 1. Dikaz viz napf. [38]. Toto tvrzeni lze strucné vyjadiit
schématem

konzistence + D-stabilita <=> konvergence

Pro rychlost konvergence LMM plati nésledujici

Véta (o rychlosti konvergence LMM). Uvazujme D-stabilni LMM Fddu p > 1. Jestlize
startovact hodnoty zaddme s chybou Fddu O(RP), pak metoda je fddu p, tj. pro globdini
diskretizaéni chybu e; = y(z;) — y; plati e; = O(hP).

Precizni formulaci a ditkaz této véty lze najit napt. v [38], [17]. Piedpokladem jejf

platnosti je dostateénd hladkost pravé strany f, konkrétné je teba, aby funkce f(z,y)
méla spojité derivace az do Fadu p vEetné. Pokud f m4 spojité derivace jen do fddu s < p,
pak lze pro globalni chybu dokazat pouze fdd O(h®).
Absolutni stabilita. D-stabilita souvisi s konvergenc{ a tedy s délkou kroku h — O,
v anglicky psané literatuie se proto misto D-stabilita Casto pouzivd ekvivalentn{ termin
zero-stability“. P¥i praktickém vypottu viak potitdme s konkrétni nenulovou délkou
kroku a proto je tfeba pozadovat od numerické metody vice nez jen D-stabilitu. Vhodnym
néstrojem pro formulovani takového pozadavku je testovaci dloha

y' =Xy proz € (0,00), y(0) je libovolné, A je komplexnf &islo, Re(A) < 0.

V tom piipadé totiZ y(z) — 0 pro z — +oo a proto je 74douci, aby pii pevné zvolené
délce h kroku y; — 0 pro z; iﬂl_jj\ 00. Testovaci tlohu Fe§ime LMM a dostaneme linedrn{
diferenéni rovnici

k

D (@ = hABj)yisr—; =0.

=0

[

Predpokladame y; = v¢?, dosadime do diferencni rovnice a obdrzime

k k

3 (a—hAB)YCHIT = 4R Y (0 —hAG;)(F T = ¢ (¢ ) = 0,
j=0 7=0

kdeh=h) a

k

w(z,h) = 3 (a;—hBy)2 = o(z)~ho(2)

=0

je charakteristicky polynom diferenéni rovnice, oznatovany také jako polynom stability
LMM. Je-li ¢, kofen polynomu stability 7(z, h), pak ¢! je zfejmé FeSeni diferenéni rovnice.
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Je-li koFen (; ndsobny, pak dal§f fesenf diferencéni rovnice jsou "¢} pron =1,2,...,m,—1,
kde m; je ndsobnost kofene (. ,

Vidime tedy, Ze y; — 0 pro ¢ — oo, pravé kdyz |¢s| < 1. Oznaéme %4 mnoZzinu
téch bodl A komplexni roviny, pro které viechny kofeny ¢, polynomu stability ﬂ(z,ﬁ)
lez{ uvnitf jednotkového kruhu |z| < 1. Pak h € Ba = y; = 0 pro i — oo. Oblast %4
nazjyvdme oblasti absolutni stability LMM. Jsou-li v8echny kofeny polynomu stability
7(z, h) jednoduché, pak zfejmé |y;.1| < |y;|, takZe definice absolutni stability LMM je ve
shodé s definici absolutni{ stability zavedené pro jednokrokové metody, viz (4.18) a (4.49).

Velikost oblasti %, absolutni stability je vyznamnou charakteristikou LMM. Jak
uvidime v odstavci 4.5, metody s velkou oblasti absolutni stability se pouzivaji pfi feseni
tuhych problémi. Pro feSeni tuhych problémi se vytetné hodi metody zpétného deri-
vovani, sezndmime se s nimi v odstavci 4.4.3. Metody prediktor-korektor zalozené na
Adamsovych metodédch, viz nésledujici odstavec 4.4.2, maji pomérné malou oblast abso-
lutni stability a proto se pro feseni tuhych problémt nehodi. To ale viibec neznamend, ze
to jsou metody §patné, naopak, jsou to velmi dobré a hojné pouzivané metody pro feSenf
problému, které tuhé nejsou.

Piiblizné feseni mezi uzly x; a z;,; ziskdme interpolaci z hodnot y11,¥i, - -+, Yit1-k-

4.4.2. Adamsovy metody

Integraci diferencidlni rovnice (4.4) od z; do z;4+1 = z; + h; dostaneme
Ti+1
y(a) -y(@) = [ floy(a@) do
T

Funkci f(z,y(z)) aproximujeme pomoci interpolaéniho polynomu P,_;(z) stupné v — 1
a dostaneme metodu

Titl .
Vi1 = y,—+/ P,,,1(t) dt. \_/ (4.52)

4.4.2.1. Adamsovy-Bashforthovy metody
Jestlize interpolaéni polynom ur¢ime podminkami
Pa(@ip1y) =fiy, §=1,2,...,v,
dostaneme v-krokovou Adamsovu-Bashforthovu metodu, struéné ABv metodu. Kdyz vy-

jadifme interpolaéni polynom v Lagrangeové tvaru

v v T T
Pu—l(x)zzfi+1—jl]‘($): kde l]($)= m—x:l‘;l—k—z j:1>27"':y)
j=1 k=1 i+1-j i+1-k

k#]
obdrzime ABv metodu ve tvaru

Yirn=yith Z By fiv1-i > (4.53)
=1
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kde

14

1 Tigl t— Tip1k )

i) Lit1—-j — Tit1-k
LEN
Koeficienty 8 ; zdviseji na vzjemnych vzdélenostech uzlld z;11-; a proto se museji
poéitat v kazdém kroku Jsou vsak zndmy postupy, jak tyto koeficienty poéitat efektivng,
navic vypoétové naklady lze snizit tim, Ze délka kroku se zméni, jen kdyZ se vyplati
spocitat novou sadu koeficientd. Druhou, tradiéni moznosti je pracovat s krokem kon-
stantni délky h,

Tiyij =Tip1—Jh, j=1,2,...,v,
pak koeficienty 3} ; na h nezéviseji,

ﬂm / H k ds, ji=12.

k=1
k#j

To ale neznamens, 7e bychom méli cely vipoeet provadét s pevnou délkou kroku. Jestlize
se rozhodneme pokracovat z x; do z; -+ h* s novou délkou kroku h*, pak ptiblizné hodnoty
ff.,_ pravé strany f(z,y(z)) v uzlech z; — h*,z; — 2h*, ..., m; — (v — 1)h" stati spocitat

interpolaci z pivodnich hodnot £, tj. uréime

Fiok = Puoi(zi—(k— lh*)_me_J (zi—(k=1)h*), k=2,3,...,1.
j=1

Jeden krok Adamsovy-Bashforthovy metody vyzaduje jen jediné vycisleni funkce f. Sku-
tetné, predpoklidejme, ze jsme v uzlu z;, pravé jsme spocetli y; a méme k dispozici
Vi-1,¥i2,... v predchozich uzlech z;_1,%;_s,... a déle také hodnoty f_1,fi o,.... Aby-
chom mohli provést dalsi krok, musime spoitat f(z;,y;), pokud je to zapotiebi tak také
koeficienty f3; ;, a nakonec uZzitim metody (4.53) vypotteme yii1.

Snadno ovéfime, 7e nejjednodussi Adamsova-Bashforthova metoda, kterou dostaneme
pro v = 1, tedy AB1 metoda, nenf nic jiného nez ndm dobie zndm4 jednokrokova expli-
citni Eulerova metoda. Prvni vicekrokovou metodou je AB2 metoda. V tom piipade

1 Tiths t— T 1 h ziths t—z; 1 hz
o= — = —_— —_——dt = —=
Bia Iy /m dt=1+ S his Bio = Iy / d S

Ti— Tj-1 Tj1 — T4 i—1

1

kde h; = 2341 — ; a hj_y = 2; — 7;_1. Pro konstantni délku kroku nabjvd AB2 metoda
tvaru 3 1
Yis1 =¥it+h [-Q-fz' —3 z‘~1} .

Formule pro konstantni délku kroku. V nésledujici tabulce uvddime koeficienty ABv
metody pro v = 1,2,...,6 a pro konstantni délku kroku:
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* * * * * *
v vl 1,2 v,3 ,31/,4 o5 Big
1 1
3 1
2 2 2
23 _16 5
31 & 12
4 | 5B _5 87 9
24 24 24 24
5 | 1901 2774 2616 1274 251
720 720 720 720
g | 421 _7923 9982 7208 2877 _ 475
1440 T440 1440 T440 1440 1440

Tvar (4.53) AB metody je disledkem pouZitého Lagrangeova tvaru interpolaéniho
polynomu. Pokud pouzivime krok konstantni délky h, je iéelné pouzit Newtoniv tvar
interpolagniho polynomu

P, =f Vf ( _m’i)( ‘Zl-) (:U xi+2'—1’) v—1lg
((2) = B+ T i~ 1) (i

kde operdtor zpétné diference je
V% =f, Vf=f—f_;, aobecnd VI, =V(Vf).

Adamsova-Bashforthova metoda, kterd vznikne integraci Newtonova tvaru interpola¢niho
polynomu, je tvaru

v
Vi =yith) v VI, (4.54)
J=1

kdeyf=1laproj>1

« ith (t—xi)...(t-I5+1_]‘) 1 ! .
v ._-/z i dt = ﬁ/o s(s+1)...(s+j—1)ds.

i
Vsimnéte si, Ze 7} nezévisi na v. Toho lze vyuZzit: oznacime-li y¥,, feSeni ziskané v-kro-

kovou metodou a y?,; fefenf ziskané metodou (v + 1)-krokovou, pak

yz+1 - yz+1 + h’Yuv f

D4 se ukdzat, ze koeficienty v 1ze pocitat pomoci rekurze

1 1 .
'YJ 1+3’Y] 2+ e 70_1 .72152)

n=1 7+;

j+1

Z ni snadno spo¢teme nékolik prvnich koeficienti

ilo1 23 4 5 6
« 11 L 5 3 251 95 19087
Vi 3 12 8 720 288 60480
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Adamsova-Bashforthova formule (4.53) resp. (4.54) je normalizovand. Skutecné, charak-
teristicky polynom o(@) = ©* — 07!, takize /(1) = 1.

Lokalni diskretizaéni chyba. Pfesnost metody méfime pomoci lokalni diskretizacni
chyby lte] definované rovnosti

Y(@ir1) =¥ (@) = hi Y B £(@ig1-5, ¥ (@ig15)) +1te] .

=1
Jestlize do polynomu P,_;(z) dosadime f(z;11-;, y(2iy1—;)) misto fi;_; vidime, ze
Po_1(@ivig) = f(@isa—, Y(@in15) = ¥ (Tir1—5), 7=12,...,v.
Ze zndmé véty o Lagrangeové tvaru zbytku interpola¢niho polynomu plyne, Ze pro kazdé ¢
a kazdou slozku m existuje &islo &, (t) € (®iy1-v, z:) takové, Ze

v

1
Yim(t) = Poam(t)+ Y& En®) [ [E-zit1-k) -
’ k=1
To zapiseme strucnéji ve vektorové formé

v

1
y'(t) =Pua(t)+ i yOI ) [[(E—zivr-r) s
’ k=1
hvézdicka ptitom vyjadiuje, ze kazda slozka vektoru y@+1) je vyhodnocena pro jiny ar-
gument. Pak

14

Tit1 Tit1 ]
Yo =y(@)+ [ Poadre [ Sy @ [[ornp

i Ti k=1

Protoze &len []_;(t — Tir1-&) neméni v intervalu (z;, z;41) znaménko, uzitim prvi véty
o stiedn{ hodnoté integrdlu dostaneme

N ey it
1tei=y—!y (%) . H(t_xi-}-l—k)dt'

x.

Jestlize H je nejdelsi z krokt vystupujicich ve formuli, pak pro lokaln{ diskretizatni chybu
plati odhad

fite; || <yt H,

takze ABv metoda je Fidu v a protoze v > 1, je ABv metoda konzistentni. Je-li délka
kroku konstanta h, vyraz pro lokalni diskretizaén{ chybu nabude tvaru

1v—-1

Ite} = y(V+1)(*)hu+1%/ H(H_k) dt =~ y(u+1)(*)hu+1_
U0 k=0
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Protoze y*+V (x) = y @+ (z;) + O(h), je v y** (2;)h**! hlavn{ élen lokaln{ diskretizagni
chyby a 7} je chybové konstanta. Lokdln{ chybu lze snadno odhadnout. Pfiddme-li jeste
uzel z;_, a sestrojime polynom P, (), dostaneme chybu

y(ai) =y(@)+ [ B d+OH), .

i

Odetteme-li tuto rovnici od rovnice y(%i41) = y(z:) + [, :' 1 P,_1(t) dt + lte], dostaneme
Tit1 Zig1
ltej =/ P,(t) dt—/ P, (t)dt+O(H"?).
&g x;

Tyto vyrazy se spottou snadno, kdyz délka kroku je konstanta h a interpolaéni polynom
je vyjadien pomoci zpétnych diferenci. V tom piipadé

lte] = hy VVE(zi, y(z:)) +O(R"1?).

Proto je ptirozené odhadnout lokélni diskretizaéni chybu vyrazem h~y} V*f;.

Dalsi vlastnosti ABrv metod. Interpolaéni polynom vyjddieny pomoci zpétnych dife-
rencl je zfejmé neobycejné vhodny jak pro sledovani lokdlni chyby, a nédsledné k fizenf
délky kroku, tak ke zméné fadu v metody. Tyto pfednosti se neomezuji jen na konstantni
délku kroku. Na obecné siti lze pouzit formalné stejny Newtonilv interpola¢n{ polynom,
rozdil spociva jen v tom, Ze zpétné diference se nahradi zpétnymi pomérnymi diferencemi,
viz napf. [35]. Integracni koeficienty, ekvivalenty 75, zdviseji nynf na vzdjemné poloze
uzli z;,z;_1,..., a proto se museji v kazdém kroku pocitat znovu. Vypocet na nerov-
nomeérné siti je proto v detailech jiny, podstata vSak zlstava stejnd. Piislusné algoritmy
jsou dukladné propracovany a ispésné implementovény.

Adamsova-Bashforthova metoda je D-stabilni: charakteristicky polynom ABv metody
0(©) = ©” — 0! m4 (v — 1)-ndsobny kofen 0 a jednoduchy kofen 1. ABv metoda je
tedy konvergentni.

Adamsova-Bashfortova metoda je explicitni: do pravé strany formule (4.53) dosadime
zndmé hodnoty a pfiblizné feen{ y,;y; je uréeno. Jednu véc jsme viak zatim zamlceli,
totiz jak ur€it startovaci hodnoty yo,y1,...,¥y-1. Z pocdteéni podminky vidy mime
yo = 7. Zbyvajici startovaci hodnoty miZeme uréit tieba tak, ze je spotteme dostatecné
piesnou Rungovovou-Kuttovou metodou, teoretické vysledky Fikaji, ze by méla byt fadu
alesponn O(h”). To je vSak spiSe klasicky pfistup, ktery mél oprdvnéni v dobéch, kdy
programy pracovaly s pevnou délkou kroku. Jestlize vSak délku kroku fidime tak, aby
lokaln{ chyba nepteséhla zadanou toleranci, mtizeme dostatecné pfesné startovaci hodnoty
ziskat 1 pomoci méné pfesné metody, pokud délky kroki volime dostatecné malé. Tomuto
piistupu se v modernich programech d4vd piednost a pouZzivaji se tzv. samostartujici
algoritmy: startovaci hodnoty pro v-krokovou Adamsovu-Bashforthovu metodu se spoctou
opét pomoci Adamsovych-Bashforthovych metod, y; pomoci AB1, ys pomoci AB2 az
nakonec y,_; pomoci AB(v — 1).

Adamsovy-Bashforthovy metody se samostatné téméf nepouzivaji. To vSak nezna-
mend, e by se nepouzivaly vibec, nejvyznamnéjsi uplatnéni nachdzejf, spolu s Adam-
sovymi-Moultonovymi metodami, v algoritmu zndmém jako prediktor-korektor. Kvalitni
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implementace Adamsovych metod technikou prediktor-korektor pfitom patii v soucasnosti
k zdkladnimu programovému vybaveni pro fegeni ODR. V nésledujicim textu si proto
nejdiive zavedeme tfidu Adamsovych-Moultonovych metod a pak si vysvétlime, jak pra-
cuje algoritmus prediktor-korektor.

4.4.2.2. Adamsovy-Moultonovy metody

jsou metody implicitni. Odvodi se podobné jako Adamsovy-Bashforhovy metody, 10z~
dil je jen v tom, Ze interpolagni polynom P,,_;(z) stupné v —1 je nyni uréen podminkami

P, 1(ziv1-j) = fiy1—j, 3=0,1,...,v—1.

Dosazenim Lagrangeova tvaru polynomu P,_; do (4.52) dostaneme Adamsovu-Moulto-
novu metodu, struéné AMy metodu

v—1

Vi = Vit hiBuo F (@1, yisr) Fhi Yy Bujfiani - (4.55)

j=1

Clen hifyo f(2is1, Yisr) jsme timyslné vypsali zvl45t mimo sumu, nebot pravé tento clen
»je zodpovédny “ za to, Ze metoda je implicitni: po¢itand hodnota y;.1 je nejen vlevo, ale
také vpravo jako druby argument funkce f.

Pro v = 1 dostévéme implicitni Eulerovu metodu a pro v = 2 lichobéznikovou metodu.
Obé tyto metody jsou jednokrokové, vicekrokovou metodu dostaneme az pro v > 3, AM3
je uz dvoukrokovd. Obecng, AMy metoda je max(1,v — 1)-krokova.

Formule pro konstantni délku kroku. V néstedujici tabulce uvddime koeficienty AMv
metody pro v =1,2,...,6 a pro konstantn{ délku kroku:

v ,BV,O 51/,1 ﬁv,2 ﬂu,3 ,Bu,4 ﬂu,5
1 1
1 1
2 2 2
3 8 L
3 12 12 12
4l &2 0 _s L
24 24 24 24
5| mL &6 _2s4 L6 _ 19
720 720 720 720 720
6 475 1427 798 482 _ 173 27
1440 1440 1440 1440 1440 1440

Jestlize interpolaéni polynom P,_; vyjédiime v Newtonové tvaru

T - z = 2301)(@ — 2o (T = Tizz—v) oo
P,y (z) = i+1+_h_z+1 Vfi+1+"'+( Z+1)§lu—1(,,z)_ 1()! B Vv i

a dosadime do (4.52), dostaneme AMv formuli ve tvaru vhodném pro odhad chyby a zménu
radu:
v
Vi1 =Yith Z YV T i (4.56)

i=1
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kdeyy=1laproj>1

[Tt mn)(t—gney) 1 [ :
%"/z 7T dt=ﬁ/0 (s=1)s...(s+j=2)ds.

i

Koeficienty v; 1ze opét poéitat pomoci rekurze

_q ,+l. 1 1 )
To=1 273—1+§7j—2+"'+]-+17020a J=12,...

nékolik prvnich koeficientli uvédi nésledujici tabulka

ilo1 2 3 4 5 6
. 1 1 _1 _19 _863_
Vi l 1 2 2 24 T _% _633380

Z definice koeficientd v; a 7; odvodime, Ze pro jejich vzdjemny vztah plati

v = 7; —ny‘.‘_l pro j>1. (4.57)

Lokélni diskretiza¢ni chyba lte; Adamsovy-Moultonovy metody se definuje pfedpisem

v—1

V(@) =y (®:) = b Z B £(Tig1-j, Y(Tig1-5)) +1te;
Jj=0

a podobné jako dfive pro Adamsovu-Bashforthovu metodu odvodime
1 Tit1 v—1
lte; = i y@ (%) / H(t"iﬂiﬂ—k) dt.
i k=0

Jestlize H je nejdelsi z krokd vystupujicich ve formuli, pak pro lokaln{ diskretizaéni chybu
plati odhad

[Mes]| < [ly® D+,

takze AMv metoda je fddu v. Je-li déika kroku konstanta h,

1 1v-1
Ite; =y (x)h"+! — / [[+E-1)dt =7,y (x)p*,
B
takze v, y*+1 (z;)h*+! je hlavni €len lokaln{ diskretizaéni chyby a v, je chybové konstanta.

Pomoci zpétnych diferenci 1ze, podobné jako jsme to provedli pro Adamsovu-Bashforthovu
metodu, odvodit

lte; = by, V' E(zi11, ¥ (2is1)) +O(R1?),

takze lokalni diskretiza¢ni chybu miizeme aproximovat vyrazem est; = h7y, V i 1.
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Snadno se ovéif, ¢ AMv metoda je normalizovan4, D-stabilni, konzistentni a tedy
konvergentni.

4.4.2.3. Metody prediktor-korektor

Adamsova-Bashforthova a Adamsova-Moultonova formule je pro zvolené v téhoz f4-
du v. Pro v = 1 je v = =} a tedy implicitni Eulerova metoda IE=AMI1 je piiblizné
stejné piesnd jako explicitni Eulerova metoda EE=AB1. Pro v > 1 je vBak |7,| znatné
mens{ ne7 |y;| a proto je Adamsova-Moultonova metoda vyrazné presnéjii nez Adamsova-
Bashforthova metoda téhoz fadu v > 1.

Abychom uréili y;41, musime FeSit rovnici (4.55), tj. rovnici

v—1

Virr = @(yir1), kde o(2) = yithBuof(zis, 2)+h>  Buifirrj

=1
Pouzit mizeme metodu prosté iterace: zvolime potateéni aproximaci y,(&)l a postupné
pocitdme ij_) = (p(ygf:ll)), s = 1,2,... Pro dostatetné malé h metoda konverguje,

. N 4, . . e TR . . 0) v7 ’
jak jsme ukazali v odstavei 4.4.1. Jestlize pocateCni aproximaci yz( 41 uréime pomoci

Adamsovy-Bashforthovy metody, provedeme jen nékolik méalo iteraci
yz(j-)l = Sa(ygj-—ll)) ) §= ]-1 2) EARS] Sy

a nakonec polozime

s
Yit1 = Y§+)1 , fa= f($i+1,§’i+1),

dostaneme metodu prediktor-korektor, kterou schématicky oznatujeme P(EC)E. Piitom
P znadi predpovéd pocateéni aproximace explicitni Adamsovou-Bashforthovou metodou,
C korekei implicitni Adamsovou-Moultonovou metodou a E vyhodnoceni pravé strany
f(Tit1, yl(-i)l). Nékdy se klade fi = f (:ciﬂ,yfr[l)), takové schéma se oznatuje jako
P(EC)S. Nejéastéji se pouzivd schéma PECE, kdy se korekce provede jen jednou a pravé
strana se potitd dvakrat. Konkrétné pro dvojici AB2-AM?2 a PECE schéma organizujeme
vypotet nasledovné:

P AB2  yi,=Yi+3h(3f—fi1)
E fi*+1 = f($i+17y:+1)

C AM2  yip =Y+ 3h(f, +6)
E fii1 = £(Zi1, ¥in)

Efektivni tvar metody prediktor-korektor. Zabyvejme se dale obecnym piipadem,
kdy prediktor je ABr metoda

Vi =vyi+th Z '7’;"_1VjA1 f; (4.58)
=1
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a korektor je AMv metoda

v
Vier =Yi+hy_ 5V .

j=1

Diference v J‘Axdamsové-Moultonové metodé obsahujf ¢leny f;,; = £(z;41,¥it1), které jsou
v PECE schématu nahrazeny Cleny £}, = f(zi1,¥5), takie

v
Yinn =yi+th ) vV

i=1

Diference V/=1f}, ; se snadno spottou pomoci diferenci V/~1f;, ktéré mame ulozeny z pfed-
choziho kroku:
0 *
Vot = £,
1 *
Vi, fh—fi= vofi-f-l -V

VIt = Vit — V.

schovévat. A7 spocteme y;.1 a fj;, vytvoiime diference

Vi = fia,
Vi fir1 — £ = Vi — VO,

VI i = Vifiy — Vi,

7 . ] : 7 > z - . 2 ] -7 > ’
Novev ,dlfe:rence V71,1 mohou byt ulozeny na misto starych diferenci V’f;, &im? se uSetfi
pamétové misto.

Pokud pouzijeme dvojici ABv-AMv, dostaneme pro uréeni y;.; sympaticky vztah
Yirr = Y+ VL (4.59)
Abychom to dokdzali, ode¢teme formuli prediktoru od formule korektoru a obdrzime
v v
Vinn—¥in = h Y waV =Y L VT
j=1 j=1
Prvé ¢leny z obou sum slouéime do tvaru
hyoVoE — b VO = kg Vi

piicemz jsme vyuzili toho, Ze v = 7. Kdy% k tomu pfiddme druhé ¢leny z kazdé sumy,
dostaneme
hysVMEy + by VS, = by iV = h(yg + 1) Vi — by Vi =

h’)’f(vlfiil - V') = h’va2fz‘*+1 :
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Zde jsme pouzili rovnost (4.57), tj. v} = 7;_;+7;. Opakovanim tohoto postupu dostaneme
nakonec formuli (4.59).

Adamsova-Moultonova metoda f4du v nepouzivd hodnotu f;,;_,, kterou Adamsova-
Bashforthova metoda fadu v pouzivd. To nds privdd{ k myslence pouzit Adamsovu-
Moultonovu metodu ¥4du »+1 jako korektor pro Adamsovy-Bashforthovu metodu fadu v.
Vyraz pro y;,1 dostaneme, kdyz k pravé strané rovnosti (4.59) pficteme élen hvy, V£
Uzitim vztahu v}, = v}_; + ¥, dostaneme

Vitl = Vi Hhy VI (4.60)

Ze srovnani vzorci (4.60) a (4.59) je patrné, ze pouziti korektoru vysstho fadu nds nic
nestoji a proto je vypotet y;1 podle vzorce (4.60) dosti populdrni.

Lokalni diskretizaéni chyba. V dalsim prozkouméme lokalni diskretizaéni chybu me-
tody prediktor-korektor pro dvojici ABp*-AMp a schéma PECE. Pfipomeiime si, ze

*

p

Ite] = y(zip1) ~y(z:)—h Z 5;',,- f(zig1-j, ¥ (@i41-5))

j=1
je lokaln{ diskretiza¢ni chyba prediktoru ABp* a

p—1

Itef = y(zit1) =y (i) —hBpof (Tit1, ¥ (zit1)) —h Z B E(@iv1-4, ¥ (Tit1-3))
=1

je lokalni diskretizagni chyba korektoru ABp. Lokélni diskretizacni chyba Ite; predikto-
ru-korektoru je proto uréena rovnosti

p—1
lte; = y(2is1) — ¥ (25) — hBpof (w1, ¥ (3i01) —16€) = > Bps £(@i1jy ¥ (@in1-5) =
=1

= 1t€ + BBy olf(@is1, ¥ (zi11)) — £(is1, ¥ (i) — 1t€])] -
Odtud uzitim véty o stfednf hodnoté dostaneme

Of (Tiy1, %)
dy

piicemz hvézditka vyjadfuje, Ze prvky Jacobiovy matice jsou vyhodnoceny pro razné
hodnoty argumentd.

Protoze prediktor je fadu p* a korektor Fadu p, je lte? = O(h*"*') a ltef = O(h**'),
takze lte; = O(h9*1), kde ¢ = min(p, p* + 1), tj. formule prediktor-korektor je fadu g. To
je diivod, pro¢ se nejcastéji voli prediktor i korektor stejného fadu p* = p: pak je totiz fad
g péru prediktor-korektor roven fadu p korektoru a navic, hlavni ¢len lokdlni diskretizaéni
chyby péru je stejny jako hlavni élen lokalni diskretizani chyby korektoru. To je skvélé,
staéf jedind korekce a méme presnost korektoru! Je-li ¥4d prediktoru o jednicku nizsi
ne# tad korektoru,tj. p* = p — 1, je t4d paru stdle roven Fddu korektoru, hlavni Elen

lte; = 1tef +hf,0 1te? (4.61)

korektoru.
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Vsechny dvahy jsme provddéli pro PECE schéma, které se v praxi zdaleka nejvic
pouzivé. Neni tézké zjistit, Ze kazd4 korekce redukuje vliv prediktoru o jeden fad. Tak
napiiklad pro prediktor fddu p* = p — 1 a dvé korekece, tj. vypocet podle schématu
P(EC)?E, je hlavni &len lokéln{ diskretizaéni chyby péaru opét stejny jako hlavni ¢len
lokélni diskretizaéni chyby korektoru.

Odhad lokdln{ diskretiza&ni chyby. Vyjidieni lokalni diskretizacni chyby Ite; ve tvaru
(4.61) ma vyznam teoreticky, pro prakticky vypocet vSak potfebujeme odhad est; lok4ln{
diskretizaéni chyby, ktery se d4 snadno spocitat. Ukazme si proto, jak se takovy odhad
da zkonstruovat.

Pro odvozeni odhadu est; je dcelné pfijmout lokalizaéni predpoklad, totiz ze diive
spottené hodnoty yi, . .., ¥iy1—, jsou ptesné, tj. y; = y(z:), ..., Yit1—v = ¥(Zit1-»). Tento
pfedpoklad je (pro v > 1) zcela nerealisticky, umozni ndm vSak uhodnout, jak odhad est;
muze vypadat. Dodatetné se pak ukdze, ze jde o odhad korektni, plné pouZitelny pro
praktické vypocty.

Necht ¥;.1 je feSeni ziskané formulf fadu v+ 1 a y;4; je Feenf ziskané formulf fadu v,
pak lokéln{ diskretizaéni chybu y(z;y1) — yi+1 milZzeme pfiblizné odhadnout pomoci

Vir1—Yist = ¥ (@ir1) =¥ir1) = (¥ (@ir1) —Fir1) = ¥(@is1) ~yirr +O(RY?),

nebot lokaln{ diskretizaéni chyba y(z;41) — Viy1 je O(h¥*?). Pfesngjsi feSeni ¥;,, mizeme
spotitat pomoci Adamsova- Moultonova korektoru fadu v + 1 podle formule (4.60), tj.

Vi1 = Yip Hh VUL

Jestlize y;.1 spoéteme pomoc{ ABv-AMy paru metodou PECE, dostaneme pomoci (4.59)
a (4.57)

Yiri—¥it1 = bV —hy) VI = b VIl
Odhad est; lokaln{ diskretizagni chyby proto volime jako
est; = hy, VIS, . (4.62)

V {34] je dokdzéno, ze tento odhad je spravny i bez lokaliza¢niho pfedpokladu.

Jestlize jako priblizné feSeni v z;y1 vezmeme pfesnéjsi hodnotu y;11 = yiq + est;
fikdme, Zze jsme pouzili metodu prediktor-korektor s lokdlni extrapolaci. Tedy vypocet
podle (4.58), (4.59) je bez lokdln{ extrapolace a vypotet podle (4.58), (4.60) je s lokdlni
extrapolaci.

Rizeni délky kroku a fddu metody. Kvalitni programy zalozené na metodach pre-
diktor-korektor méni jak délku kroku tak fdd metody. Tak napiiklad program ODE113
v MATLABu pouzivd ABv-AMv prediktor-korektor typu PECE s lokdln{ extrapolaci pro
v=1,2,...,12.

Zména Fadu se provddi soufasné se zménou délky kroku. Algoritmy tohoto typu se
se oznaéujf jako VSVO algoritmy (variable step variable order). Zékladni myslenka je
jednoduch4. Piedpoklddejme, Ze jsme spocetli y;+1 metodou fadu v s lokdlni extrapolaci
a krokem délky h. Uréime odhad E, := h~,V*f} | lokélni diskretizatni chyby. Jestlize
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|E,|| > &, jde o netspéch a vypolet Yii1 je tieba opakovat, v opa¢ném piipadé po-
kraéujeme vypoctem piiblizného feSeni yiio. V kazdém piipadé je viak tieba stanovit
novou délku kroku a novy F4d. Pokud jde o Féd, pfipustime jen fddy v — 1, v nebo v + 1.
D4 se ukazat, ze chybu kazdé z téchto metod ize odhadnout pomoci E,_;, E, nebo Ey1.
Novou délku kroku stanovime podobné jako pro jednokrokovou metodu. Podle kriteria
XEPS dostaneme pro kazdou ze t¥{ kandidujicich metod

hg = Oh(e/|[Eel)/* ) prok=v-1,varv+1,

a nejvétsi z &isel hi_y, hj, hy,, urdi jak novou délku kroku tak novy ¥ad. Tedy, je-li

nejvetsi Y, ¥ad zlstéva a jako novou délku kroku vezmeme h* = A%, je-li nejvétsi hy 4,
zvEtsime Fad o jednicku a pokracujeme s krokem délky b = R, & je-li nejvetsi hy_y, fad
o jedni¢ku snizime a pokratujeme s krokem délky h* = h}_;.

Znovu upozoriiujeme, Ze jsme zde vyloZzili jen zékladn{ ideu algoritmu VSVO, detaily
je tieba hledat v dokumentaci dspésnych implementac{, odkazy na né lze najit naprt. v [17],
[34].

Start metody neni zadny problém: zatneme metodou F4du 1, poédteéni délku kroku
uréime napf. tak, jak je to popséno v odstavci 4.3.2.3, a algoritmus VSVO se uz sdm

rychle vyladi na spravné hodnoty jak délky kroku tak F4du metody.

Absolutni stabilita. Doposud jsme se nezminili o absolutni stabilité Adamsovych for-
muli. A-stabilni jsou jen prvni dvé Adamsovy-Moultonovy metody, totiz AM1, coz je im-
plicitnf Eulerova metoda, a AM2, coZ je metoda lichob&znikova. Adamsovy-Moultonovy
metody maji vyrazné vétsi oblast absolutn{ stability nez Adamsovy-Bashforthovy me-
tody téhoz fadu. S rostoucim fidem se oblasti absolutn{ stability zmensuji. Pro ilustraci
uvidime v ndsledujici tabulce dolni meze o intervali absolutni stability (o, 0) pro ABv

a AMv, v =1,2,3,4:

ABv | -2 -1 —-§& —F
AMy | —o0 -0 —6 -3

Pro metody prediktor-korektor typu P(EC)SE oblast absolutni stability roste, kdy?z zvét-
sujeme pocet S iteraci: pro S =0 je stabilita nejmensi, odpovida stabilité ABv metody,
a pro S — oo se stabilita bliz{ svému maximu, tj. stabilité AMv metody. Tak napiiklad
interval absolutni stability pro AB4-AM4 PECE metodu je (—1,25; 0), tedy vétsi nez pro
AB4 metodu, avSak men3f nez pro AM4 metodu. Interval absolutni stability AB4-AM4
PECE metody je vice ne# ctyfikrat vétsf nez interval absolutni stability AB4 metody,
proto si (za jistych okolnost{) mizeme dovolit az &tyfikrat delsi krok, a vzhledem k tomu,
e PECE metoda v kazdém kroku vyhodnocuje pravou stranu dvakrdt, mizeme oproti
AB4 metodé docilit az 50 % tspory v poétu vyhodnoceni pravych stran.

Oblasti absolutnf stability pro metody ABv-AMv PECE metody pro v < 4 jsou uve-
deny napf. v [17]. Obecné lze konstatovat, Ze oblasti absolutn{ stability ABv-AMv PECE
metod nejsou piilis veliké a s rostoucim fddem v se déle zmenguji. Proto se programy
salozené ABy-AMy PECE metodach, jako tieba program ODE113 v MATLABu, nehodi
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pro f‘(.i.éel’ll' ﬁlf)h se silnym tlumenim (stiff problémi), viz odstavec 4.5. Existuje viak celd
fada jinych tloh, které nejsou stiff, a pro né jsou Adamsovy metody vhodné.

4.4.3. Metody zpétného derivovani

Pﬁ’ feSeni tuhych problémi je tfeba pracovat s metodami, které se vyznacuji velkou
oblast{ abso-lutm stcab.lhty. Metody zpétného derivovani (struéné BDF podle anglického
backward differentiation formulas) tuto vlastnost maji. Pro oznageni v-krokové metody

zpétného derivovéni pouzijeme zkriceny zépis BDFv metoda. BDFr metodu odvodime
tak, Ze v rovnici

Y (@ig1) = £(@ig1, ¥y (@ig1))

nahradime derivaci y'(z;+1) pomoci derivace P} (z;41) interpolaéniho polynomu P,(z)

:tl(llpné v prochézejictho body [Zi+1, Yit1)s [ ¥i, - - - s [Zit1-0, Yit+1-0]. Tak dostaneme me-
odu

P (zi41) = f(2ig1,¥ig1) -

Vyjadiime-li interpolaéni polynom v Lagrangeové tvaru

14

Pu(x) = ZYH-I—-]' lj(x)a kde lj(m) = H m: .7 bl 132a eV,
=0 Pain Tit1—j — Titl-k
k#j
dostaneme BDFv metodu jako pfedpis

QoYir1+QYit Vi = hif (T, yin),  kde awy = hili(zig1) -

Metoda BDFv je implicitni v-krokova metoda. Specidlné BDF1 je jednokrokova implicitni
Eulerovu metoda, jak se snadno ovéfi.

Formule pro konstantni délku kroku. V nisledujici tabulce uvddime koeficienty
BDFv metody pro v=1,2,...,6 a pro konstantni délku kroku:

Vi]Gup OQp1 Op2 Op3 0Ops Qus Opg
1 1 -1

21 % -2 3

3|4 -3 3 -
SR

5 W 5 5 -2o3
sl s ¥ -3 % ¢

Interpolaéni polynom P, (z) mizeme zapsat také v Newtonové tvaru

o, T=Tip (z = Tip1) (2 — 24)...(T — Tiv2-) o
P,(z) = Yirrt == V¥intt o o )V Yit1-
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Pro konstantni délku kroku

d (& — 1) (2 — 2. (T — Tigoy) _ L
dz h j! hi’

Ti+1

takze BDFv metoda zapséna pomoci zpétnych diferenci je tvaru
1
> jvjyl‘ﬂ = hf(is1,¥ir1) - (4.63)
j=1

Tento zapis je sice formalng velmi atraktivni, pro vypotty se vSak prili§ nehodi. yiq1
se totiZ potitd iteraci, tj. vyjde se z poCdtetni aproximace ygg_)l a postupné se potitaji
aprox1mace yl( +)1 To ale znamen4, 7e se v kazdé iteraci museji pfepotitat zpétné diference

VJ}’«; 41 bro véechna j =1,2,...,v. Ukéazeme si, jak se tomu mizeme vyhnout.
Efektivni tvar BDFr metody. Zaéneme poéateéni aproximaci yj,; = yz(-i)l. Uréime ji

extrapolaci z predchozich hodnot yiy1-; v uzlech 2415, j =1,2,...,v+ 1, do uzlu z;4;.
Newtoniv tvar interpola¢niho polynomu je

T — 2 — )2 — 1) (T = Tig1-0
Qu(x)=y1»+_h.lVyi+...+( ’b)( h,,ly)! ( i+1 )vuyi,

takZe pfedpovézend hodnota

. h h(2h
Visr = Qu(zi1) = Yi+%VYi+. iy —(—Zl—v;,—— E:V’y1

To je velmi vhodné potatetni aproximace, nebot zpétné diference mame schovdny z pied-
choziho kroku. V daldim se nam bude hodit vyjédfeni rozdilu poéitané hodnoty yii1 a jeji
pocatetni aproximace yj, :

Vis1 = Vi = Wir1 —¥0) = Vyi = Viyi— o - Vyi=
=(Vyiy1 — Vyi) = Viyi— - Vyi=
= (Vi — Vi) = = VY= = Vi

Je ticelné stanovit také poGateni aproximaci f7,; pro hodnotu pravé strany £(ziy1, Yie1)
jako Q! (%i41). Po jednoduché tipravé odvodime

J
" 1
i, =Q,(zin) = ZJ Viyi, kde nové konstanty &; = Z e
] =1 k=1
1 ,
Vgimnéte si, 7e 6, = 1 a 7e §; — §;-1 = — pro j > 1. UZitim tohoto vztahu obdrzime
J

R 1 1 — .
£(ziy1, Vir1) =7 Z EV]YVA = 'EVyHl Ty 2(53‘ —8;1)Vyin =
i=1 =
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1< . 1 & . )
= Z‘SJVJ%H % Z@—l(vrlwﬂ - Vily) =
Jj=1 j=2 i
v—1
5 V¥ig1 + hzé v]}’z-

Kombinaci tohoto a pfedchozich vysledki dostaneme

14 1 14 1
£(zi41, yig1) 5 V¥¥iq1~ 5,,\7 yi = 7 6,V +1.Vz‘+1 = EéV(Yi+l_y:+l)-

Vysledna algebraickd rovnice pro uréeni y;,; proto mize byt zapsina ve tvaru
1
f(@is1, Yier) —fi*+1 " 8o (yin —Y:fﬂ) =0. (4.64)

BDF metody se pouzivaji prakticky vyhradné pro feseni tuhych problému a jak uvidime
v odstavci 4.5.2, y;11 se pocita feSenim rovnice

1
8(2) i= (@in, 2) = 1= 5 62— ¥) = 0
pomoci zjednodusené Newtonovy metody. Pro takovy vipoéet se rovnice g(z) = 0 skvéle
hodi: zp = y},; je dobrd pocétetni aproximace, yj,; a £}, se urc{ snadno pomoci

zpétnych diferenci uchovanych z predchoziho kroku, v rovnici se nevyskytuji zpétné dife-
rence s neznamou z.

Lokadlni diskretizatni chyba lte; je definovdna vztahem

ltel Z a;y mz«H«]) hi f(5'31+1»}’z+1) hi (P (x1+1) y ($i+1)) 3
j=0

kde P,(z) interpoluje y(z): Py(Tit1-;) = ¥(Tit1~4), § = 0,1,...,v. Podle (2.4) pro
derivaci Lagrangeova interpolaéniho polynomu P, (z) v uzlu z;4; plati

1
Y (@in1) = Py (i) + w +1),yu+1 )H Tig1—Tig1-k) -
k=1

Jestlize H je maximdlni délka kroku, pak ziejmé
1
P/ . - ; < - (v+1) v
1P (aes) =¥ (@ies)| € — Iy

Dosadime-li odtud do vyrazu pro lte; vidime, ze BDFv je metoda fddu v. Specidlné pro
konstantni délku h kroku dostaneme

1
Ite, = ————y+D v+l
e; " Y (x)h
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Lokaln{ diskteriza¢ni chybu miZeme také uréit pomoci vztahu (4.63), do kterého misto
Yit1-j dosadime y(zit1-5), ti.

v 1.
Z }vjy(wm) = hf(@ip1, y(Ti41)) +1te;.
—

Jestlize horn{ mez v sumé zvétsime o jedni¢ku, dostaneme metodu fadu v + 1, takze

v+1

Z EVjY(l‘z‘ﬂ) = hf(@i1, ¥(@i41)) +O(RH?) .

=1

Odeétenim obou rovnic pak ziskdme
1
lte, = —mvu+IY($i+1) +O(h*%).
Proto mizeme jako odhad est; lokaln{ diskretiza¢ni chyby lte; pouZit vyraz

est; = -%Hv“lyiH ; (4.65)
Dalsi viastnosti BDFy metod. Formule zpétného derivovéni jsou normalizované. Sku-
tetns, druhy charakteristicky polynom o(©) = ©” a protoze BDFv metoda je fddu v 2 1,
je ¢(1) = (1) = 1. Formule zpétného derivovéni jsou D-stabilni jen pro » < 6, prov > 7
jsou BDFv metody nepouzitelné. V dalsim se proto omezime na BDFv metody pro v < 6.
Ty jsou vidy konvergentnf.

Vgimnéte si, ze chybova konstanta —1/(v+1) je pro v > 1 podstatné vétsi nez u Adam-
sovych metod stejného Fadu, tj. BDFr metody jsou znatné méné piesné nez Adamsovy
metody. Metody zpétného derivovani viak maji jednu ohromnou pfednost, kterd plné
ospravedliiuje jejich pouzivani, a tou je skute¢nost, Ze maj{ neomezenou oblast Z4 abso-
lutnf stability. Pro metody BDF1 a BDF2 oblast Z4 absolutni stability obsahuje celou
zépornou komplexn{ polorovinu, Z4 2 {z|Rez < 0}, tj. tyto metody jsou A-stabilni.
Abychom mohli popsat oblast absolutn{ stability zbyvajicich BDFv metod, zavedeme si
jeden novy pojem. Rekneme, e numericka metoda je A(a)-stabilni, o € (0,7/2), jestlize
oblast %4 jeji absolutni stability obsahuje segment {z |7 —a < argz < m+a} komplexni
roviny. BDFv metody (pro v < 6) jsou A(e)-stabilni, pfislusné dhly ve stupnich uddvé
nésledujici tabulka

u|1 2 3 4 5 6
a|90° 900 88 730 52 18°

Uhel 18° metody BDF6 je piflis maly a proto se tato metoda obvykle nepouZiva. V pro-
gramu ODE15S v MATLABu jsou implementovény metody zpétného derivovani fada
1 a# 5. Program ODE15S je typu VSVO, tj. voli optimalni délku kroku i f4d metody.
Protoze stabilita s ristem v klesd, uzivatel mize uréit, ze se budou pouzivat jen metody
#4416 v < Ve < 5. Vybér délky kroku a fadu metody vychézi z odhadu (4.65) lokdlni
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chyby, vyznamnou roli ale hraje také rychlost konvergence zjednodusené Newtonovy me-
tody pouzité k FeSeni nelinedrni rovnice (4.64).

Ag-stabilni metoda. Metoda, jejiz interval absolutni stability je interval (—oo,0), se
nazyva Ag-stabilni. A(a)-stabilni metoda je Ag-stabilni pro kazdé e, tj. BDFv metody jsou
Ayp-stabilni. Ag-stabilni metody se pouzivajf napf. pro feSeni soustav ODR, které vzniknou
po provedeni prostorové diskretizace nestaciondrni ilohy vedeni tepla, viz odstavec 6.2.

4.5. Tuhé problémy

Pfi feSeni mnoha praktickych iloh vznikaji soustavy diferencidlnich rovnic, které vyka-
zuji jev oznacovany v anglicky psané literatufe jako ,stiffness®, samotné soustavy (prob-
1émy) se opatfuji ptivliastkem ,stiff“ tj. hovoif se o ,stiff systems (problems) . Doslovny
preklad terminu ,stiffness® je ,tuhost“ budeme tedy hovofit o tuhosti a o tuhych sou-
stavdch (problémech), nékdy ale pouZijeme ,originalni“ oznaceni a budeme hovotit o stiff
soustavich (problémech). V Eesky psanych u&ebnicich [37], [38] se pro tuhé soustavy
pouZivé opisné oznaleni , tlohy se silnym tlumenim®, proto piflezitostné pouzijme také
toto oznalent.

Slovo ,,stiffness“ vstoupilo do literatury pravdépodobné z teorie Fizeni: Fidici mecha-
nismus, jeho? chovdni miiZe byt popséno stiff soustavou ODR, md tendenci pfejit do
ustdleného stavu a setrvat v ném jako tuhy mechanismus.

4.5.1. Co je to tuhost?

Kvalitni programy zaloZené na explicitnich Rungovych-Kuttovych nebo Adamsovych
metodéch jsou obecné velmi efektivni. Jestlize viak pomoci nich chceme fesit tuhy problém,
jsou najednou znaéné neefektivni, dokonce natolik, e jejich pouziti je zcela nepraktické:
pro pevnou délku kroku dostdvidme numerické feeni, které (Easto) osciluje a (vidy) ex-
plozivné roste; pokud pouzijeme automatické Fizeni délky kroku, lze sice tuhy problém
explicitn! metodou vyfesit, ale jen za cenu toho, ze budou pouzity extrémné malé kroky.
Takové chovani tuhjch problémii se zdd byt zdhadné a matouci. Abychom pochopili o co
jde, je tfeba tuhou soustavu né&jak popsat. Nez se k tomu dostaneme, feknéme si, co
budeme chdpat pod pojmem stabilni (potateéni) problém.

Stabilni potdteéni problém. Zhruba feéeno, problém je stabilni vzhledem k poédtecni
podmince, kdyz mald zména v potatetni podmince zplisobi malou zménu feSeni. Podobné
fekneme, Ze problém je stabilni vzhledem k pravé strané, kdyz mald zména pravé strany
(diferencialni rovnice) zplisobi malou zménu feSeni. A souhrnné fekneme, Ze problém je
stabilni, kdy# je stabilni jak vzhledem k pocdtecni podmince tak vzhledem k pravé strané.

Abychom mohli popsat stabilitu presnéji, zaved'me si jeden novy pojem: fekneme, Ze
funkce f(z,y) spliiuje jednostrannou Lipschitzovu podminku, jestlize plati

(f(z,u)—f(z,v),u~v) < ZLu—v|?,
kde (-,-) je n&jaky skaldrni soutin generujiei normu || - ||, tj. || - > = (-,-). Je-li L Lip-

schitzova konstanta, pak vidy miiZzeme poloZit #= L > 0. Zajimava situace viak nastane,
kdy# existuje .Z < 0, elementarnf pifklad je funkee f(z,y) = Ly pro £ < 0. Diferencidln{
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rovnice, jejfz prava strana f spliiuje jednostranou Lipschitzova podminku s konstantou
£<0, se nazyva disipativnd.
Stabilita Fesi otdzku, do jaké miry se fedeni dlohy

u' = f(z,u), u(a) dané,
mize lisit od feSeni tlohy
v =f(z,v)+gz), v(a) dané,

kdy? f spliiuje jednostrannou Lipschitzovu podminku s konstantou .Z. Odpovad poskytuje
nésledujici nerovnost

[[v(z)—ul=)]l < |IV(a)—u(a)lleg(”“"ﬁL/az lg(t)lle? e dt, (4.66)

jejiz diikaz lze najit napf. v [34]. Uvedeny odhad je zv143té pgkny pro disipativni problémy
(& < 0), nebot v tom piipadé jsou exponencidly ohranideny 1, takze jde nepochybné
o stabilni problém a to na libovolng dlouhém intervalu (a, b). Specilné pro g = 0 ze (4.66)
plyne

v (z2)—u(za)|| < [[v(z1)—ulz)ll, kde a < 21 < 24 je libovolné. (4.67)

Stabilita numerické metody. Méli bychom si také Fici, co rozumime stabilitou nu-
merické metody. Zhruba feteno, numerickd metoda je stabilnd, jestlize, aplikovana na (li-
bovolny) stabilni pocdtetni problém, mé tuto vlastnost: mald zména startovacich hodnot
zptisobi malou zménu numerického feSeni (pro k-krokovou metodu jsou startovaci hodnoty
Y0, ¥1,- -+ Yi—1)- ZpFesiujicich definic je celd fada, pro disipativni potate¢ni problém lze
stabilitu numerické metody definovat (s pfihlédnutim k (4.67)) napi. (viz [17]) takto :

Definice. Necht {w;} a {v;} jsou dvé numerickd redeni téhoZ (ale jinak libovolného) disi-
pativntho poédtecniho problému, spoctend zvolenou k-krokovou metodou, avsak pro rizné
(ale jinak libovolné) startovaci hodnoty, . {up,uy,..., w1} # {Vo, V1, ... ,Vi_1}. Pak
fFekneme, e numerickd metoda je stabilnd, pokud

(Ui = Vil < U=Vill,  i=k—1,k,...

— (T T T \T _ (T T T N\T
kde U; = (ul,ul,,...,ul, )", Vi= VIvE L vt

V dalsfm se budeme podrobné zabyvat stabilitou specidlntho modelového problému,
ktery popisuje nasledujici

Véta (o stabilité). Uvazujme diferencidlnd rovnici
y' =Jy+sg(2), (4.68)

kde J je konstantni matice, kterd md tplng systém vlastnich vektord. Necht u(z) a v(z)
jsou dvé Fedeni soustavy (4.68) s podtecnimi podminkami u(a) = n av(a) =n+4.
Necht vlastni isla matice J jsou {\;}. Jestlize Re();) > 0 pro néjaké Xj, pak existuje
8 takové, ze ||lu(z) — v(z)|| = oo ezponencidiné pro x — oo. Jestlize Re();) < 0 pro
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vdechna j, pak pro kaZdé & je ||u(z) — v(z)|| stejnomérné omezend vzhledem k . Navic,
pokud Re(A;) < 0 pro vdechna j, pak pro kazdé & plati ||u(z) — v(z)|| — 0 ezponencidingé
pro T — 00.

Diikaz. Jestlize matice J ¥4du n m4 tplny systém vlastnich vektord znamend to, Ze matice
.? mé n linedrné nezavislych vlastnich vektort v;, j = 1,2,...,n, (pFislusnych k vlastnim
&islim ;) a tedy matice V = (vy,vy,..., V) je reguldrnf. Pak V-1JV = D = diag{);}

je diagondlni matice. Rozdil z(z) = v(z) — u(z) spliuje z’ = Jz. V nové proménné
w = V~lz méme

w =V7lz =V IJVV~iz = Dw.
Odtud dostaneme
wj(z) = @ Vw;(a) i=12,...,n.

Jestlize Re(};) > 0 a wj(a) # 0, pak w;(z) exponencidlné roste. Jestlize Re(};) < 0,
pak |w;{z)| < |w;(a)| pro viechna z, a kdyz Re();) < 0, pak w;(z) — 0 exponencidlné.
Piechodem k pivodnim proménnym z = Vw obdrzime tvrzeni véty. |

Uloha (4.68) je tedy stabilni vzhledem k poédtetni podmince, pravé kdyz vsechna
vlastni ¢isla matice J maji nekladnou redlnou slozku. D4 se ukazat, ze kdyz J je symetrickd
matice s nekladnymi vlastnimi &isly, pak tloha (4.68) je disipativni (pro skaldrni soucin
(u,v) = u'v dostaneme = max }; < 0).

Nyni se jiz miZeme pokusit o charakteristiku tuhého problému ODR. Pfesnd definice
tuhého systému k dispozici nenf, proto postupné uvedeme nékolik tvrzeni, kterd tento
pojem spife objastiuji nez definuji. Dosti vystizné a piitom pomérné obecné je
Tvrzeni 1. Tuhy problém je stabilni problém s Lipschitzovou konstantou L takovou, Ze
L(b—a)> 1.

Pro line4rni problém (4.68) je L > o(J), kde o(J) = max; |A;| je spektralni polomér
matice J. Skutetné, je-li w = u — v vlastni vektor piislusny vlastnimu &islu A, pak

[(Ju+g)~(Iv+e)ll = [Iwl = [IAw] = [Alw]| < Ljju—v]].

Jestlize ma matice J navzjem riizné vlastni éisla, miizeme feseni dlohy (4.68) zapsat ve
tvaru

n
y(@) =) ¢;eNv;+p(a),
j=1

kde ), jsou vlastni ¢isla matice J, v; jsou odpovidajici viastni vektory, p(z) je partikuldrni
fegen{ nehomogenniho systému a c; jsou konstanty, které urcime z po¢atecnich podminek.
Ptedpokladejme, e Re()\;) < 0, j = 1,2,...,n. Pak pro obecné feseni w(z) homogenntho
systému w' = Jw plati

n
w(z) = Z cje¥®v; =0 proz — oo.
—
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7 toho dfivodu mluvime o funkci w(z) jako o prechodovém Fesent a o funkci p(z) jako
o ustdleném feieni. Oznatme déle Amaz & Amin takova vlastni Cisla, ze

[Re(Amaz)| = [Re(A))] 2 [Re(Amin)| s 7 =1,2,...,7.

Je-li nagim tkolem spoditat ustdlené fegeni, musime fedit soustavu alespoii do toho bodu,
v némi je nejpomaleji klesajici exponencisla v pfechodovém feseni uz zanedbatelnd. Cim
mensi je tedy |Re(Amin)|, tim na delsfm intervalu je tieba soustavu fesit, takze délka
b — a je pimo timérna &slu |1/Re(Amin)|. Jestlize je &islo [Re(Amas)| velké, je velkd také
Lipschitzova konstanta L. Proto je (v souladu s trvzenim 1) pfirozené povazovat podil

_ |Re(Amaz)|

5= Relomin)|

nazyvany polomér tuhosti, za méFitko tuhosti soustavy (4.68). Mizeme proto vyslovit dalsi

s

Tvrzeni 2. Problém (4.68) je tuhy, jestlize vsechna viastni éisla matice J maji zdpornou
redlnou ¢édst a polomér tuhosti S je velky .

Tvrzen{ 2 ponékud zuzuje obecn&jsf tvrzeni 1. Podle tvrzeni 1 lze totiz problém (4.68)
povazovat za tuhy také v piipadé, Ze vlastni cisla matice J jsou velkd ryze imagindrni
¢isla. Tak prichdzime k definici nového pojmu: fekneme, Ze problém (4.68) je oscilatoricky
tuhy, jestlize vlastni &isla {)\;} matice J spliiuj{ podminky

Re(};) <0, [Re(\)| <1, (b—-a)mjaxl/\]-i>>1.

Vénujme se nyni vztahu mezi tuhym problémem a numerickou metodou jeho fedeni.
Uvazujme homogenni problém (4.68), tj. problém

y=Jy, yl@=n. (4.69)
Pak w = V~ly je feSenim ekvivalentniho problému
w' =Dw, w(a) =V n, (4.70)

kde (stejné jako v dikazu vyse uvedené véty) V = (vi,va,... ,Vs) je matice vlastnich
vektortt matice J a D = diag{);} je diagondlni matice odpovidajicich vlastnich cisel.
Nechf y;, i = 0,1,..., je numerické fegen{ problému (4.69) aw;,7=0,1,..., je numerické
feen{ problému (4.70), pfitemz obé fesenf jsou ziskdna stejnym numerickym vypoctem,
tj. stejnou metodou pro stejné délky kroki. Pak neni tézké provérit, ze w; = V-ly; jak
pro Rungovy-Kuttovy metody tak pro LMM.

Je-li Re()\;) < 0, pak y(z) — 0 pro & — oo, tj. tloha (4.69) je stabilni (vzhle-
dem k potétetni podmince). Stabilitu numerické metody staci studovat na formalné jed-
nodussim problému (4.70). Ten se rozpad4 na samostatné ilohy

wi=MNw;, wi@=[V'n, j=12...,n,

piicemz w;(z) = w;(a)e¥®=? — 0 pro z — co. Je proto pfirozené pozadovat, aby pro
piiblizné feSeni w;; ~ w;(w;) platilo w;; — 0 pro ¢ — co, a to pro kazdé 7 = 1,2,...,n.
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Kdyz si vzpomeneme na definici absolutn{ stability zjistime, Ze na§ pozadavek je splnén,
prévé kdyz (obecné komplexni) &isla h = h); lezl v oblasti € %4 absolutn{ stability uzité
numerické metody. Jestlize je oblast %4 omezend, je omezeni, které zminény pozadavek

vvvvvv

[Re(Amaz)| podstatné vétsi nez |Re(Amin)|, mizeme se dostat do velmi nepiijemné situace
vyzadujici fesit na dlouhém intervalu diferencidlni rovnici a uzit pfi tom integra¢ni krok
malé délky spliujici hA; € £4 Vj. Potize, které vznikaji pfi numerickém fedeni tuhych
problémi ilustruje néasledujici

Priklad 4.2. Uvazujme pocdtecni ilohu

< zi ) - ( —1008 —1001 ) (Z;) , z€(0,0), (z;%) = ( _‘} ) . (4m)

Reseni je y; = ™%, yo = —e™*. Matice soustavy

3 0 1
I= ( ~1000 —1001 )

m4 vlastni &sla \; = —1, Ay = —1000, spektralni polomér o(J) = 1000, v || - ||, normé&
plati [|[J(u —v)|ls < ||J||1|lu—v}s, pfitemz ||J||, = 1002, takze Lipschitzovu konstantu L
lze vybrat tak, ze 1000 < L < 1002. Pfipomeiime si, ze podle tvrzeni 1 tuhost problému
reprezentuje &islo Le.

Ulohu (4.71) jsme fesili explicitni BS32 metodou (program ODE23 v MATLABu)
a implicitni TR metodou (program ODE23T v MATLABu). Oba programy jsme pouzili se
stejnym pozadavkem na piesnost (konkrétné ep = 1072 a g4 = 107°). BS32 je (explicitni)
Rungova-Kuttova metoda fadu 3, kterd m4 interval absolutni stability (—2,51;0). Proto
délka h kroku musf spliiovat podminku hX; < 2,51, tj. A < 2,51 - 1073, TR metoda je
implicitn{ Rungova-Kuttova metoda fddu 2 a je A-stabilni, takze délka kroku z diivodu
stability omezena neni.

Efektivnost obou metod lze piiblizné porovnat podle poctu Uspésné provedenych kroki
pk nebo 1épe, podle pottu pf vyhodnoceni pravé strany. V nasledujici tabulce jsou uvedeny
hodnoty pk/pf pro nékolik délek £ intervalu integrace.

¢ ‘ 102 107! 10° 10" 102
BS32 | 10/32 40/128 309/1211 3982/11960 30799/119411
TR |10/15 14/21  16/24 67/79 86,/108

Pro vétsi £ je problém (4.71) tuhy a to je divod, pro¢ k jeho efektivnimu feSeni nelze
pouzit explicitni metodu BS32 s omezenym intervalem absolutni stability.

Délka kroku BS32 metody je uréena ,,piisnou” podminkou stability. Proto pii zvétseni
intervalu integrace z £ = 10 na £ = 100 potet vyhodnoceni pravé strany vzroste piiblizné
10-krat. Jinak je tomu u A-stabilni TR metody. Tam je délka kroku fizena velikosti lokdlni
chyby a ta se s rostoucim r zmenguje. O tom svédéf to, ze pro £ = 10 se provedlo 67 krokd
a pro £ = 100 celkem 86 kroki, tj. na interval (10,100) pfipadlo jen 19 dalsich kroki. Na
intervalu (10, 100) lze tedy pozorovat paradoxnf situaci: pfesnéjsi metoda BS32 vyzaduje
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vyrazné mensi ¢asovy krok nez méné pfesnd TR metoda. Délku kroku zde totiz omezuje
stabilita metody a ne jeji pfesnost.

Nenechte se zmést tim, Ze nestabilita se projevuje prosttednictvim lokalni chyby, tj.
pomoci néstroje pro méfen{ presnosti metody: jestlize délka kroku nespliuje podminku
stability, dojde v nékolika malo krocich k takovému nérustu lokdln{ chyby, Ze na to zarea-
guje mechanismus automatického Fzenf délky kroku a krok patfi¢né zkrati. |

Pravé uvedeny pifklad vystihuje charakteristikou vlastnost tuhych soustav ODR. Tuto
vlastnost sformulujeme jako

Tvrzeni 3. Tuhost soustavy ODR se projevuje tim, Ze pii jejim numerickém fedeni délku
kroku omezuje spise stabilita metody nez jeji presnost.

A% dosud jsme nade dvahy o stabilité numerické metody zaklddali na analyze jejtho
chovéni pfi fefen linedrn{ soustavy (4.68) s konstantni matici J. Je jisté rozumné pozado-
vat, aby metoda fungovala dobfe na specidln{ t¥{dé rovnic (4.68), je viak tfeba mit na
paméti, 7e tak dostdvdme jen hrubou informaci o mozném chovéni metody pii feseni
problémi slozitgjsich. Ukazme si nyni, pro¢ se mizeme domnivat, Ze takova informace mé
vitbec n&jakou vypovidaci hodnotu.

Pro obecny problém y' = f(z,y) aproximujeme funkei f v blizkosti bodu (z;,y(z:))
linedrni funkci v proménné y,

£(0,) & oy (@) o a3 @)+ 5 (0¥ (y =y @),

a doufime, 7e chovani numerického feseni plivodniho problému lze v blizkosti bodu
(2, y(z:)) objasnit z chovéni numerického feseni aproximujiciho problému

v = J'u+gi(z)
s konstantni Jacobiovou matici  J* = fy(z;, y(zs))
asfunked  g'(z) = f(z0, y(2:) + fals, ¥ (2:) (@ — 2) = Fy(z:).

Aproximujici problém je téhoz typu jako problém (4.68), takZe stabilitu numerické me-
tody mizeme posoudit zndmym zpisobem pomoci délky kroku h a vlastnich &isel {);}
konstantni Jacobiovy matice Ji. Jestlize to udélame, tak vlastné tiSe pfedpokldddme, ze
stabilita metody aplikované na aproximujici problém je stejnd jako stabilita metody ap-
likované na problém obecny. To neni vidy pravda, pfesto vSak tento piistup mize byt
pro praxi pifnosem, nesmime ale zapomenout, ze piipadnd podminka stability omezujici
délku kroku m4 lokalnf charakter, tj. plati jen v okoli zvoleného bodu (z;,y(:))-

Prévé uvedeny postup odpovida klasickému postupu, ktery se pouZzivd v teorii dife-
rencilnich rovnic, kdy se stabilita feseni nelinedrnfho problému zkoum4 prostfednictvim
stability aproximujiciho linedrnfho problému. V nasem pifpadé je tfeba analyzovat navic
jesté stabilitu numerické metody aplikované na aproximujici problém. Z teorie obyéejnych
diferencilnich rovnic je zndmo, 7e analjza linedrni stability je uzite¢nd, je viak tFeba mit
na zieteli jeji omezenou piisobnost. Totéz plati tim spiSe i pro analyzu linedrni stability
numerickych metod. Dokonalejsf néstroje pro posuzovani stability numerickych metod pfi
fegen{ nelinedrnich problémit vychézeji z teorie nelinedrni stability ODR, tim se vsak my
zde zabyvat nebudeme, zakladni informace k tomuto tématu lze najit napf. v [17.
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Piiklad 4.3. Uvazujme pocdteéni problém
v=v'-y', 2€(0,2/6), y(0)=4. (4.72)

Diferencidln{ rovnice md dvé konstantni feSenif y = 0 a y = 1. Zvolime-li po¢dteéni
podminku y(0) < 0, pak y(x) — 0 pro z — oo, zatimco pro y(0) > 0 dostaneme y(z) ~+ 1
pro z — oco. Zvolime-li § > 0 velmi malé, pak pravd strana y? — y® diferencidlni rov-
nice nabyva malych kladnych hodnot, tj. funkce y(z) velmi pomalu roste a na pomérné
dlouhém intervalu ziistavaji jeji hodnoty blizké k 0. Konkrétné pro 6 = 10~ je y(z) < 1072
jedté pro z = 9900, pak y(z) zaéind prudce rist a pro z > 10020 je uz y(z) prakticky
rovno 1. Roli Lipschitzovy konstanty L v nelinedrni dloze muze do jisté miry reprezen-
tovat velikost derivace pravé strany diferencidlni rovnice, tj. vyraz |J| := |2y — 3y?|. Pro
malé y = 0 je |J| = 0, pro y blizké 1 je viak |J| =~ 1. Na intervalu (0,9900) je vyraz
9900|.J} (charakterizujici podle tvrzeni 1 tuhost) pomérné maly, nejde zde proto o tuhy
problém, takze délka kroku se fidi pfedeviim pfesnosti metody. V intervalu (9900; 10 020)
se feSen{ prudce méni, to mechanismus automatického fizeni délky kroku zachyti a krok
zkrati. Divodem zkréceni kroku je zde spiSe prudkd zména feSeni (coz se nékdy nepfesné
oznaluje jako snizend hladkost) nez narustajici tuhost. Poté, co feseni nabude hodnotu
rovnou piiblizné 1, je délka kroku metody fi{zena stabilitou.
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Obr. 4.2. Ptiklad 4.3 feseny DP54 metodou

Ulohu (4.72) jsme fe8ili explicitni metodou DP54 (program ODE45 v MATLABu)
a implicitni TR metodou (program ODE23T v MATLABu). Oba programy jsme pouZili
se stejnou pfesnosti (g = 1074, €4 = 1077). DP54 je explicitni Rungova-Kuttova me-
toda ¥4du 5 s intervalem absolutni stability (—3,30;0). Délka kroku proto musi spliiovat
podminku stability h|J| < 3,3, coz pro z > 10020 znamend volit » = 3,3. TR metoda
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(nebo-li lichobé&znikovd metoda) je A-stabilni metoda Fidu 2, takie tato metoda délku
kroku z divodu stability nijak neomezuje.

Pribéh vipottu zndzoriuje pro kazdou z metod dvojice obrazkil: horni zachycuje cely
vypotet, dolni pak zvétieny vyfez pro ¢ € (9800,11200). V nésledujici tabulce uvidime
pro intervaly (0, £), kde £ je postupné rovno 9900, 10020 a 20000, ddaj pk/pf, kde pk je

podet (lisp&sng) provedenych kroku a pf je celkovy pocet vyhodnoceni pravé stany:

¢ } 9900 10020 20000
DP54 | 17/151  36/331 3041/20245
TR |85/170 184/385  192/399

Vidime, 7e v intervalu (10 020, 20 000), kde pfesné fedeni je prakticky rovno 1, je TR-me-
toda velmi efektivni, na zdoldn{ intervalu (10020,20000) potfebovala jen 8 kroki. Zato
metoda DP54 na tomto intervalu provedla 3005 kroki délky h = 3,3, takze jeji pouziti
rozhodné vhodné neni. a
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Obr. 4.2. Priklad 4.3 feseny TR metodou

Vysledky piikladu 2 umoziuji vyslovit praktické kritérium, podle néhoz lze vcelku spo-
lehlivé zjistit, zda uvazovany problém je tuhy.

Tvrzeni 4. Jestlize numerickd metoda s omezenou oblast! absolutni stability, aplikovand
na pocdtecni problém, je nucena v jistém intervalu integrace pouzivat krok, jehoZ délka je
nepfimérené mald vzhledem k hladkosti presného Fedent v tomto intervalu, pak to znamend,
Ze problém je v tomio intervalu tuhiy.
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Velmi zjednodudeny postup FeSeni pocéteéni tlohy, o niz nevime, zda je &i nenf tuhd,
je tedy tento: zkusime dlohu vyfesit pfesnou explicitni metodou (v MATLABu tfeba
programem ODE113 zaloZenym na Adamsovych formulich 4di 1 az 12) a pokud Feseni
bude trvat piili§ dlouho v dusledku volby extrémné kratkych krokd, vypoéet prerusime
a zkusime program pro fefeni tuhych dloh (v MATLABu tieba program ODE15S zalozeny

s

na metodéch zpétného derivovéani ¥add 1 az 5). Pokud pravd strana diferencidln{ rovnice
neni pfilis hiadkd, je vhodnéjsi pouzit metody niZsich fadd, tieba explicitni metodu BS32
(v MATLABu program ODE23) a v piipadé nedspéchu A-stabiln{ implicitni metodu,
tieba TR-BDF2 (v MATLABu program ODE23TB).

Pokud dopiedu vime, 7e problém je resp. neni tuhy, neexperimentujeme zbyteéné
a pifmo pouzijeme program uréeny pro feeni p¥islusného typu uloh.

Chceme-li efektivné vyuzit véechny moznosti, které ndm dostupné programy nabizeji,
je tieba se sezndmit s jejich vlastnostmi, vybrat spravny program a vhodné nastavit jeho
f{dici parametry (v kolekei programii v MATLABu jsou to napiiklad parametry ovliviiujic
Fizeni délky kroku, vystup vysledki, u implicitnich metod je tfeba uréit zpisob vypoétu
Jacobiovy matice pravé strany, a jsou jesté dalsi parametry, které zde neuvadime a o nichz
se lze poudit z programové dokumentace).

4.5.2. Reseni soustav nelinedrnich rovnic
Numerické metody pro feseni tuhych soustav jsou vzdy implicitni. Jako piiklad si
uvedme TR metodu
1
Vie1 = Yi+§h[f(xi+lay1+l)+f(miaYz‘)] .

Rovnice pro y;; ma tvar

y=hvE(y)+v. (4.73)

Pro véts{ pfehlednost jsme v tomto zépisu potlaéili zavislost f(z,y) na z, nebot z = z;41
se pii vypoctu y neméni. -y je charakteristickd konstanta metody a 4 je konstantnf vektor
reprezentujici dfive spoctend data. Konkrétné pro TR metodu
1 1
v=35, Y=Yt ghi(zy).

Rovnice (4.73) je vhodnym modelem pro kazdou implicitni LMM, zejména pro BDF me-
tody, ale také napf. pro semi-implicitni Rungovy-Kuttovy metody TRX2 a TR-BDF2.

Nejdifve si objasnime, pro¢ rovnici (4.73) nemiZeme Fesit metodou prosté iterace
v piipads, kdyz problém je tuhy. Predpoklddejme, Ze y* je feSenf a y(®) je uz spottend
aproximace v s—té iteraci. Pak dals{ aproximace je

YO = bt (y9) + 9.
Odec¢teme-li rovnici, kterou splituje y*, dostaneme rovnici pro chybu:

Yy —y* = hylf(y©)) - £(y*)].
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Specidlné pro diferencidlni rovnici (4.68) proto plati
ye —y* = Iy -y").

Jestlize jako potatetni aproximaci y© zvolime vlastn{ vektor v matice J p¥isludny vlastni-
mu &slu A, pak chyba y(® —y* = (hyA)*v. Konvergence tedy nastane, jen kdyz |hyA| < 1
pro viechna vlastni &fsla matice J. Takové omezen{ délky kroku je vSak pro tuhy systém
nepiijatelné.

Rovnici (4.73) budeme fesit iteracng, jinak to obecné nejde, vime viak jiz, Ze nepujde
o iteraci prostou. Pocdtetni aproximace y(®) se obvykle uréf dostatetné presnou interpolact
z hodnot y;, Vi1, . ... Funkei f linearizujeme okolo stévajici aproximace vy,

f(y) ~ £y + Iy -y,
a dalif aproximaci y**1 dostaneme FeSenim rovnice
y(s+1) = +h'yf(y(s)) +hyd (y(S'H) -y(s)) . (474)

Jestlize zvolime J = £, (y(*)), dost4véme zndmou Newtonovu metodu. Ta vzhledem k dobré
potatetn! aproximaci konverguje velmi rychle. Problém je ale v tom, ze takovy postup je
vypotetné pifli§ nékladny. V kazdé iteraci se totiz musi sestavit J acobiova matice a feSit
nové soustava linedrnich rovnic. Proto viechny modern{ programy pracuji tak, Ze matici J
dr#i co nejdéle konstantni. Aby iterace y(®) konvergovaly, méla by matice J byt dobrou
aproximac{ Jacobiovy matice v feSeni y*, tj. J = £, (y*). Prakticky se postupuje tak, Ze
na zatatku fesen{ spoustavy ODR, tj. pro x = a, se za J vezme Jacobiova matice funkce f
v bodé [a,n)], a pokud se pii feseni rovnice (4.73) zjisti, Ze iteraéni metoda (4.74) kon-
verguje piflis pomalu, Jacobiova matice se piepocitd, tj. za J se vezme Jacobiova matice
funkce f v bodé [zi+1,y(5)]. Takto upravens Newtonova metoda se nazyva zjednodudend
Newtonova metoda nebo také metoda tétiv.

Vypotet je dobré organizovat tak, Ze potitdme A = y+D — y() fegenim soustavy
rovnic

1. EEPYINC N SR 475
(,WI J)A—f(y P =y, (475)

a pak polozime y(**1) = y(*) - A, Pro malé h je matice soustavy dobfe podminéna. Navic,
protoze pravd strana ,je mald“ (jde to reziduum rovnice (4.73) délené cislem hvy), jsou malé
také zaokrouhlovaci chyby vznikajici pfi feeni soustavy rovnic. Soustavu rovnic (4.75)
méizeme Fesit budto pomoci vhodné iteraéni metody nebo metodou pifmou. Vimnéme
si blize druhého piipadu (pouZitého napt. v MATLABu). Matice

1
G:=—I-1J
h’yI

soustavy (4.75) obsahuje tii &leny, které se mohou ménit: h pfi zmeéne déiky kroku, v pii
zméné metody (tfeba ve VSVO implementaci metod zpétného derivovdni) a J pii pfepoéi-
t4ni Jacobiovy matice. Pokud se zadny z téchto ¢lend nezméni, ziistdva matice G stejna.

108

Toho je tieba vyuzit: pouze pti zméné G provedeme vypoctetné naroény LU rozklad ma-
tice soustavy G = LU, kde L je dolni trojihelnikovd matice a U horn{ trojihelnikova
matice. V nésledujicich iteracich, kdy se matice soustavy G neméni, provadime vypoétové
nendrotnd fefeni dvou soustav rovnic s trojihelnikovou matici soustavy, tj. Léd = b
a pak UA = §, kde b je pravd strana rovnice (4.75). Program, ktery m4 pracovat efek-
tivné, musi mit promyslenou strategii, podle niz rozhodne, kdy zméni J, coz je vypo&etné
jeme na skvélou monografii [34]. Neocenitelnym zdrojem pouéeni je také studium kédd
programi pro feSenf ODR v MATLABu, viz [19].

Vypocet Jacobiovy matice. Casové velmi ndroénou souddsti algoritmu FeSeni rovnice
(4.73) je vypodet Jacobiovy matice J. Je zddouci, aby uZivatel poskytl maximum in-
formaci pro jeji vypotet. Rada programi umoziiuje zadavat piimo piedpis pro vypocet
prvkil Jacobiovy matice. To ale vétsinou uzivatel neumi a proto Jacobiovu matici program
potitd numericky. Postupuje se obvykle tak, ze prvky 0f(z,y)/0y, jejiho £-tého sloupce
se spottou piiblizné uzitim nejjednodussiho vzorce numerického derivovan{

f(z,y + de;) — f(z,y)
6 b

kde d > 0 je malé kladné é&fslo a e = (0,...,0,1,0,...,0)T je sloupcovy vektor, ktery
obsahuje jednitku v /-té pozici a ostatni slozky mé nulové. Numericky vypocet 1ze pod-
statné urychlit, pokud uzivatel popiSe strukturu nenulovych prvku Jacobiovy matice (t].
pokud programu dodd indexy (j, k) v8ech pozic, v nichz prvky Jacobiovy matice mohou
nabyvat nenulovych hodnot).

Pomérné Casty je piipad, kdy Jacobiova matice je pdsova. Jestlize j-t4 pravé strana
fi(z,y) neobsahuje proménné y, pro |k —j| > s, pak Jacobiova matice miize mit nenulové
prvky jediné v pasu kolem hlavni diagonaly. Cislo s+ 1 se nazgva 3ffe polopésu. V tomto
piipadé lze numericky vypocet Jacobiovy matice zorganizovat tak, aby se funkce f pocitala
jen 2(s + 1)-krét, viz [34].

Piesnéjsi vypocet derivace. Rada programii pro fefenf tuhych problémi povazuje za
nezndmou z;y; = hf(z;y1,yir1) misto yiy. Jestlize v rovnici (4.73) polozime z = hf(y),
dostaneme y = vz + % a odtud

z = hf(y) = hf(yz+1).
Linearizace okolo vz + 1 vede na iteraéni pfedpis

2% = hf (2 +4p) + hyJ (20D —21))

a odtud dostaneme pro & = 21 — z() rovnici

1 1 1
—I1-J)6=f(yz+9)——2z,
(h'y ) Y @ ¥) hy

jejiz matice soustavy je stejnd jako matice soustavy (4.75). Ziejmé z(*+1) = z(*) +-§. Pokud
zvolime potateni aproximaci z® = (y© —1p) /7, pak y(6tD = 420+ + 4 1ze vyjadiit ve
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tvaru y+) = y() + ~§ jak lze snadno ovéfit. V¥potet tedy mizeme organizovat takto:

uréime y, polozime z® = (y© — ) /7,

1 1 1
—I1-J)6=~fy")—-—2z® otteme &, (4.76)
1= T) 6= 101 - 2 v

uréime 206D =z 1§, Yyt =y 4 45,

7 rovnice (

Objasnéme si ptinos vypottu podle algoritmu (4.76). Necht z* = hf (y*). Jestlize spocteme
¥ podle (4.75) a polozime z(*) = hf(y(®)), pak pro chybu z* — z(*) dostaneme

7" —2®) = hf(z") ~ hf(z*)) = hI(x)(y* —y")),

kde J(*) je Jacobiova matice funkce £, jejiz prvky jsou vyhodnoceny v (riznych) bodech
tiseéky spojujici body y* a y®). Pokud vsak z(*) po¢itdme podle (4.76), pak

13"’—«#)*l

2t —z) = —(
Y Y

(Y& —y) = %(Y*—y(”))-

Pro tuhy systém lze odekévat, e |hJ(x)|| > 1, a v tom piipadé je pfiblizny vypocet
derivace podle (4.76) vyrazné presnéjsi.

Statistika o ¢innosti programi pro feseni ODR. Kvalitni programy uzivateli vidy
poskytujf informaci o tom, jak dspésné si pfi feSeni konkrétnfho poblému potinaly. Tak
tieba v MATLABu se dodévaji tato ¢isla:

pk  pocet uspdnych kroki

pn  podet neuspésnych kroki

pf potet vyhodnoceni pravé strany f

pj poéet vypocti Jacobiovy matice J

pr pocet rozkladi G = LU

ps pocet feSenych soustav LUJ = b
Pro ilustraci uvadime

Piiklad 4.4. Robertsoniv problém

yy = —0,04y; + 10* yays, $n(0)=1,
Yy =0,04y; — 10" 9oys —3- 10793,  12(0) =0,
Yy =3-10"y3, y3(0) =0

popisuje koncentrace tii pifmési v chemické reakei, tj. 0 < 1,92,93 < 1, nezdvisle
proménna t je ¢as, blize viz [34]. Jacobiova matice této soustavy je

—0,04 104 ys 10% g
J=1 004 —10%ys—6-107y, —10*,
0 6107y, 0

V Ease t = 0, tj. pro 4, = 1, yo = y3 = 0, m4 Jacobiova matice vlastni ¢isla {—0,04;0; 0}.
7 fyzikélnich tivah plyne, Ze y;,y2 — 0 a y3 — 1 pro t — oo. Vlastni ¢isla Jacobiovy
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matice pro y1 = y2 = 0, y3 = 1, jsou {~10000,04;0;0}. Pfi feSeni na intervalu (0, 10')
je Robertsoniv problém tuhy. O tom se lze ostatné snadno piesvédéit experimentdlng:
explicitni metody selhdvaji, metody pro feSeni tuhych problémi zabiraji. Numerickym
vypottem lze zjistit, %e jiz pro ¢ > 0,01 je spektrdlni polomér o(J) > 2. 103, takze
Robertsoniv problém lze povazovat za tuhy jiz na nepomérné kratsim intervalu délky
fadové v jednotkéch.

Ulohu jsme Yesili v MATLABu tfemi programy uréenymi pro tuhé problémy: progra-
mem ODE23T (metoda TR), programem ODE23TB (metoda TR-BDF2) a programem
ODEI15S (metody BDF1-5). Jacobiova matice se potitala presné, délku kroku jsme Fidili
pomoci toleranci ep = 1073, 4 = 107°, ¢innost programu ODE15S jsme omezili tak,
aby pracoval jen s BDF metodami fada 1,2 a 3. Do nésledujici tabulky jsme zapsali
»statistiku® vypoctu, tj. éisla pk, pn, pf, pj, pr, ps:

|pk pn pf pj pr ps
ODE23T | 238 74 794 37 188 644
ODE23TB | 140 13 630 10 93 728
ODE15S | 245 15 504 11 67 458

Pro uplnost uvddime, ze MATLAB nabizi pro feSeni tuhych problémi jesté pro-
gram ODE23S (zalozeny na modifikované Rosenbrockové metodé). Kromé toho, program
ODE15S lze pouzit ve varianté zaloZené na jisté optimalizaci BDF metod (jde o tav.
metody numerického derivovéni), podrobnosti viz [19], [36]. O
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