5 Pravdépodobnostni funkce, hustoty a distribuc¢ni funkce,
vypocet pravdépodobnosti pomoci distribuénich funkci

e cxperiment slozeny z opakovani jednoho ndhodného pokusu stéale dokola

provedu pokus — hodim kostkou — nastane jev

pravdépodobnost = jak velka je nadéje, ze dany jev nastane

nahodna velicina X ...zobrazeni ze zdkladniho prostoru do mnoziny realnych cisel
— podle dat délime nahodné veliciny na diskrétni a spojité

diskrétni

— pstni fce p(z)
x P(X = 1)

— distribucni fece F(x)
x P(X <ux)

5.1 Binomické rozdéleni Bin(n, )

e X ~ Bin(n,0)

e X...pocet uspéchu v posloupnosti n nezavislych opakovanych pokusu, pricemz pravdépodobnost
uspéchu v kazdém pokusu je vyjadiena pomoci parametru 6.

Priklad 5.1. Nakreslete graf pravdépodobnostni funkce a distribu¢ni funkce ndhodné veliciny X ~
Bin(6,0.5).

#graf pravdepodobnostni funkce

x <- 0:6

px <- dbinom(x, size=6, prob=0.5)

plot(x, px, type=’h’, main=’X"Bin(6,0.5)°, ylab=’pravdepodobnostni funkce’, xlab=
’X’)

points(x, px, col=’red’, pch=19, cex=0.8)

#graf distribucni funkce
Fx <- pbinom(x, size=6, prob=0.5)
n <- length(Fx)

plot(x, Fx, type=’n’, main=’X"Bin(6,0.5)°, ylab=’distribucni, funkce’,
xlab="x’, xlim=c(-1,n), ylim=c(0,1))

segments (x, Fx, x+1, Fx)

arrows (0, 0, -1, 0, length=0.1)

arrows(n-1,1, =n, 1, length=0.1)

points(x, Fx, col=’red’, pch=19, cex=0.8)

points(x, c(0, Fx[-n]), col=’red’, bg=’white’, pch=21, cex=0.8)



5.2 Poissonovo rozdéleni Po(\)

e X ...udavd pocet udélosti, které nastanou v jednotkovém casovém intervalu (resp. v jednotkové
oblasti), pticemz k udédlostem dochdzi ndhodné, jednotlivé a vzajemné nezdvisle. Parametr
A > 0 je stfedni pocet téchto udéalosti.

pocet zakazniku, ktefi vesli do pekarny za jeden den

pocet tramvaji, které prijeli na zastavku za pul hodiny

X ~ Po(A).

pstni fce
)\I‘

_6_)‘
€T

pro x=0,1,...;
0 jinak.

A>0; EX =\ DX =\

dpois(x, lambda)

e ppois(x, lambda)

Priiklad 5.3. Pii provozu balicitho automatu vznikaji béhem smény nahodné poruchy, které se tidi
rozdélenim Po(2). Jaké je pravdépodobnost, ze béhem smény dojde k alespon jedné poruse?

1-dpois (0, lambda=2)
1-ppois (0, lambda=2)

5.3 Spojita nahodna veli¢ina
e nabyvaji lib. hodnoty z daného intervalu
e zméiime vysku clovéka:
— pst, vybrany ¢lovek bude méfit 140-145 cm Pr(140em < X < 145¢m)
— pst, vybrany clovék bude vyssi nez 170 cm Pr(X > 170 cm)

e hustota f(x)

— pravdépodobnost realizace X v libovolném intervalu I se da vyjadrit jako plocha pod

kiivkou hustoty f(z)

Pr(X € 1) :/ If(x)dx,

— Pr(X =) =0 ...plocha pod bodem je ¢ira a obsah je tedy 0.
— f(z) > 0 ; plocha pod celou kiivkou hustoty = 1

— Gaussova ktivka hustoty

(2)



e distribuéni funkce F(x)

— analogie distribuéni funkce v diskrétnim ptripadée
— F(z) =Pr(X <z)Pr(X <z)= [ f(t)dt

— F(x) ...pst, ze ndhodné veli¢ina X neptekro¢i hodnotu z

—Pr(X>2)=Pr(X >2)=1-Pr(X <z)=1-Pr(X <ux).

e spojité nahodné velic¢iny se Tidi spojitym rozdélenim

Exponencialni Ex(\)

Normélni N (u,0?)

— Standardizované normalni N (0, 1)

— odvozeniny od N(0, 1)

* Chi-kvadrdtové x?(n)

% Studentovo t(n)

* Fisherovo-Snedecorovo F'(ny, ny)

5.4 Exponenciilni rozdéleni Exp()\)

e X...uddva dobu ¢ekani na prichod néjaké udalosti, kterd se muze dostavit kazdym okamzikem
se stejnou Sanci bez ohledu na dosud procekanou dobu. Ptitom % vyjadiuje stfedni hodnotu
doby ¢ekani.

e doba potifebnda k obslouzeni zakaznika
e doba béhem niz prijede tramvaj na zastavku bez ohledu na dobu, kdy pfijela posledni tramvaj
e ndhodnd velicina X ~ FEz(\)

e hustota

e A>0; BE(X)=1,D(X) =+
e f(x) ...dexp(x, lambda)

o F(x) ...pexp(x, lambda)



Piiklad 5.4. Nakreslete graf hustoty a distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ Exp(2).

#graf hustoty

x <- seq(from=0, to=2.5, length=512)

fx <- dexp(x, rate=2)

plot(x, fx, type=’1’, main="X"Exp(2)’, xlab=’x’, col=’red’)

#tgraf distribucni funkce
Fx <- pexp(x, rate=2)

plot(x, Fx, main="X"Exp(2)’, xlab=’x’, ylab=’distribucni,funkce’, type=’1l’, col=’
red’)

Priklad 5.5. Doba do ukonceni opravy v opravné obuvi je ndhodna veli¢ina, ktera se 7idi expo-
nencialnim rozdélenim se stfedni dobou opravy 3dny. Jakda je pravdépodobnost, ze oprava bude
ukonc¢ena do dvou dnu?

pexp(2, rate=1/3)

5.5 Normadlni rozdéleni N(u,o?)
e nejpouzivanéjsi ze vsech rozlozeni
o X ~N(u,0?%

hustota

o B(X)=pu; D(X) =02

standardizované normalni rozlozeni

e n=0,02=0
e X ~ N(0,1)
e hustota: ] E
flx) = o (5)
e distribuc¢ni funkci N(0,1) znacime ®(z)

e normalni rozdéleni je symetrické okolo nuly — ®(—x) =1 — ®(x) (plati jen pro N(0,1).
f(z) ...dnorm(x, p, Vo?)
e F(x)...pnorm(x, p, Vo2)

Vlastnosti normalniho rozlozeni

X _
e Pokud X ~ N(u,0?), potom £ N(0,1)
o

e Pokud X ~ N(u,0?), potom Y = a+bX ~ N(a+ by, b*c?)



Piiklad 5.7. Nakreslete graf hustoty a distribuéni funkce ndhodné veliciny X ~ N(—1,2).

#graf hustoty
x <- seq(from=-5, to=3, length=512)

fx <- dnorm(x, mean=-1, sd=sqrt(2))
plot(x, fx, type=’l’, main=bquote(paste(’X, uN(,’,mu,’=-1,,’,sigma"2,’=2,)7)),
xlim=c(-4.5,2.5),
col=’red’)

#graf distribucni funkce
Fx <- pnorm(x, mean=-1, sd=sqrt(2))

plot(x, Fx, type=’1l’, main=bquote(paste (’X, yuN(y’,mu,’=-1,,’,sigma"2,’=2,)")),
xlim=c(-4.5,2.5),
ylab=’distribucni_ funkce’, col=’red’)

Piiklad 5.9. Zivotnost baterie v hodinich je ndhodné veli¢ina, kterd ma normalni rozdéleni se
sttedni hodnotou 300 hodin a smérodatnou odchylkou 35 hodin. Jaké je pravdépodobnost, ze ndhodné
vybrana baterie bude mit zivotnost

a) alespon 320 hodin?

b) nejvyse 310 hodin?

X—pu 320-p
a) Pr(X > 320) = Pr(X > 320) = 1-Pr(X <320) = 1-Pr(X < 320) = 1-Pr ( N < N )
320 — 300
35

1-pnorm (320, mean=300, sd=35)
1-pnorm ((320-300) /35, mean=0, sd=1)

1—Pr (Y < ) = 1— ®(0.5714286)

b) Pr(X < 310) = Pr(X < 310)
pnorm (310, mean=300, sd=35)

Pro zajimavost: ( Nedélali jsme na hodiné )

Priiklad 5.11. Nakreslete graf hustoty dvourozmérného standardizovaného normélniho rozlozeni.

source (’AS-funkce.R’)
x <- seq(from=-3, to=3, length=40)
y <- seq(from=-3, to=3, length=40)
nx <- length(x)
ny <- length(y)
z <- matrix(NA, nrow=nx, ncol=ny)
for(i in 1:nx){

for(j in 1:mny){

z[i,j] <- norm2(x[i], y[j], mul=0, mu2=0, sigmal=1, sigma2=1)

}

}

color <- terrain.colors (12)



stredy <- (z[-1, -1]1 + z[-1, -ncol(z)] + z[-nrow(z), -1]1 + z[-nrow(z), -ncol(
z)])/4

stredy.col <- cut(stredy, 12)

persp(x, y, z, col = color[stredy.col]l, phi = 30, theta = -45)



