2. Klasifikace modelu
Bi3101 Uvod do matematického modelovani
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Zakladni pojmy

O

e realny objekt a jeho model jsou navzajem propojeny
dvéma relacemi - abstrakci a interpretaci.

abstrakce > O
<__Interpretace

realny model
systém
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znamena zobecnéni (generalizaci) - uvazovani
nejdulezitéjSich slozek realného systému a ignorovani
méné dulezitych rysu. Dulezitost je v tomto pripadé
posuzovana podle relativniho vlivu prvku systému na
jeho dynamiku (umi zpravidla technici a matematici).

Interpretace znamena vyklad vztahu mezi modelem (s
jeho prvky, vlastnostmi a chovanim) a realnym
systémem. Pokud nelze parametry modelu

interpretovat, pak nelze na realném systému meérit jejich
vlastnosti (umi zpravidla biologové).
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(vétSinou pocitacem, ale muze
byt i fyzikalni, geometricky, ...)

na zarizeni schopném
zpracovani dat, resp. signalu,
ma-li k dispozici vhodné
zakédované instrukce popisujici
model.
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Vztah systému a okolniho prostredi

O

* Pred formulaci modelu je nutné provést (myslenkové)
oddéleni modelovaného systému od okolniho prostredi:
prostredi mize mit vliv na modelovany systém,

systém nema vliv na okolni prostredi.

* Napr. model rustu lesa by mél zahrnout vliv pocasi
(teploty, srazky), nicméné vliv lesa na pocasi je
zanedbatelny.

* Jinak bude situace vypadat v pripadé modelu ristu vSech
svetovych lesu, kde je vliv na pocasi zrejmy — hranice meazi
modelovanym systémem a prostredim se posune.
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» Soucasti identifikace modelu (krok 1) je rovnéz stanoveni
neménnych predpokladul, na zakladé kterych se konstruuji
rovnice a algoritmy (krok 2).

* Pokud jsou predpoklady dostatecné konkrétni, Ize primo
na jejich zakladé sestavit matematickeé vyjadreni modelu.

* Napr. v newtonovské mechanice se povazuje hmotnost
télesa za konstantni, naproti tomu einsteinovska teorie
relativity povazuje hmotnost za funkci rychlosti pohybu

v

telesa.
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Reprezentace nebo abstrakce reality pomoci modelu predpoklada
pouziti vhodnych zobrazovacich prostredku. Podle typu zobrazeni
reality do modelu rozliSujeme tri zakladni typy model(:

1. Modely ikonicke. Jedna se o fyzikalni repliky redlného systému
(predmétu). Jsou presné, nebo zjednodusené, ve zmenseném,
nebo zvétSeném meéritku.

Priklady: modely stroj, modely staveb, model atomu.

2. Modely analogické. Jedna se o mechanické a elektronické analogy
systémd.
Priklady: plany meést, mapy, plany inzenyrskych siti, analogovy
model Steiner-Weberovy ulohy, chemické vzorce.

3. Modely matematicke. Soustavy funkci, soustavy rovnic, soustavy
funkciondll. Matice a grafy. Specialni programy pocitaca.
Priklady: Rovnice specialni teorie relativity. Vzorec pro vypocet
rychlosti volného padu télesa ve vakuu. Model ristu populace
apod.
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Modely deskriptivni. Slouzi k zobrazeni prvkd a vztah( v systému a
k analyze zdkladnich vlastnosti systému. Pomoci téchto typu
modelu se odvozuji dalsi vlastnosti systému, urcuje se jeho
rovnovazny stav, stabilni stav, vliv zmén uvnitr i ve vnéjsim okoli
systému na jeho chovani.

Priklady: Rovnice E = mc?, soustava diferencialnich rovnic
modelujici procesy narozeni a umrti, simulacni model modelujici
vyskyt Skidcl porostu.

Modely normativni. Slouzi k analyze a fizeni systému tak, aby byl
splnén néjaky cil nebo mnozina cill. Zajima nas cilové chovani
systému. Normativni model byva casto doplnén tzv. cilovou
(Ucelovou) funkci nebo soustavou takovych funkci. Nutnou soucasti
normativniho modelu je extremalni (minimalni / maximalni)
resSeni, které ddva ndvod, jak pozadovaného cile (resp. cil()
dosahnout. Normativni modely, jejichz cilem je nalezeni
optimalniho reseni, se nazyvaji optimalizacni modely.
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Modely deskriptivni i normativni jsou dale déleny podle typu
systému, k jehoz modelovani slouzi, nebo podle typu
matematickych slozek, jez obsahuiji:

. Modely staticke. Model zobrazuje a analyzuje systém bez
zfetele k jeho casovému vyvoji. Zobrazeni se tyka zpravidla
urcitého casového intervalu (tyden, mésic, rok, apod.).

. Modely dynamicke. Model zobrazuje a analyzuje systém v
prubéhu ¢asu. Zobrazeni mlze byt typu ,,ex post” nebo
,ex ante” a respektovat kratky Ci delsi casovy horizont.

. Modely dynamizované. Zpravidla se jedna o vyjadreni
casoveého prvku ve statickém modelu pomoci specialnich
modelovych technik. Dynamizované modely se pouzivaji v
pripade, kdy odpovidajici dynamicky model je velmi slozity
nebo jej nedovedeme soudobymi modelovymi technikami
spolehlivé konstruovat.
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Klasifikace matematickych modelu

O

Modely deskriptivni i normativni jsou dale déleny podle

typu systému, k jehoz modelovani slouzi, nebo podle typu

matematickych slozek (proménné, struktury, reseni) jez

obsahuiji:

1. Modely deterministicke. VVSechny proménné, konstanty
a funkce v modelu jsou deterministické (nenahodné)
veliciny nebo funkce.

2. Modely stochasticke. Alespon jedna proméenna,
konstanta nebo funkce v modelu je nahodna velicina
nebo nahodna funkce.

3. Fuzzy modely. Nékteré proménné, konstanty nebo
funkce jsou fuzzy velicCiny, nebo fuzzy funkce.
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Podle urovné teoretického zduvodnéni (predpokladu, odvozeni
vztahU mezi proménnymi) jednotlivych modelovanych procesu Ize
modely délit na:

1. Modely mechanisticke. Pokousi se vysvétlit procesy na jedné
hierarchické Urovni pomoci procesu z nizsi hierarchické drovné.
Obvykle velmi komplexni modely obsahujici mnoho proménnych
a vyuzivajici obsahlé teoretické znalosti o systému.

Priklad: Pohyb planet zalozeny na rovnicich newtonovské
mechaniky.

2. Modely empirické. Zanedbavaji mechanizmy vzniku déju, pracuji
s pozorovanym chovanim systému bez snahy o jeho detailni
vysvétleni.

Priklad: regresni model rustu dobytka v zavislosti na spotrebé
krmiva.
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Priklad stanoveni predpokladu

O

* V populacnim modelovani se obecné predpoklada, ze
spojity rust populace nezatizené limitujicimi faktory je
exponencialni:

* Predpoklady:
absence limitujicich faktor
spojity cas
plynulé rozmnozovani a odumirani (dostatecné velké N)
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Priklad stanoveni predpokladu

O

* V pripadé omezujicich predpokladu:

* V pripade diskrétniho casu (v krocich):

( ) ()
» V pripadé pravdépodobnosti po kazdého jedince zvlast:
( ) ()
( ) ()
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* V nasledujicim prikladu ovérte za pomoci Maple
korespondenci mezi deterministickym a stochastickym

modelem:

Vyuzijte predchozi spojity deterministicky model s
omezujicimi predpoklady a diskrétni stochasticky model s
pravdepodobnosti rozmnozeni se a umrti pro kazdého
jedince a diskutujte jak/proc se oba liSi pro riizné hodnoty
a, b, pg, Pp a N(0).

Hint: pouzijte hodnoty a=0,35; b=0,25; pg=0,35; p;0,25 a
tfi rzna N(0): 10, 100 a 1000.
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Zakladni prvky matematického modelu

O

V kazdém matematickém modelu muzeme rozlisit tri
zakladni skupiny objektu, ze kterych se model sklada.
Jsou to:

. promenné a parametry,
I matematicke struktury,

. reseni.




Proménné a parametry

O

e Proménné a parametry identifikované (pojmenované).
|dentifikovana proménna nebo parametr predstavuje konkrétni
vlastnost realného objektu, coz se projevuje ndazvem a mirou.

Priklady: x, je vyméra pSenice ozime v ha, x, produkce psenice
ozimé v katastru “U krizku” v t, nahodna doba cekani sedmé

jednotky v systému hromadné obsluhy v patém kanalu obsluhy v
minutach, ¢, vzdalenost dodavatele D, od spotrebitele S, v km.

e Proménné a parametry neidentifikované (pomocné). Slouzi pro
formalizaci matematického zapisu, chod algoritmu apod.
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» Rozhodovaci proménné. Predstavuiji zpravidla nejdulezitéjsi
procesy modelovaného systému, které se v matematickém
modelovani nazyvaji aktivity nebo entity nebo rozhodovaci

promenne.

Priklady:

* V modelu optimalizace portfolia promenné x,, ..., x, pfedstavuji
pocty akcii podnikt P4, ..., P, .

* V modelu | = U/R predstavuji U a R aktivity a odpor v prislusnych
jednotkach. Témito dvema aktivitami je urcen proud.

oV systemu hromadné obsluhy napr. jednotka t; predstavuje se
svymi charakteristikami t , t" entitu.
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Proménné a parametry

O

o Vstupni proménné a parametry, vystupni proménné a konstanty
(endogenni a exogenni proménné a parametry).

* Heuristicke promeénneé a parametry. Predstavuji procesy, jejichz
miry nelze zjistit.

Priklady: Velikost miry inflace v chaotickych a nestandardnich
podminkach nelze popsat ani pomoci pravdépodobnosti ani
pomoci fuzzy miry.

V modelech situaci ,ad hoc” jsou charakteristiky pocasi
nekontrolovatelné konstanty nebo proménné, protoze nelze
vyuzit pocCtu pravdépodobnosti pro jejich popis.

e Vysledne proménne a konstanty. Udavaji hodnoty reseni,
popisuji vyslednou informaci.
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V matematickych modelech se matematické struktury nazyvaji
omezujici podminky. Délime je podle pouzitého matematického
aparatu z nékterého odvétvi matematiky:

o Analyticke struktury. Jedna se o objekty z odvetvi matematicke
analyzy, linearni algebry a dalSich odvétvi matematiky.

Priklad: soustavy rovnic (linearni, nelinearni, skalarni, vektorové,
diferencialni, integralni, maticové, atd.), soustavy nerovnic
(linearni, nelinearni, se smisenymi omezenimi, atd.), funkce
(elementarni, slozené, holomorfni, stochastické, fuzzy, atd.).

o Geometricke struktury. Model je popsan grafickymi prostredky:
body, primkami, rovinami, krivkami.

Priklad: Geometricka interpretace a reseni uloh v modelech
linearniho programovani. Graficka interpretace rovnovahy nabidky
a poptavky v ekonometrickych modelech, atd.
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V matematickych modelech se matematické struktury nazyvaji
omezujici podminky. Délime je podle pouzitého matematického
aparatu z nékterého odvétvi matematiky:

o Topologicke struktury. Modely jsou vytvareny pomoci objektU
matematické teorie grafu.
Priklad: Modely maximalnich toku v sitich, nejspolehlivéjsi cesty
v grafu/siti. Dopravni a distribuc¢ni systémy zobrazené grafem.
Logistické systémy popsané pomoci grafl a schémat. Topologické
modely lze zpravidla ekvivalentné zobrazovat pomoci tzv.
incidencnich matic (tabulek, matic souslednosti, apod.).
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o Arteficialni struktury. Modely jsou popsany prvky
programovaciho jazyka.
Priklad: Model systému zasob popsany vyvojovym diagramem
(simulacnim jazykem SIMULA 67, objektové orientovanym
jazykem Smalltalk, atd.).

e Kvalitativni struktury. Model je popsan pomoci kvalitativnich
rovnic, kvalitativnich nerovnosti nebo vagne.

Priklad: kvalitativni matice, kvalitativni graf, jazykovy operator
velmi“ v teorii fuzzy mnozin, atd.

Nékteré specialni a predevsim jiz standardni struktury
matematického modelu maji specifické nazvy.

Pfiklady: Cobb-Douglasova funkce. U&elova funkce. Podminky
nezapornosti. Lagrangeova funkce. Wolfeho podminky.
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Reseni

O

Redeni modelu klasifikujeme podle hlediska cili modelovani:

* Pripustne reseni, nepripustné reseni - reseni vyhovuje, reseni
nevyhovuje omezujicim podminkam.

o Maximalni reseni, minimalni reseni - reseni splnuje
maximalizacni nebo minimalizacni cilovou podminku.

* Optimalni reseni - reseni vyhovuje nejlépe pozadovanému cili
podle predstav a pozadavki manazera (tj. nemusi byt nutné
maximalni ¢i minimalni).

* Vychozi reseni - feseni zpravidla zadané odhadem nebo
sestrojené vhodnym jednoduchym algoritmem. Neni optimalni,
pouziva se jako start v algoritmech typu ,,step by step”, které jsou
zalozeny na postupném zlepsovani vychoziho reseni az do jeho
optimalniho tvaru.
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Redeni modelu klasifikujeme podle hlediska cili modelovani:

» Vysledné reseni - feseni, které muze byt vybrano jako optimalni.
Vyslednych reseni muze byt k disposici konecné nebo i
nekonecné mnoho. Z mnoziny vyslednych reseni (alternativ)
vybirda manazer reseni pro praxi nejvhodnéjsi (optimalni).

o Alternativni reseni - reseni, které je podle predem zadanych
kriterii rovnocené s jinym resenim.

Priklad: Dve strategie investic do vybaveni podniku predpokladaji
sice ruzné technologie, ale garantuji dosazeni stejné vyse zisku.

o Aproximativni reseni - reseni vyhovuje omezujicim podminkam
priblizné nebo se k cili pouze priblizuje (zpravidla se pozaduje,
aby termin ,pfiblizné” byl vhodnym zplsobem determinovan,
napr. byla znama vyse ztraty, kdyz reseni pouzijeme).
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