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MATEMATICKE MODELY
VELICIN SPOJITYCH V CASE




HARMONICKA FUNKCE
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HARMONICKA FUNKCE

v harmonicka funkce je dana vztahem

X(t) = A.cos(wt + @),
kde

A>0 je amplituda harmonické funkce
w >0 je uhlovy kmitocCet h.f., uhlova rychlost

P, je pocatecni faze, tj. faze (pocatecni uhel, posun) v Case
t=0

wt + @, je faze harmonicke funkce
Perioda harmonické funkce je dana vztahem

T=2TWw - s(®

kmitocet h.f. je definovan
f=1/T = w/2n

—= Z[ms)
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‘ HARMONICKA FUNKCE

X(t) = 10.cos(2m.10t + 11/2).

T ]
YEVAYAYAYE

]

© Institut biostatistiky a analyz B A



HARMONICKA FUNKCE

X(t) = 10.cos(2m.10t + 1/2).

AN AN
VRYRYTRTANE

[-]
10 1 /2

0 20  ©[rad/s] 0 20n o [rad/s]




HARMONICKA FUNKCE

X(t) = 10.cos(2m.10t + 1/2).

| trlparametrlckou harmonlckou funkci I1ze graficky vyjadrit
pomoci dvou bodu v rovinach

amplituda x (Uhlovy) kmitocCet a
pocCatecni faze x (Uhlovy) kmitocCet:
A=AWL) a @g=Qy(w);

A ¢
[-] [rad]
10 1 n/2
0 20 o[rad/s] 0 20n  ©[rad/s]
-i‘. = A\ 4 A4 V4 V 4 V4
/g spektrum amplitud spektrum pocatecnich fazi



I''! FREKVENCNI SPEKTRUM !!!

kg
Frekvencni spektrum signalu je
vyjadreni rozlozeni amplitud a
pocatecnich fazi jednotlivych
harmonickych slozek, ze kterych se signal
sklada, v zavislosti na frekvenci.

| ZAPAMATOVAT! ! NA VEKY !




HARMONICKA FUNKCE

v dalsi definice

X(t) = Re{x (t)} = Re{A.exp[j(wt + ¢¢)]}

(vyplyva z Eulerovych vztahu)
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HARMONICKA FUNKCE

kupodivu lze pouzit i vztah

X(t) = Re{A.exp[j(-wt - @o)1} = Re{X*(t)}

pozor !l pozor
- zaporny kmitocCet - ale funguje to
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HARMONICKA FUNKCE

Protoze plati
X(t) = Re{x(t)} = Re{x*(t)} a Im{x ()} = -Im{x*(t)}

je |

x(t) = Va.{X(t) + x*(t))

X(t) = 2.{A.exp(jPy).exp(jwt) } +
+ V2.{Aexp(-jPy).exp(-jwt) }

Oznacime-li

C, = V2.A.exp(jp,) a C., = V2.Aexp(-jp,)

je

x(t) = C,.exp(jwt) + C_;.exp[j(-w)t]




HARMONICKA FUNKCE

ImC




HARMONICKA FUNKCE

A ¢
[-] [rad]
10 1 n/2 1
5.-
-20n
207 0 20r  ©|rad/s] 0 201 [radls]
-m/2 1

spektrum amplitud

spektrum pocatecnich fazi
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¥ http://www.mysearch.org.uk/websitel/html/222.F
unction.html

v http://www.acs.psu.edu/drussell/Demos/complex/c
omplex.html

¥ http://en.wikipedia.org/wiki/Harmonic

¥ http://www.khanacademy.org/science/physics/oscil
atory-motion/harmonic-motion/v/introduction-to-
narmonic-motion

v http://www.youtube.com/watch?v=eeYRKkW8V7Vg




v jednorazova deterministicka velicina

NEPERIODICKE FUNKCE

s(t)
[LV]
i 1 ' s(t) = 10.10® V pro t(I(-0,5 ps; 0,5 ps)
s(t)=0V pro t1(0,5 us; o)
: ; s(t)=0V pro tLi{-c; -0,5 us )
05 0 200 )
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JEDNORAZOVE FUNKCE

v jednotkovy impuls (Diracuv impuls) - 3(t)

splnuje vztah )
[ £(1).3(t ~ t, )dt = f(t,)

zjednodusene:

jednotkovy impuls &(1) je velice uzky
(limitné s nulovou Sifkou) a velice (limitne
nekonecné) vysoky obdélnikovy impulz,
jehoz vyska je rovna prevraceneé hodnote
Sirky = mohutnost je jednotkova

0, protzO0; I
o(t) = o(t)dt =1.
1) {oo, prot =0. _-[o()




JEDNORAZOVE FUNKCE

v jednotkovy impuls (Diracuv impuls) - 3(t)

splnuje vztah )
[ F(1).3(t ~ t, )dt = f(t,)

zjednodusene:
o N jednotkovy impuls 6(t) je velice uzky
/"\" (limitné& s nulovou $ifkou) a velice (limitné
nekonecné) vysoky obdélnikovy impulz,
/ \ jehoz vyska je rovna prevraceneé hodnote
/ N Sirky = mohutnost je jednotkova
T N e 1

3t) = lim——e™*'"




JEDNORAZOVE FUNKCE

v jednotkovy impuls (Diracuv impuls) - 3(t)

splnuje vztah

Tf(t).é(t —t,)dt = f(t,)

Tf(t)a(t —t,)dt = Tf(tO S(t—t,)dt=

i O 4 4
= f(t,). j5(t - t,)dt = 1f(t,). | /JIL\\ ity -

Ty



JEDNORAZOVE FUNKCE

v jednotkovy skok (Heavisidova funkce)

0, prot<Q0:;

ott) 3 11, prot=0.
o (t)
4]
ol  ——t

)



JEDNORAZOVE FUNKCE

v pro obe uvedené jednorazove funkce plati:

jé(r)dr = 0o(t)

do(t)
dt

= 5(t).

)




MATEMATICKE MODELY
VELICIN DISKRETNICH V CASE




PERIODICKE POSLOUPNOSTI

Diskrétni posloupnost x(nT,,) je periodicka s periodou
NT,,, prave kdyz plati

x[(n+k.N)T.,] = x(nT,,), pron, k=0, 1, 2, ..,

ve zkraceném tvaru argumentu
x[n+k.N] = x(n), pron, k=0, 1, 2, ....

)
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PERIODICKE POSLOUPNOSTI

A NN
B \J \/ \J U;




HARMONICKA POSLOUPNOST

x(nT, )= A.cos(2Tf nT,, +d,) = A.cos| Z’I:lfvz +d,)=A, Cos(z% +,),

vZ

kdyz T = NT,, a tedy f = 1/NT,, nebo

211] n

X(n-l-vz ) = A'exp( t (I)O)

Komplexni exponenciala samozrejme rovnez reprezentuje
periodickou velicinu, protoze plati

j2n(k +N)

X[k +N)T,,] = exp = exp 2 exp(i2m),

kdy exp(21j) = cos(2m) + j.sin(2m) =1+ j0 =1

I Wy



HARMONICKA FUNKCE A VZORKOVANI

M.

RIS




JEDNORAZOVE POSLOUPNOSTI
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JEDNORAZOVE POSLOUPNOSTI
o (t)
. ‘1 |
0l B
% 0, prot<0;
j f(t).5(t —t, )dt = (t,) o(t) = {1 b0 30,
B(t):{o, protz0;
o, prot=0. , do(t)
0)
P — = O(1).
j 3(t)dt =1. L )t =o(t) dt ®)



JEDNORAZOVE POSLOUPNOSTI

v diskrétni jednotkovy v diskrétni jednotkovy
impulz (Kronekerovo skok
delta)
5(nT,,) 5(nT,,)
1+ 14 o o & & »
2T T,0 Tu2l,  0Te 2T, T.q Te2T, 0T
1, n=0; 0, n<Q;
= = ’ ’ T )= —
6(n-l-vz) 6(n) {O, n¢0 G(n vz) G(n) {1, nZO.

)




JEDNORAZOVE POSLOUPNOSTI

Podobné jako pro spojitou nezavisle promenou plati i

pro diskrétni, ze

" £(nT,, ).8(nT,, ) = f(0),

n=

resp. o
> f(nT,,)8(nT,, -mT,,) =f(mT,,).

A také

5(nT,,) =o(nT,,)-ol(n-1)T,,].

Ty




JESTE DVA DULEZITE POJMY
ENERGIE &VYKON SIGNALU

jsou odvozeny z primarni predstavy signalu, reprezentovaného
elektrickymi velicinami, elektrickym napétim, prip. proudem. Na
zakladeé fyzikalnich zakonitosti plati, ze okamzity vykon p(t)
v Case t na realném odporu R je roven soucCinu okamzitého
Podle Ohmova zakona je )

u(t) = R.i(t)
Kdyz je R = 1 Q, se vztah zjednodusi na
Pr=1(t) = i#(t) = u(t)

u,(t)

napeti na odporu a proudu, jim protekajicim, tedy
[I]R
a po dosazeni muzeme psat, ze

p(t) = u(t).i(t) o,
o(t) = R.i(t).i(t) = R.2(t) = u(t).u(t)/R = u2(t)/R.




JESTE DVA DULEZITE POJMY
ENERGIE &VYKON SIGNALU

celkova prace (energie) vykonana (spotrebovana) za cas T na
jednotkovém odporu je

A = [p(t)dt = [#(t)dt =[u*(t)dt.

Na zakladé této rozvahy definujeme obecné energii spojite
funkce x(t) vztahem ,
E, = j x2(t)dt

4
a pro diskréetni posloupnost x(nT,,)

N

Ed = sz(nTvz)

n




JESTE DVA DULEZITE POJMY
ENERGIE &VYKON SIGNALU

Vykon je prace (energie) vykonana (spotrebovana) za casovou
jednotku, tj. o E
_?

NT Zx (nT,,)

vz N

a z toho P, :%sz(t)dt a P, =
T

Nebo v normalizovaném diskréetnim tvaru
1S,
= — X (N
Nzn: (n)
Pokud se energie kumuluje v nekonecné dlouhém cCasovém
intervalu, pak se vztahy modifikuji do tvaru

.
P.. :ymo?ixz(t)dt 3 P,. = I|m Zx (nT,,)

vzn

Drip.
P, =lim— Zx (n)

N_,oo







ZAKLADNIi OPERACE S MATEMATICKYMI
MODELY VELICIN SPOJITYCH V CASE
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OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNI OPERACE)

v nasobeni konstantou 0
x(t) ~ A.x(t), =

5+
: : :/ ;
3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
(t t [Casova jednotka]

)
=3

10+
/5/‘
83 2 4 0D 41 2 3 4 B
t [Casova jednotka]

.—.}<

— e

A=2

S e
B R o
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OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNI OPERACE)

AL 4

v Zzmena casového meritka

X(t) ~ x(mt),

kde m je kladné realné cislo

Im
Im
Im

>
<

1 - casova komprese;
1 — casova expanze
1 - nic se nedgje

)
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OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNI OPERACE)

AL 4

v Zzmena casového meritka )

[-]
/mM a)

X(t) ~ x(mt),

kde m je kladné redlné &islo ==+ o7 25 5%

Im
Im
Im

>
<

v s [-]

1 - casova komprese; % 2
1 — casova expanze

1 - nic se nedgje

3 2 4 0 1 2 3 4 5
X(t) t [Casova jednotka]

il
/ml/‘ C)

3.2 4 0 1 2 38 4 5
t [Casova jednotka]

a) original; b) m=2; ¢) m=2/3

Y




OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNI OPERACE)

v posunuti v case

X(t) ~ x(t+1),

T je redlné, od nuly ruzné
Cislo;

T>0-7




OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNI OPERACE)

V 4 A4 )
v posunuti v case £, a)

d

3 2 4 0 1 2 3 4 5

X(t) nJ X(t+'[), [xgti t [Casova jednotkal]
. Vs 7 (o) s 104 b)

T je realne, od nuly ruzne
Cislo; W
v v s X(t) t [Casova jednotka]
T > 0 - zpozdeni -] )

104
/

3 2 4 0 1 2 3 4 5
t [Casova jednotka]

a) original x(t); b) funkce x(t-1); c) funkce x(t+1);

Y
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OPERACE S JEDNOU FUNKCI

(UNARNI OPERACE)

x(t)

Vé Vé - [-]
v obraceni (inverze) % °
casové osy 5

321 0 1 2 3 4 5

x(t) t [Casova jednotka]
[-]
10 b)

X(t) ™~ X(_t) ’ 5

32 4 B8 1 2 8 4 &
X(t) t [Casova jednotka]

e
10 c)
5

32 1 0 1 2 3 4 5
t [Casova jednotka]

a) original x(t); b) funkce x(-t); c) funkce x(-t+1)

Y




ZAKLADNIi OPERACE S MATEMATICKYMI
MODELY VELICIN DISKRETNICH V CASE
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JE TO TREBA?




= _—

SHRNUTI

v definice zdkladnich modelu veliéin
(jednotkovy skok, impulz, periodicka
funkce/posloupnost);

v ruzné formy vyjadieni harmonické
funkce/posloupnosti;

v co je frekvencni spektrum?

v zakladni unarni operace s funkcemi/po-
sloupnostmi.




ZA TYDEN NASHLEDANOU
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