Fyzikalni praktikum 4

Pad plochych objektli vzduchem

a jejich rotace

Ukoly

1. Predméty obdélnikového tvaru (napf. papirek s rozméry 15cm X 4 cm) pii padu ¢asto zaénou
rotovat a padat Sikmo. Vysvétlete tento jev a svoje vysvétleni kvantitativné experimentalné
potvrdte.

Pomicky

K dispozici jsou m.j. poéita¢ s webkamerou, jednoduchy plexisklovy obdélnikovy tunel s vétrackem,
ve kterém lze sledovat momenty sil ptsobici na predméty obtékané vzduchem, termicky anemo-
metr, kterym lze méfit rychlost proudéni vzduchu v plexisklovém tunelu, zdroj koufe pro zviditel-
néni proudéni a laserova dioda s cylindrickou rozptylkou pro lepsi viditelnost koute.

Nasledujici text neni navodem pro FeSeni této konkrétni tlohy, prindsi ale nékteré uzitecné
informace o charakteru proudéni vzduchu okolo raznych téles.

Proudéni nestlacitelné tekutiny

Pokud studujeme proudéni tekutiny (kapaliny nebo plynu), jejiz rychlost je podstatné mensi nez
rychlost zvuku v dané tekutiné, miZeme tekutinu povazovat za nestlacitelnou. Potom muzZeme
pohybovou rovnici objemového elementu tekutiny vyjadrit tzv. Navier-Stokesovou rovnici
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kde ¥ je rychlost tekutiny, o jeji hustota, p tlak, v kinematicka viskozita a f je soucet zrychleni
od vSech objemovych sil (Casto jen tihové zrychleni §) pusobicich na tekutinu.

Pred hledanim pfiblizného feseni Navier-Stokesovy rovnice (1) pro tekutinu obtékajici n&jaké
téleso (v nasem piipadé tenkou rovinnou desku) je uzitené v8imnout si viskézniho ¢lenu v Av.
Tento ¢len se vyrazné uplatni jenom v oblastech, kde je rychlostni pole tekutiny silné nehomogenni,
tj. prakticky jen v blizkosti obtékaného télesa. Je vyhodné rozdélit si proudéni tekutiny do dvou
oblasti: prvni se nazyvi mezn{ vrstva a jde o oblast v tésném okoli obtakaného télesa, ve které
se uplatnuje viskozita tekutiny. Protoze nasi tekutinou je tentokrét vzduch, tedy plyn s nizkou
viskozitou, bude mezni vrstva pomérné tenké a jejich vlastnosti se letmo dotkneme jen v zévérecné
podkapitole. Druhé oblast obsahuje vSechen vzduch mimo mezni vrstvu a viskozita v ni proudéni
prakticky neovliviiuje. V této druhé oblasti proto rovnici (1) muZeme nahradit tzv. Eulerovou
rovnict
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Bernoulliho rovnice

Z Eulerovy rovnice lze primocafe odvodit dva uZiteéné zakony zachovani. V prvnim pripadé
vyuzijeme rovnosti

(ﬁﬁ) 7= %ﬁ(ﬁ.ﬁ) ;3 (%«v)

a dostavame
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soufadnice h oznacuje vysku. Pro ustélené (gf = 0) a nevitivé (6 X U ) proudéni dostdvame
Bernoulliho rovnici 1
p+ 5@02 + ogh = konst., (4)

ktera je zédkonem zachovani energie pro ustalené nevifivé proudéni nestlacitelné neviskézni ka-
paliny.!

Zakon zachovani cirkulace

Pii odvozovani druhého zékona zachovani si levou stranu rovnice (2) pfepiSeme na ‘31”;2 a celou

rovnici zintegrujeme po uzaviené kiivce:

dv 1=
.dr = ——Vp + g |.dr. 5
dt Jq{ < 0" g) )
Pro nestlacitelnou tekutinu (¢ = konst.) a potencialovou ob jemovou sﬂu J je pravé strana rovnice (5)
zjevné nulova. Levou stanu muZzeme rozepsat pomoci % (v.dr) = dr + v Q na
d
— ¢ v.dr — ¢ v.dv = 0.
afra-f
Protoze [¢.d7 = % musi byt hodnota druhého kruhového integralu nulova, takze dostavame
d
— ¢ U.dr=0. 6
o f (©

Kruhovy integral ¢ ¥.dr se nazyva cirkulace a ¢asto se oznacuje I'. Rovnici (6) tedy muzeme
prepsat na

r = fﬁ.df' = konst., (7)

coz znamend, ze cirkulace podél uzaviené kiivky pohybujici se spolu s neviskézni tekutinou se
neméni.
Protoze § 7.d7 = [ (V X 17) .dS, mizeme ze zadkona zachovani cirkulace zjistovat i hodnotu

S
rotace rychlosti. Je pfijemné, Ze v mnoha piipadech, jako jsou napf. homogenni vitr narazejici
na piekdzku nebo stojaty vzduch, do kterého nalétava kiidlo letadla, je rychlostni pole daleko
pred prekizkou nevifivé, tj. V x ¥ =0 a I' = 0. Pak musi rychlostni pole ziistat nevifivym i pii

obtékani piekazky, s vyjimkou oblasti ovlivnéné mezni vrstvou.?

'Protoze Elen ¥ x (6 X 17) v rovnici (3) je kolmy na rychlost ¥, plati Bernoulliho rovnice i v ustaleném vifivém

proudéni, ovSem pouze pro pohyb po proudnici, tj. kfivce rovnobézné s vektorem 4.

2Zatimco parcialni derivace % vyjadfuje zménu rychlosti plynu v jednom misté&, derivace i—f vyjadiuje zménu
rychlosti obJemoveho elementu, ktery se pohybuje spolu s plynem a po Case dt se tedy nachazi v misté vzdaleném
o 7dt. Plati ¥ = 6t+vzjz+vydy+vzgz =% 4 + (B.V)7.

3Pokud bychom ale myslenou uzavienou k¥ivku vedli tak, aby obklopovala obtékanou prekazku, pak hodnota
cirkulace na takovéto kiivce nemusi byt nulova ani pro nevifivé proudéni. Hodnota cirkulace by v tomto piipadé

souvisela se vztlakovou silou ptisobici na prekazku.
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Potencialové proudéni

Rychlostni potencial

Je-li proudéni nevifivé, mizeme najit tzv. rychlostni potencial ®, pro ktery plati

o
Vo = ox
0P
vy = ay’ (8)

tedy ¥ = V®. Vektor rychlosti a proudnice jsou kolmé na ekvipotencialni plochy (® = konst.).
Z rovnice kontinuity pro nestlacitelnou kapalinu

V.0=0 (9)

jednoduse vyplyva AP = 0.

Proudova funkce

V piipadé dvourozmérného proudéni (rychlost ¥ zavisi pouze na dvou soutadnicich z, y) je uziteéné
definovat tzv. proudovou funkci ¥ takto:

ov
v = —
ov
'Uy = —% (10)

Podobné jako definice ¥ = VO vede automaticky ke splnéni podmlnky V x ¥ = 0, vedou
rovnice (10) automaticky ke splnéni podminky nestlacitelnosti V.7 = 0. Podminka V x @ = 0
vede pro proudovou funkci k Laplaceové rovnici AW = 0.

Vyznam proudové funkce spo¢iva v tom, Ze jeji gradient je kolmy na smér rychlosti:

Y e (0V v\ (0v v\ _owow owow
U= or’ oy ) \oy 0ox)

To ale znamena, Ze kiivka s konstantni hodnotou proudové funkce je zaroven proudnici. Podari-li
se tedy spocitat proudovou funkci, je pak trividlni graficky zobrazit proudéni pravé proudnicemi,
coz je asi nejnazornéjsi zpusob.

Prubéhy rychlostniho potencidlu a proudové funkce v nékterych nejjednodussich pripadech
jsou uvedeny v tabulce 1.

v

Proudéni okolo nekoneéného valce

Pokud se¢teme dvourozmérné proudéni homogenniho toku s rychlosti 7 = (v;0) a dipélu D

(viz tab. 1), bude mit jedna z proudnic tvar pfesné kruznice s polomérem r¢ = ‘/Tq}e' Diky této

skutecnosti je lehké spocitat priabéh potenciadlového proudéni okolo nekoneéného valce s polomérem
ro vloZeného do homogenniho proudéni jako soucet proudéni homogenniho toku a dipélu:

2 2
_ 2 Yy =
Ve = Ve |:1 + To 7(‘%2 +y2)2:| (11)
2zy
.2
Uy = —UVelp (@2 + g2)° (12)
T
d = v |z + 12 13
6{ 0 2+y2] ( )
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Vg Uy P U
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Table 1: Veliciny popisujici dvourozmérné potencidlové proudéni nestlacitelné tekutiny pro nékolik
nejjednodussich piipadi: homogenni tok, zdroj tekutiny, jednoduchy vir a dipdl (tj. dvé nekonecné
blizkd mista stejné intenzivniho zdroje a zdniku). Q oznacuje tok tekutiny ze zdroje, T' cirkulaci
viru, D dipélovy moment, r = \/x2 + y2.

vvvvvv

musime mit nejprve vyfeseno i proudéni vzduchu okolo rotujiciho valce. Uhel «, pod kterym
proudi homogenni vné&jsi tok, nastavime tak, aby na pravém konci valce, tj. v bodé (rg; 0),
vzduch proudil vodorovné. Pro rychlostni potencial a proudovou funkci tak dostavame

® = ve(zcosa+ysina) + very % ~ 2v,7g sina arctg & (15)
dTYa t
. 2 Yd : 2 2
U = we(ycosa — zsina) — verg ——— + vero sina In(z” 4 y°) (16)
Tg = xcosa + ysina (17)
Yqa = ycosa — T sinaw (18)

Prvni ¢len rovnic (15) a (16) vyjadiuje pfispévek homogenniho vnéjsiho toku s rychlosti ve, druhy
¢len vyjadiuje vliv dipélu oto¢eného o thel a tak, aby byl spravné orientovan vici vnéjsimu toku,
a tfeti ¢len vyjadiuje vliv takové rotace valce, ktera zajisti horizontalni smér rychlosti na odtoku
z valce. Rovnice (17) a (18) zajistuji otoceni dipolu. Pfiklad pribéhu rychlostniho potencialu
a proudové funkce spo¢itany v rovnicich (15) a (16) je znazornén na obr. 1 a 2.

KdyZz uz zname ® nebo ¥ a tedy i rychlost proudéni okolo rotujiciho vélce (obr. 3), miZzeme
pomoci Bernoulliho rovnice (4) spocitat tlak u povrchu vélce (obr. 4) a naslednou integraci spocitat
vyslednou silu puisobici na valec. Dostali bychom tak pro odporovou slozku sily (FH, ve sméru v,)
a pro vztlakovou slozku sily (F'|, kolmo na v¢) rovnice

Fp =10 (19)
Fi = lovl, (20)
kde [ je délka vélce a I' je cirkulace podél libovolné uzaviené kiivky, ktera jednou obepina vélec.

Stejné vztahy bychom dostali pro libovolny objekt, ktery je vystaven dvourozmérnému poten-
cidlovému proudéni.?

1V realité kazdy objekt klade nenulovy odpor, coz je zpiisobeno zejména tienim v mezni vrstvé a tzv. odtrzenim
mezni vrstvy, které je zminéno v zavérecné kapitolce.
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Figure 1: Rychlostni potencial proudéni okolo
rotujictho valce spocitany podle (15) pro a =
20°. Nespojitost na zaporné ¢asti osy x je zpul-
sobena skokem arctg (y/x) z m na —m

musi byt rychlost tekutiny nejvétsi, aby byl za-
chovan celkovy tok tekutiny. (V téchto mistech

vy

Joukowskiho transformace
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Figure 2: Proudova funkce v okoli rotujiciho
valce spo¢itana podle (16) pro a = 20°. Kfivky
s konstantni hodnotou proudové funkce odpovi-
daji proudnicim.

Figure 4: Rychlost a tlak vzduchu u povrchu
rotujiciho valce pro a = 20°. Nacrtek vpravo
dole ukazuje kromé definice uhlu g také piib-
lizny tvar proudnice, ktera jde po povrchu valce
(modfe). Prerufovand Sipka ukazuje smér ve
a F Il

Kdyz zname feSeni potencidlového proudéni okolo nekone¢ného valce, bylo by sikovné, kdybychom
né&jakou transformaci tohoto feseni dokazali najit feSeni Laplaceovych rovnic A® = 0 nebo AV =0
i pro jina télesa. Takovato transformace existuje, k jejimu popisu se ale bude hodit, kdyZ na chvili
prejdeme k popisu dvourozmérného proudéni pomoci komplexnich veli¢in: komlexni soufadnice
z, komplexni rychlosti u a komplexniho potencidlu F':

T +1iy (21)
U = Uy — vy (22)
F = &+4i0. (23)
Derivace ,
OF _ y EE)=FG) _ 02 00 09 00 (24)
0z 2=z Z—z oz y oy ox
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v komplexnim oboru existuje, kdyz plati

0P ov

- = 2
oz oy (25)
0P ov

- = 2
oy Oz (26)

z ¢ehoz automaticky vyplyva platnost Laplaceovych rovnic A® = 0 a A¥ = 0 pro slozky kazdé
funkce F', kterd mé v komplexnim oboru derivaci. Diky (24) miZeme spocitat rychlost proudéni

o
9z

u (27)
Stac¢i tedy najit takovou trasformaci komplexnich souradnic, kterd zachova existenci derivace
funkce F'. Potom funkce ® a ¥ budou i po transofmaci do novych soufadnic feSenimi Laplaceovy
rovnice a budou tedy spravnym popisem potencidlového proudéni. Protoze se pii transformaci
zméni i kruh (nekoneény vélec) na jiné téleso, ziskdme uz jednoduse popis potencialového proudéni
okolo tohoto nového télesa.
Hledanou transformaci z pivodich soufadnic z; do novych soutfadnic z3 je tzv. Joukowskiho

transformace® (&ti Zukovski)
KQ
20 =21+ —. (28)
21

Rozepsanim této rovnice ziskame transformadéni vztahy

z1 (2% +yf + K?)

Tro = (29>
=i+ ui
2 2 2
y1 (xy +y;7 — K
ys = 1( 12 12 ) (30)
T+ Yi

K je realna konstanta, v nasledujicich ukazkéach je K zvolena jednotkova.

Pro takova télesa, jejichz tvar lze ziskat Joukowskiho transformaci kruhu, lze tedy prosté
v FeSeni ®(x1,y1) nebo ¥(x1,y;) nahradit puavodni soufadnice z1, y; pouzité pii FeSeni obtékani
kruhu za nové soutradnice z2, y2 podle (29) a (30). Obr. 5 ukazuje ptiklad nékolika tvart, na
které lze Joukowskiho transformaci prevést ruzné kruhy lisici se svym polomérem a pozici stfedu.
Je vidét, Ze timto postupem lze ziskat rtizné tvary véetné takovych, které se velmi bliZzi profilim
skute¢énych kifidel a ploutvi. Transformace soufadnic pro jeden z téchto tvara (kfidlo s ostrou
odtokovou hranou) je zobrazena na obr. 6. Vysledny rychlostni potencial a proudova funkce pro
tento tvar jsou vykresleny v obr. 7 a 8.

5 Dokazat, 7e Joukowskiho transformace zachova existenci derivace lze tak, #e Cauchy-Riemannovy pod-
minky (25) a (26) v novych soufadnicich rozepiseme na

0P Ovy | 00 Oyr OV 0w O Oy
8$1 ng 6y1 axg h 81‘1 8y2 8y1 Byg
00 Oz | 0@ Oyi O 0w O Oy
8551 8y2 (9y1 8y2 - 81:1 8$2 8y1 8132
a s vyuzitim (25) a (26) v ptivodnich soufadnicich dostavame jednodussi podminky

Orz _ Oy

8231 o 8y1

Orz  _ Oy

8y1 - 8%1 ’

I kdyZ se zd4, ze mnozstvi pismenek v rovnicich (29) a (30) je nepfijemné vysoké, je jednoduché platnost novych
podminek pro Joukowskiho transormaci potvrdit.

Druhou dilezitou vlastnosti Joukowskiho transformace je skutecnost, Ze transformace zachovava dhly mezi
kiizicimi se kiivkami. Diky tomu jsou i po transformaci splnény okrajové podminky na povrchu obtékaného télesa.
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Figure 5: Pfiklady tvari obtékanych téles (Cervend), které lze ziskat Joukowskiho transformaci
kruhu (modfe). Kruh prochazejici bodem [-1; 0] nebo [1; 0] bude transformovan ve tvar s ostrou
hranou, kruh se stfedem vychylenym mimo pocéatek souradnic povede k asymetrickému tvaru.
Modrym kiizkem je oznacen stied kruhu.

3 3
2 2
1 r 1
/ N
0 ( 0
4
! 1
2 2
3 3
302 4 0 1 2z 3 302 -

Figure 6: Joukowskiho transformace soufadnic pro okoli kruhu se stfedem v bodé [-0.1; 0.1]
a polomérem +/1.22 (shodny s obr. 5 vprostied dole). Stoji za povSimnuti, Ze thly mezi ¢arami
zustaly zachovany i po transformaci.
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Figure 7: Rychlostni potencial proudéni okolo profilu k¥idla pro a = 20°.

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Figure 8: Proudova funkce okolo kiidla pro a = 20°.

T
Figure 9: Proudova funkce spocitand bez za-

pocitani Kutta-Joukowskiho podminky. Na

odtokové hrané kiidla je vidét nerealné Figure 10: Tloustka mezni vrstvy u rovné tenké
proudéni okolo hrany, které by zde vedlo desky. Bod T oznacuje misto, kde se laminarni
k nekonecéné velké rychlosti. Pocitano pro o = charakter vrstvy méni v turbulentni.

30°al'=0.
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Obr. 9 ukazuje FeSeni Laplaceovy rovnice pro obtékani téhoz kiidla, do kterého ale nebyla
zapoc¢itané cirkulace okolo kiidla/valce. Takovéto FeSeni oviem vede k nekone¢né velké rychlosti
u odtokové hrany. Reélné proudéni vytvoii takovou cirkulaci, kterd odstrani tuto divergenci
rychlosti, jak je ukdzano na obr. 8. Toto tvrzeni se nazyva Kutta-Joukowskiho podminka a je
divodem, pro¢ jsme do Feseni (15) a (16) dodali i cirkulaci okolo vélce.”

Mezni vrstva

Protoze tésné u povrchu obtékaného télesa je rychlost tekutiny nulova, vznikne v okoli télesa tvz.
mezni vrstva, tedy oblast, kde existuje velky gradient rychlosti. V mezni vrstvé se proto projevi
i vliv viskozity tekutiny, dochazi zde tedy ke tfeni a nemusi zde byt zachovana nevifivost tekutiny.
Jak kapalina proudi okolo télesa, tloustka mezni vrstvy zpravidla roste. Na obr. 10 je nacrtnut
vyvoj tloustky mezni vrstvy u tenké rovné desky. Ze zacatku (v levé ¢asti obr.) je charakter
proudéni v mezni vrstvé laminarni. KdyZz Reynoldsovo ¢islo Re = vex /v (soufadnice x je v tomto
pifpadé vzilenost od zacatku desky) dosdhne hodnoty zhruba 2.10° a7 10°, stava se proudéni
v mezni vrstvé turbulentnim. S timto pfechodem je spojen dalsi nartst tloustky mezni vrstvy,
urychleni transportnich procest ve sméru kolmém k povrchu a tedy i zména profilu rychlosti
v mezn{ vrstvé. Jak je naznac¢eno na obr. 10, v turbulentni mezni vrstvé je profil rychlosti tésné
u povrchu strméjsi nez v laminarni vrsté.

U zakfivenych povrchu je situace slozitéjsi. Na zavétrné strané podle Bernoulliho rovnice
vétsinou roste tlak. Element tekutiny, ktery putuje mezni vrstvou, ale ztratil ¢ast své hybnosti
diky tfeni a pokud chybé&jici hybnost nedostal od rychle proudiciho plynu mimo mezni vrstvu,
nemtze mit dostate¢nou kinetickou energii k prekonani tlakového vzriistu a obteceni celého télesa.
V tomto piipadé dochazi k tzv. odtrzeni mezni vrstvy, jak je naznaceno na obr. 11, a za télesem
vznikd turbulentni oblast nazyvana tplav. Tvar profilu rychlosti proudéni v mezni vrstvé pii
odtrzeni je naznacen na obr. 12. Protoze u povrchu télesa v iplavu uz nemuze dojit k takovému
narustu tlaku, jaky by vznikl v potencidlovém proudéni, dojde pii odtrzeni mezni vrstvy k poklesu
tlaku za télesem a skokovému naristu odporu (F)). Protoze transport hybnosti do mezni vrstvy
je v turbulentnim proudéni rychlejsi nez v proudéni laminarnim, je nékdy mozné odtrzeni mezni
vrstvy potlacit nebo alespon bod odtrzeni posunout dale dozadu tim, Ze se ipravou povrchu télesa
doséhne rychlejsi prechod charakteru proudéni z laminarniho do turbulentniho. To je napfiklad
divod, pro¢ se na povrchu golfovych micka pii vyrobé vytvareji drobné dolicky. U kiidel letadel
dochéazi k odtrzeni mezni vrstvy pii prili§ velkém naklonu k¥idla. Protoze odtrZzeni mezni vrstvy
vede jak ke vzristu odporu, tak i k poklesu vztlaku, je tento jev nezadouci a konstrukce kiidel se
jej snazi potladit.

5V p¥ipadé nekoneéné tenké desky tato podminka sice odstrani nekoneénou velikost rychlosti na odtokové hrang,
neodstrani ale nekonecnou velikost rychlosti na ndbéhové hrané desky. Pfi vypoctu sil ptisobicich na obtékanou
Sikmou nekonecéné tenkou desku se proto musi spocitat i limita pro sflu piisobici ve sméru roviny desky vedouci ke
vztahu F) = 0.

"Protoze st¥ed kruhu pro nase kiidlo lezi mimo osu z, byla cirkulace ve vztazich (15) a (16) zesilena tak, aby
v odtokovém bodé [1; 0] mél vzduch smér kolmy na povrch kruhu.
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Figure 11: OdtrZeni mezni vrstvy (v bodé O)
pri velkém naklonu kfidla. Oblast uplavu je
oznacena pismenem U.

Figure 12: Profil rychlosti proudéni v mezni
vrstvé u zakfiveného povrchu. Proudéni
postupuje zleva doprava. Prvni t¥i profily
ukazuji rust tloustky mezni vrstvy, ¢tvrty profil
ukazuje situaci pii odtrzeni (oznacen pismenem
O) a paty situaci za odtrzenim, kdy u povrchu
vzduch proudi opa¢nym smérem.



	Úkoly
	Pomucky
	Proudení nestlacitelné tekutiny
	Bernoulliho rovnice
	Zákon zachování cirkulace


	Potenciálové proudení
	Rychlostní potenciál
	Proudová funkce
	Proudení okolo nekonecného válce


	Joukowskiho transformace
	Mezní vrstva

