Priklady do statistické fyziky a termodynamiky

1. Vypocet stavové rovnice plynu
Volnd energie plynu je ddna vztahem

1
F(V,T) = —gC-V-T“,

kde C je konstanta. Spocitejte stavovou rovnici daného plynu.
ReSeni: vyjdeme z defini¢niho vztahu pro volnou energii

F(V,T)=E—TS,

odkud zjistime
dF = —pdV — SdT.

jelikoZ se jednd o dplny diferenciél, musi platit
(5)
RN =D,
op)r

1 4

a tedy

coZ je hledand stavova rovnice.

2. Gama funkce
Gama funkce je definovédna integrdlem

['(n) ::/dt exp(—1)" L.
0

(a) Dokazte vztah
['(n+1)=nl(n),

1
F(n—l—z),nEN.

ReSeni: Nejprve dokaZeme 2al nebot’ tento vzorec pouZijeme i v nasledujicich bodech. Zapi§me tedy z
definice vztah pro I'(n+ 1) a upravme tento vyraz pomoci per partes

(b) spocitejte I'(n), n € N,

(c) spocitejte

I(n+1)= / dr exp(—t)t" = —t”exp(—t)]°0°+n/ dr " Lexp(—t) = nl'(n).
——— —
0 0 0

V &asti [2b| nejprve uréime I'(1):
(1) :/dt exp(—t) = —exp(—1)[7 = 1.
0

VyuZijeme nyni vzorce z[2a] pro vypocet hodnot gama funkci pro dalsi pfirozend Cisla
r)=r(1+1)=1-r(1)=1,

r(3)=2-TQ2)=1-2,
I(4)=3-T(3)=1-2-3=6,



[(5)=4-T(4)=1-2-3-4=24,

miZeme tedy urcit vzorec pro obecné n:
I'n+1)=n-(n—1)----- 3-2-1=n!.

Analogicky spocitame 2cf nejprve I'(1/2):

1 oo [ee]
F(2> :/dtexp(—t)t_% :2/dsexp (—sz) =T,
0 0
kde jsme v poslednim integralu provedli substituci = s?. Nyni budeme po¢itat hodnoty gama funkce pro
dalsi n: 3 . | . .
I'=z)=Tr{z+1)==I'{z)==
(2)=rG)=2r(a) =27

0(3) - (3) -t va-ive

2 2 \2 2 2 4
7 5./(5 1 35 15
r(iY=2r(2)=2.2.2 _ 2
<2> 2 (2) 23 VI VT
9 T _(7 1357 105
r(3)=3r(3) =333 3= vm

obecné pro n

. Stirlingav vzorec

S pomoci Gama funkce spocitejte pfiblizné vyjadieni In(n!) pro velké hodnoty n.

ReSeni:

Z predchoziho piikladu vime, Ze I'(n+ 1) = n!. Tohoto faktu pfi vypoctu vyuZzijeme. ZapiSme tedy Gama
funkci a argument vhodné upravme

I'(n+1)= / dr exp(—t)t" = / dr exp(—t) -exp[nln(r) /dt exp[nln(r) —1].

Provedeme substituci z = n+x

/dtexpnln( ) —1] /dxexpnln(n—l—x)—n x]

x? 7 2
~ / dr exp [nln(n) —n— 2’1] = exp[nln(n) — n] / dr exp (_Zn> )

JelikoZ je Gaussova funkce nenulové jen na uréitém intervalu, jehoZ §ifka je v§ak mnohem mensi nez
n, miZzeme spodni hranici integralu poslat do —eo. Potom mame Gaussovu funkci, kterou dokdZeme
integrovat

explnln(n) — n /dt exp (-) /dt exp (-) — Vaznexplnln(n) — n).

. Vypocty ve vice rozmérech
Spocitejte objem a povrch n-rozmérné koule.
Reseni:



Tuto tlohu lze fesit dvéma zplisoby. Bud’ si poctivé spocitat Jakobidn transformace do n-rozmérnych sfé-

vvvvvv

druhy zptsob feSeni. Ve 3D piipadé je koule mnoZina bodi, které spliiuji rovnici
B3(R) : x} +x3 +x3 <R%, (1)

a hranice tohoto objektu
S}(R) : x} 4+x3+2% =R 2)

Pro dimenzi prostoru rovnu d tyto vzorce snadno zobecnime:
BYR):x} +x3 4 +x5 <R% 3)

a pro hranici
STHR) i xF 434 x5 =R 4)

V dalsim znaceni nadefinujeme objem ve zobecnéném slova smyslu, jelikoZ jednorozmérném piipadé se
bude jednat o délku dsecky, ve dvou rozmérech plochu kruhu, atp.

Vol (S'(R)) = 2R, 5)
Vol (S*(R)) = 47R>. (6)

JelikoZ ma objem jednotky délky umocnénou na danou dimenzi prostoru, miZeme hledany objem napsat
pomoci objemu jednotkové sféry

Vol (S‘H(R)) — R4l (S”H) . %)

Objemy jednotkovych sfér jsou potom prod =1ad =2:

Vol (§') = 2, (8)

Vol (%) = 4. )

Nyni se ndm problém zredukoval na tikol najit objem jednotkové sféry. Predpokladejme prostor RY se
soufadnicemi xy, X2, ...,x; a necht’ r je radidlni soutadnice

rzzx%—l—x%—l—--'—l—x,zl. (10)

Cesta za vypoctem objemu bude nasledujici: spocitdme integral
Id:/ dx;dx,...dx,exp (—r%). (11)
R4

Prvni metoda: integral rozdélime na d integrald, z nichZ kazdy integrujeme samostatné, tedy

d
I = H/dxie*"f2 = (vVa)! =zt (12)
=1

Nyni integrujeme druhou metodou: integral spoéitime tak, Ze rozdélime R? na tenké sférické slupky.
JelikoZ prostor dany konstantou r je sféra S~!(r), je objem slupky mezi r a r +dr roven objemu S9! (r)
vyndsobeny dr. Potom

Id:/wdrVol (571()) exp (=) = Vol (Sdl)/wdrrdlexp(—rz) (13)
. 0
- %Vol (Sdl)]dz exp(—1)1771, (14)
0



kde jsme vyuZili a v zdvére¢ném kroku jsme provedli substituci ¢ = r*. Posledn{ integril miZe byt
vyjadien pomoci Gama funkce, tedy
1 d
la=5Vol (s1)T (5 ). 15
¢ =5Vo > (15)

Tento integral je také roven I; = 77:%, jak jsme spocitali vySe. Potom hledany objem jednotkové sféry je
roven

[STEW

vol (57°1) = Fz’f (16)

3

[STISH

Snadno pak uré¢ime Vol (Bd) :

1

! d ! Vol (84-1)
Vol ( B¢ :/drVol S1(r)) = Vol (54! /drrd’I:Vol Rl T Sk G ST )
() = [ s v (s77) [t —von (50 7 =206
odtud ., y .,
2mw2 T2 T2
( ) ar(g) 4r(4) r(a+9)

. Obsazeni energiovych hladin vodiku

Atom vodiku se nachazi v hladin€ n = 3. Za ptedpokladu, Ze obsazeni energiovych hladin je ddno mi-
krokanonickym rozdélenim spoctéte pravdépodobnost toho, Ze se atom nachdzi ve stavech se stejnym
vedlej$im kvantovym Cislem /.

ReSeni: Nejprve je nutné urcit poCet moznych stavii pro kazdy kvantovy stav popsany /. Pro n = 3 jsou
mozné kvantovd &isla [ = {0,1,2}. Kazdy stav s vedlej§im kvantovym &islem [ je jesté rozdélen podle
magnetickych kvantovych &isel, ato m = {—[,—I+1,...,1 —1,1}. Kazdy takovy stav je je$té rozdélen
podle spinového kvantového &isla s = +1/2. Nyni spocitime pocet vSech moznych stavi pro jednotlivé
stavy s danym [:

o [=0:m={0},s={£1/2}, atedy jsou mozné dva stavy,

o [=1:m={-1,0,+1}, s ={£1/2}, Sest moznych stavy,

o [=2:m={-2,—1,0,+1,+2}, s = {£1/2}, deset moznych stavi.
Pravdépodobnost spoc¢itdime snadno pomoci vzorce

# stavy s kvanvovym Cislem [ =i
w; =

# vSechny moZné stavy

odtud snadno zjistime, Ze

. Vyjadreni entropie
Entropie pro izolovanou soustavu je ddna vztahem

S=kplnQ, (19)
kde Q je pocet mikrostavil. Pro uzavienou soustavu
S=—kg) walnw,. (20)

Spocitejte entropii izolované a uzaviené soustavy.

ReSeni: Soustava je rozdélena na A (t€leso) a A’ (termostat). Energie izolované soustavy je souctem
energii téchto dvou soustav, jejichZ energie je rovna Ey = E + E’ = konst. Spocitejme nyni entropii v
jednotlivych pifipadech. V izolované soustavé A kazdému stavu n piislusi Q(Ep — E,;) stavl soustavy
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A’. Tento vyraz miZeme upravit, vezméme logaritmus z poCtu stavd, ktery rozvineme podle Taylorova
vzorce do prvniho fadu podle E,

d as E,
kB ln[Q(EQ — En)] ~ kB IHQ(EQ) — ﬁkB an(E)En = kB an(E()) — ﬁEn = kB ln.Q(E()) - ?n, (21)
po odlagaritmovéni a vydéleni kg v tomto vztahu dostaneme
E,
Q.(EO — En) ~ .Q(E()) eXp (_k > . (22)
B

Celkova entropie izolované soustavy je potom rovna

E, E,
So =kgln {ZQ(Eo)exp <_kBT)] = kg InQ(Ep) + kg anexp <_I<BT> =kgInQ(Ep) +kpInZ.
(23)

V piipadé uzaviené soustavy je nutné secist entropii v obou podsoustavach
So=S+5=—kg) walnw, +kgInQ(Ey—E) =

1 E, E, kg In Q(F,
—kBZEGXp <_]<BT> (—IHZ— X T> —|—kBln.Q.(E0)— B;EQ(O)E =

B

11 E, E E E
kslnZ+—Y —exp [ — E, +ksInQ(Eo) — = = kg InZ9— + kg InQ(Ep) — = =
B +T;‘ZeXp< kBT> n kI Q(E) — 7 = ke InZ97 + ks In Q(Eo) — 7=

kgInQ(Ep) +kglnZ. (24)
V obou prtipadech je entropie zaddna stejnym vyrazem.

. Tepelna kapacita
Ukazte, Ze cy je ddna fluktuaci energie, tj.

ReSeni: Stfedni energie soustavy je rovna

E=Y w.E,,
n

pro V = konst. se E, neméni, potom mizeme pro tepelnou kapacitu psat

oE ow,,
v= (aT)V:;E"(aT )

Pravdépodobnost obsazeni daného stavu je rovna

F—E,
wy = exp Wl )

odkud snadno ziskdme derivaci podle teploty

JoF
Wy 9 (F—E, F—E, T(ﬁ)V*F“En F—E,
= — exp = exp .
oT ), oT \ ksT ), kg T kT2 kg T

Nyni vyuZijeme znalosti z termodynamiky, odkud zndme definici volné energie

F=E—TS,dF = —pdV — SdT,



potom

JoF
(57), =~

E=F+TS,

coZ dosadime do vztahu pro derivaci w, podle teploty

ow,\ E.—E (F—E,\ E,—E
= X = Wy.
aT ), keT? P\ kgT kT2 "

Tepelnd kapacita je potom ve tvaru

E,—E 1 1
Cy = ;Enwnm = kBT2 <;E3Wn _E;Enwn> = kBT2 (<E2> _EZ) ’

odtud dostdvdme hledany vztah

1
= kBTz <AE2>

Ccv

. Zastoupeni molekul dusiku v raznych stavech

J4dro atomu dusiku N4 md jaderny spin I = 1. Pfedpoklddejme, Ze dvojatomova molekula N, miiZe pro
klasické teploty konat pouze rotaéni pohyb, ale ne vibrani pohyb. Navic zanedbejme pohyb elektron.
Najdéte relativni mnoZstvi ,,orto* a ,,para* molekul v plynu sloZeném pravé z molekul dusiku. (,,Orto*
— symetricky spinovy stav, ,,Para* — antisymetricky spinovy stav). Co se stane s relativnim mnozstvim

molekul v té€chto stavech, je li teplota plynu T sniZena limitné k absolutni nule?

ReSeni: Jadro "N ;4 md bosonovy spin I = 1, vyslednd vlnové funkce systémi jader musi byt symetricka.
Pro dusik v orto-stavu musi byt rotacni kvantové Cislo J liché Cislo, aby byla celkova vinova funkce

z ¥z

symetricka. Pro para-stav musi byt J zase sudé ¢islo. Rotaéni energie dusikové molekuly jsou ve tvaru

hZ
Ej=—JJ+1),JeN

kde H je moment hybnosti. Spoc¢itdime nyni pomér populaci jednotlivych stavi

hZ
#populace para-dusiku Yiicne s(2/ + 1) exp [* 2T+ 1)] I1+1

#populace orto-dusiku Yde s (20 + 1) exp [_ 5 HhszT JU+ 1)} I

9

kde I je spin dusikového jadra. Pokud
2

L<<1
HRT ’

miZou byt sumy aproximovany integraly, postupné¢ mame

h2
2J+1)exp | — JJ+1)| =
lichzéj( ) p[ 2HkgT ( )}
=) h2 1 s 2
4m—+1 _ 2m2m+1)| = - A1 _ om(2m 1) | =
mg'o( m-+ )exp[ SHT m(2m + )} 2/dm( m-+ )exp[ SHT m(2m+ )]

0

17 1’ HkT
:/dxexp[ ]: 5.

2

0

T HkgT " %)

(25)



Druhy integrél spo¢itdime podobné:

2
Y (2/+1)exp [— 2HkBTJ(J+ 1)] =

sudé J
oo 2 17 2
mz:‘b(4m+3)exp [ZHkBT(szr 1)(2m+2)} = 20/dm (4m+3)exp [ZHkBT(szr 1)(2m+2)} =

*lex i /O?dm(4m+3)ex — " (2m* +3m)| =
2P\ HksT / P\ HksT -

| 2 /°° . > HigT 2 6)
= —€X €X — = €X .
2P\ HieT Y\ T ke T 2 P\ HigT
0

po dosazeni dostaneme

#populace para-dusiku 741 . h? I+1
= X =
#populace orto-dusiku 1 HkgT I’

jelikoZ I =1 je hledany pomér roven

#populace para-dusiku 2 27)
#populace orto-dusiku 1’

Pro vypocet poméru atomu, kdy 7 — 0 vyuZijeme faktu, Ze
h2

HkgT

> 1,

potom exponencidla rychle konverguje k nule, vezmeme proto jen prvni ¢len z kazdé sumy
2

h
2HkpgT

IS hz
J(J+l)} =) (4m+1)exp {—ZHkBsz(zmH)} ~1,

Y (2/+1)exp [—

liché J m=0

h? i K> 2
2J+1 - =Y @4 - 2m+1)(2m+2)| ~ - :
S%;,J( J+ )exp[ 2HkBTJ(J+ )] ”;O( m+3)exp[ 2HkBT( m—+1)2m+ )] 3exp< HkBT>

Pomér jednotlivych molekul se potom zméni na

#populace para-dusiku 7+ 1 . h? R
= X (oo}
#populace orto-dusiku 31 HkgT ’

N2

vSechny molekuly dusiku jsou pfi teploté bliZici se absolutni nule v para-stavu.

. Wienuv posunovaci zakon
Odvod’'te Wientv posunovaci zakon z Planckova vyzafovaciho zdkona.

Reseni: Planckiliv vyzarovaci zakon je ve tvaru
8mv? hv
3 .
C hv
exp ( kBT) —1

Wiendv zdkon je vyjadfovan pomoci vinovych délek, proto nejprve prevedeme do vinovych délek
pomoci vztahu

B(v,T)= (28)

Iv(A)
oA

B(v,T)dv=B(A(v),T) ‘ ‘d/l,

B(A,T)
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po prevedeni do vlnovych délek dostaneme

8mch 1
< .
A exp (—th; /1) —1

Mame hledanou funkci a stacf jiZ jen najit jeji maximum. Po zderivovani podle vlnové délky dostaneme

B(A,T) = (29)

n he 1
ksT2 - CXp (k!%)

-5 =0.

Oznacime
hc

Xmax = )
kB Tafmax
kde index ,max‘ oznaCuje bod, ve kterém funkce nabyvd svého maxima. Tento bod je dén feSenim

rovnice
Xmax —5

exp(Xmax) — 1

Odtud dostaneme pro maximdlni frekvenci

b
2fmax = ?7 (30)
kde P
C
b= .
kBXmax

Stefaniiv-Boltzmanuv zakon
Odvod’te Stefantiv-Boltzmantiv zdkon pro mnozstvi energie vyzarené jednotkou plochy za jednotku Casu.

Reseni: Vyjdeme z definice intenzity
OE =1(v,6)dQ-dS-dr 31

Intenzita je tedy z definice energie, kterd dopadne na plosku dS z thlu dQ za ¢as df v intervalu frekvenci
dv. Za Cas dr dopadne na plochu zéfeni z objemu

dV =dS-cosd -c-dr.

Potom plati
dQ
B(v,6)dQ-dS-dr = ce(v)cos(9) - Edv -dS-dr,
odtud ziejmé plati
c
B(v,0) = —¢(v 0.

(v,0) pp (v)cos

Funkci B(v, §) nyni zintegrujeme pres prostorové thly

2 %
C

B(v) :// 40 e(v)cosd = ﬁs(v)/dq)/dﬁ sin(8) cos(8) = £(v).
Qt 0 0

potom ze znalosti hustoty energie
8mv3 hv 27v3 hv
B(V) - 2 c3 hv N c? hv ’
exp (kTT) -1 exp (kTT) —1

po integraci pres vSechny frekvence dostaneme

B=oT". (32)
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12.

Rayleighuv-Jeansav zakon
Odvod’te Rayleightiv-Jeansiv zdkon pomoci ekviparti¢niho teorému.

Reseni: Rayleightiv-Jeansiv zakon popisuje elektromagnetické zaieni v uzaviené dutiné. Podle Ekvipar-
ticntho teorému se jednd o soustavu oscildtorti s energii

1
Ey=2-—kpT = kpT.
2
Energie soustavy oscilatord je rovna souctu energii jednotlivych oscildtori. Od sumace mizZeme piejit
zndmym postupem k integraci, z feSeni Céstice v krabici vime, Ze

27'51’1,‘

ki: Li )

potom pocet téchto stavt v intervalech An; je roven

Ak, Aky Ak
AnyAnyAn, =Ly Ly-L,— ——
N—— (275)3
Potom pro celkovou energii vSech ¢astic miZeme psat
&Sk ° / K2
E= E%Z/ V/d /de/dk 2kT V/dk2kT 4T,
; k - (271: o / B B 2n)}
v integrélu provedeme substituci k = 27V /¢, dostaneme
V2
E zV/dv2k3T~47r—3, (33)
c
odtud mame )
v
£y~ Y k. (34)
c

Zemé pod vlivem Slunce
Predpoklddejme idedlni Slunce a Zemi — oboje absolutné ernd télesa v prdzdném a plochém prostoru.
Teplota Slunce je rovna Ts = 6000 K. Teplotni pfenos mezi ocedny a atmosférou predpokladejme na Zemi
efektivni do té miry, Ze je teplota povrchu stejnd na kazdém misté. Polomér Zemé je Rz = 6-103cm a
vzdélenost Zemé-Slunce je d = 1.5-10'"' m

(a) Spocitejte teplotu Zemé.

(b) Urcete silu, kterou zareni od Slunce plisobi na Zemi.

(c) Srovnejte vysledky s t€émi pro meziplanetirnimi chondrity sférického tvaru. Chondrit je vyborné
vodivy a lze jej s dostateCnou presnosti brét jako cerné téleso. Polomér je d = 0.1 cm a pohybuje se
po kruhové trajektorii kolem Slunce s polomérem stejnym, jako vzdalenost Zemé-Slunce, a to d.

ReSeni:
(a) Celkovy tok zéfeni vychdzejici ze Slunce je roven
F =4nR’0T3,
tok zafeni na jednotku plochy ve vzdélenosti d (Zem¢é) je roven

F _4nR:oT!

S 4md?

na povrch Zemé tedy dopada
RoTS
Fy = 7 RS,



JelikoZ je Zemé& v termodynamické rovnovaze, musi také stejny tok vyzéfit jako absolutné erné

téleso
Fs =47nR% 0Ty,
odtud —
R:oT
" O 7R2 =4nRY 0TS,
R.
To =1/ == T, = 290K. (35)

2d

(b) Uhel, pod kterym dopadd slune¢ni zdfeni na zemi je vzhledem k velikosti Zemé a jeji vzdalenosti
od Slunce konstantni. Proto miiZzeme silu spocitat piimo ze vzorce

RioT? .o
F S L'/n
F="0 & TP _ 6 108N.
C C

(c) MiZeme pouZit stejné vzorce odvozené vyse
T =290K,.# =1.7x 10" ''N.

13. Harmonicky oscilator
Spoctéte vlastni vektory pro linedrni harmonicky oscildtor v soufadnicové reprezentaci.

Reseni: Pro vypocet vyuZijeme kreacnich a anihila¢nich operdtord. Vime, Ze @|0) = 0|0). Spocitejme
soufadnicovou reprezentaci tohoto vektoru

(qla]0) = (4]010),
jelikoz zname vyjadreni anihilacniho operatoru pomoci £ a p
A 1 ( A + . A
a=— i
/A q+1ip

ktery dosadime do predchoziho vzorce. Dostaneme

~—

)

. L 1 . il
(a1410) = (4| 5 @+ip)|0) = = ({4110} +ilgl p10)),
operator miZe zapusobit na stav vlevo, potom
= ((ql10) +1(q] p10)) = —=a(a]0) + - (4]0) =~ =ghola) + +-holg) = 0.
V2 V2 dx V2 dg

Dostdavame tedy rovnici pro zjistén{ vlastni funkce stavu |0)

1 d

\ﬁqho(‘l) + d*th(CI) =0. (36)

Resenim rovnice je

2
ho(x) = Cexp (m(;l)x ) .

Konstantu C spocitdme z podminky normovanosti vlastnich vektorti. Musi platit

/dx[ho(x)}2 =1.

Potom

cr =/ =. (37)

10



Vyslednd vlastni funkce je ve tvaru

2m mox?
ho(x) = { - exp <— - > (38)

Pro vypocet soufadnicové reprezentace stavii s nenulovym n vyuZijeme vlastnosti kreatniho operatoru
@' |n) =+/n+1|n+1). Pron =1 dostaneme

(gla" |0) = (q|0),

(i n|t)=tao)

4<Q|0>+ < (4]0) = (q]1),

potom
Upravime levou stranu

odtud
o) =5 <qho<q> n ddqho<q>) , (39)

pro vlastni funkci /,(q) pak miZzeme napsat rekurzivni vztah
(@) =5 a1 @)+ 3o 1@) o)
n\q \/QQn—lq dqn—lq .

14. Soustava harmonickych oscilatoru
Spoctéte termodynamické vlastnosti systému N rozliSitelnych klasickych harmonickych oscilatord s frek-
venci m.

Reseni: Energie soustavy harmonickych oscilétori je rovna
N 2
1
E= (”umwzqg). (41)
m

Spocitame nejprve statistickou sumu

1 N ma)zq2
Z:— n =
2 /Rm "p- eXp[ ; 2kaT 2kBT>
2 2.2
p mm*q
dN n n —
/ "pedia: Hexp<2kaT+ 2kBT>
2 2.2
mm-q
dp, -d n) —
H/ P Cn eXp(zkaT+ ZkBT>
N o N
1 /ood p2 /d mw2q2
_ .ex €X -
NSy PP\ ket TP\ ST
0
1 2mkgT N 2mkgT\Y  [kgT\V
— 2mkpT 7 - = =(==) . @2
hN<\/mB7T mw2> (hw) <hw) 42)

Volnou energii spocitime snadno ze vztahu

B B ksT\" ksT
F= kBTIII(Z) = kBTln ( ho > = NkBTln < ho ) (43)
Pro vypocet tlaku a entropie vyuzijeme Maxwellovy relace
JdF

=—|=—=)] =0 44
p ( av> e (44)

JoF ksT
S=—(==) =Nkg|In| — 1 45
(57), = (s )+ “

11



15. Rozlozeni hustoty v atmosfére

16.

Spoctéte rozloZzeni hustoty ve sloupci plynu o zdkladné A pod vlivem homogenniho gravitacniho pole.
Predpokléddejte, Ze plyn je tvofen nerozliSitelnymi ¢dsticemi, kaZzdd s hmotnosti m.

Reseni: Opét zaCneme vypocltem statistické sumy. Tu pro soustavu nerozliSitelnych ¢dstic zapiSeme ve

tvaru 5
B3V p. B3N Py mgq
(27rh / prearexp Z YmksT  ksT )|’

kde Q = {[x,y,z};x € [-L,L],y € [—L,L]7 z € ]0,0),L € RT}. Spocitdme statistickou sumu pro jednu

Edstici
1 g4q
= | [ap- d
(2mh)3 /peXp< 2 kT>/ qexP( kT) ’
R

prvni integrdl je z preskdlované Gaussovky, proto je roven

2
/dp exp< 5 [;<BT> (2mmkgT)3.

Druhy integral
P T ke T
/dq exp( ) /dx/dy/dzexp( >:AB.
mg
L -L 0
A kgT
mg
Potom | T
B
= 2mmksT)2A—2—. 46
(27h)3 5 (27mksT) mg (46)

Hustota pravdépodobnosti, Ze se &astice vyskytuje ve fizovém objemu d*p - d*¢ je ddna vztahem

4y L&pdg p’ mgq
Wy, = ——————53 €X ——— | €X
"= 7 rn)pd TP\ 2mkeT ) P\ kT
2
mg P mgq\ 3 3
exp | — exp | — d’p-dig.
(2wmksT)3? AkgT ( 2kaT) ( kBT)

Budeme se zajimat jen o pravdépodobnost nalezeni Castice v dané poloze q, proto w, zintegrujeme pres

prostor hybnosti
mg mgqs \ 3
dw, = — -d
/ Yn = AksT eXp( kT ) @
P

P

kde & oznatuje hustotu pravdépodobnosti vyskutu dané &istice v elementu dg. Koncentraci pak zis-

kame
Nmg mgqs
= — ) 47
" AkBTeXp< kT > “7)
Hustota je rovna
mgqs
p(z) =p(0)-exp | — . (48)
ksT

Tepelna kapacita plynu I
Uvazme plyn s dvouatomovymi molekulami. Spocitejte molarni tepelnou kapacitu daného plynu. Poci-
tejte pouze s vibracnim pohybem molekul, kdy je energie ddna vztahem

E,=ho <n+ ;) . (49)

12



Spocitejte nejprve statistickou sumu, ze které urcite volnou energii a z volné energie jiZ Ize urcit hledanou
tepelnou kapacitu. Vyslednou tepelnou kapacitu miZete napsat v aproximaci nizkych a vysokych teplot.
ReSeni: Spocitime statistickou sumu (parti¢ni funkci)

1 oo
Z= Z exp < > Z exp [ (n+ 2) = exp <_21F;(30T> Z exp (—&n) . (50)
n=0

Nekonecna fada je fadou geometrickou, u které dokdZeme zjistit soucet. Potom miZeme statistickou
sumu napsat ve tvaru

ho
exp (— )
7 2ksT _ 2 1 ‘ 51)

1—exp( h“’) 2 {exp (%) —exp <_ZZ%>} 251nh< hao )

Pomoci statistické sumy lze snadno najit volnou energii

F = —kgTn(Z) = ks T'In {2 sinh (;:’Tﬂ .

Z vypocetniho hlediska se jevi nejvyhodnéjsi postup nejprve spocitat vnitini energii pomoci vzorce

oF
E=F+TS=F-T| == .
Vv

aT

Po dosazeni a derivaci vyjde

ho ho ho ho
E = kgTIn |2sinh —kgT In | 2sinh ——cotanh =
B n[ sin <2kBT>} B n{ sin <2kBT>] + 5 cotan <2kBT>

h—wcotanh heo
2 2kgT )~

Z energie jiZ snadno spocitdme hledanou tepelnou kapacitu

OE ho\ 1
. <8T>V - <T> kg cosh? (T“’T) 2

Na zavér ur¢ime tepelnou kapacitu pro vysoké a pro nizké teploty:

e aproximace nizkych teplot: v rovnici pro tepelnou kapacitu funkci cosh rozepiSeme pomoci ex-

ponencial
) <8E) (m)2 1
v =\ == = —_— .
v NT ) o [exp (f) —exp (— )]

kBT

Prvni exponenciala nabyva vyrazng vétsich hodnot nez druha exponencidala, proto miiZeme tepelnou

kapacitu napsat ve tvaru
2 (ho\’ 2ha
~N— | — —— . 53
cy kB<T) exp( kBT> (53)

e aproximace vysokych teplot: v tomto piipadé nabyva sinh velmi malych hodnot, proto provedeme
rozvoj podle Taylorova vzorce do prvniho fddu, potom

o\? 1
. <“’> L (54)
r ke (12
B\ kT

13



17. Tepelna kapacita plynu II
Uvazme plyn s dvouatomovymi molekulami. Spocitejte molarni tepelnou kapacitu daného plynu. Poci-
tejte pouze s rotacnim pohybem molekul, kdy je energie ddna vztahem
g PG+
J,m 2] I
kde I je moment setrvacnosti molekuly. JelikoZ nelze statistickou sumu spocitat analyticky, vyjadrete ji
v aproximaci vysokych a nizkych teplot.

(55)

ReSeni: ZapiSeme opét statistickou sumu, ktera je ve tvaru

E .
Z=Ygj ——L 56
;g,exp< kBT>, (56)
kde g; znaci degeneraci dané energiové hladiny. Po dosazeni (55) dostaneme
s j(j+1)
Z= 2j+1 - . 57
Lo e~ 57)

Tuto sumu neumime analyticky spocitat, proto particni funkci vyjaddiime pro dva pfipady: limitu vyso-
kych a nizkych teplot.

¢ limita vysokych teplot: v tomto piipadé plati
2

21kgT

proto (57) je vlastné levd Riemannova suma. Potom mtiZeme psat

<1,

- mj(i+1) r R j(j+1) r m’z 2k T
2j+1 PN o [ dj2)+1 _AAT D :/d — - .
J.;O( j+1)exp < 2ksT O/ J @i+ Dexp | == / L\ T lke T 72

Odtud urc¢ime volnou energii

21kgT
F=—kgTln ( h’j ) ,
vnitini energie
E =kgT,
a nakonec hledana tepelnd kapacita
Cy = kB. (58)
o limita nizkych teplot: pro nizké teploty je
hz
1
21kg T >4

exponenciala rychle konverguje k nule, a my proto miiZzeme vybrat ze sumy jen omezené mnoZzstvi
s¢itancd. Vezméme dva, potom je statistickd suma rovna

S 7j(j+1) h2
2j+1 CERITN o1 3exp .
j;,( It )eXp< 20ksT TP T T

Uplné stejnym postupem jako v predchozich piikladech uréime volnou energii, vnitini energii a
nakonec tepelnou kapacitu. Vnitini energie je rovna

3n? 1
E=—r———77
I3y exp <11??)
a nakonec hledana tepelnd kapacita
3 1
N kg T2]? 2 12 2°
[3 eXp (_ 2kBTI) +exp <2kBTI)}

14

cv (59)



18.

19.

20.

Ovéreni jednotek
Ukazte, Ze tlak a hustota energie maji stejnou jednotku.

Reseni: ovéfime jednotky z defini¢nich vztaht:

[F] kg-m-s™2

[p] = Tzkgm”-s*,
.mz.s_z.
e] = ﬂ— kgT:kg-m*I-sfz.

Relativistické castice
Spoctéte hustotu stavi pro relativistické Castice a najdéte limitni vztahy pro klasické a ultra relativistické
Castice.

Reseni: Pro hustotu stavi plati vztah

V1 k(E)4!
p(E)= %ﬁVol (Sd”) % (60)
dk

kde g je degenerace energiovych hladin, d dimenze prostoru a Vol (Sdfl) povrch d — 1 rozmérné sféry.
V nasem piipadé mame d = 3. Disperzni zdvislost E (k) je ddna vztahem

E = Vm2c* + 1*k2c?,
odtud
E2 _m2cA

k—
fic

Do (60) dosadime pfislusné veli¢iny, dostaneme
4rgV 1
E)= 28" _ E\/E2—mict, 61)

PLE) = (27h)3 3

e Klasickd limita — Energie je v tomto piipadé rovna:

| 2

Eq. ~ E —mc? = Vm2c* + 2k2c2 —mc® = mc* || 1+ — 5= me* ~
m2c
2

1 72> , K
mc <1—|—2mzcz>—mc =S (62)

e Ultrarelativistick4 limita — v tomto p¥ipadé plati E > mc?, potom miizeme v odmocniné zanedbat
druhy Clen
4rngv 1 _,
pPE)= S —53E

(2mh)3 ¢
Odvozeni Maxwellova-Boltzmanova zakona
Ukazte, Ze v klasickém piipadé€ je mozné z grandkanonického rozdéleni jedné ¢éstice odvodit Maxwelliv-
Boltzmaniv zdkon rozloZeni rychlosti.

Reseni: Pro podet stavii bosonu v intervalu energii (E,E +dE) plati
p(E)dE

dN: E—-
exp (ﬁ) 1

JelikoZ v klasickém ptipadé je




21.

22.

muZeme jednicku ve jmenovateli zanedbat. Potom po dosazeni za p(E) dostaneme

4rgV E—pu
dN = V2mE dE.
Qany3 P ( ks T >

Vyraz transformujeme ze soufadnic energie do soufadnic rychlosti

dE = a—Edv = my,
v

protoZe uvazujeme klasicky vzorec pro kinetickou energii E = 0.5 - mv?

gV —= m 0.5mv* — 1 4ngV V2 u
YT R VI 2P ( keT >m T aan™ " P\ T ke ) P\ ke )

Pro vypocet 1 vyjdeme ze vztahu pro jednu Castici

M gV 3
= 27wmk T
<kBT> Gy FPT)

gv

I=N= (27h)3

S (2mmksT)3F;

2

/ dx
0
V integrdlu nabyva exponencidla vyrazné€ vét§ich hodnot nez jedna, proto ¢islo jedna zanedbame, dosta-

neme _
1 M I 3
~ = I't=).
O/dxx2 exp< x—|—kBT> exp (kBT>/dxx2 exp (—x) = exp (kBT> (2>

Dosadime do pfedchoziho vzorce

3
E exp X—ﬁ>

gv u 3
Tk exp <k3T> = (2mmkpT) 2.

Odkud obdrzime

aw—ar [ —" ) exo (=) d (63)
W= 27'L'kBT Y p ZkBT v

Odvozeni Planckova zakona
Ukazte, Ze v klasickém piipad¢ je moZzné z grandkanonického rozdéleni pro Castice s u = 0 odvodit
Planckiiv zdkon.

Reseni: Pro pocet bosonil v energiovém pasu plati vztah
p (E)dE

Pro fotony plati 4 = 0, a energie je rovna E = hv. Pfejdeme analogicky jako v pfedchozim piikladu k
proménnym frekvence. Pro hustotu energie vyjde vztah

dN =

2
EdN = O hv (64)

3
¢ exp (,{};—VT) -1

Bosonovy a Fermionovy integral
Dokazte rovnost

xmfl
0
a (o=}
m—1
= [ S = {(m) - T(m), (66)
0/ exp(x) — 1



kde {(m) je Riemannova funkce

Reseni: Integral /;(m) upravime na tvar

[ 1
/dxi /dxx’" Yexp(—x) ——n—,
/ exp(x) 1 +exp(—x)

zlomek v integralu nyni miZeme rozvinout podle vzorce

1 2

potom dostaneme

L= [ ep(-0) Y (<) exp(—ka) =

dxx™ T exp(—x) —— =
/ 1 +exp(—x) / =

Z/dx Kexp[—(1+ k)",
k=07

v sumé polozime k' = k+ 1, z integralu vyjmeme ¢leny nezdvislé na proménné x a nasledné provedeme
substituci y = kx

pa /dx exp [—(1+K&)]x™ Z /dx(_l)k lexp(—xk’)xm = Z o /dyexp(—y)y’" L
0 0

k=1 k=1

JelikoZ je argument integralu nezévisly na s¢itacim indexu k', miiZeme sumu upravit samostatné. Jednd
se 0 nekonecnou radu, ve které je podil s lichym ¢islem kladny a podil se sudym ¢islem zaporny

i (_ ki i 21 1 m y 21
k=1 =1\ 1:1
Takto napsanou sumu muZeme upravit nasledujicim zpisobem
oo oo 1
1; 21—1 1; (20)m
1 n 1 IRLI N 1 1 1 1 B
Im "~ 3m o 5m (21 —1)m m - 4m - Gm (21)m B
1 1 1 1 1 1 1 | |
1m+2m+3’"+4m+ k™ (2’”—’_4’"+ +(2l)m+ > k;km 1:21(21)’”
Zkfmﬂ memz (12" e (68
k=1 =1 k=1
Upravend funkce potom vypada takto
= (— 1)k 17
Z k,m /dy exp(— =(1-2"m) kfm/dy exp(—y)y" ' = (1-2"""){ (m)[(m). (69)
k=1 k=1
0

17



Druhd rovnost se dokdZe analogickym zptisobem — provede se rozvoj s pomoci vzorce (67)

= ot
X X
0 p(

Z/dxx’” exp[—x(1+k)] Z/dx Lexp(—xk) =
k=07 0

k=1

1
km

s

[ @y exp(=y) = S (m)T(m).
0

k=1

23. Vlastnosti funkci
Definujme funkce
17 -l
B,(y)= dx ,
0) I'(n) / exp(x—y)—1
0

1 T x1
szmmfwwmww+r

Pro tyto funkce dokazte

dBn-‘rl( )
B

& n(v),
! dF,

n(—l&-l(y) —Fn(y)

y
ReSeni: Nejprve spocitime
dBthl(y) / dx — 1 /dxxnd 1
dy n—|—1 ) exp(x—y)—1 F(n—l—l)o dyexp(x—y)—1°

V této fazi vyuZijeme znalosti derivace funkce v argumentu integralu. JelikoZ

4 T
dyexp(x—y)—1  drexp(x—y)—1’

miZeme vyraz na pravé stran¢ dosadit do integralu, ve kterém pomoci metoty per partes dostaneme

oo

_;/dxxni 1 _ 1 /
F(n—i—l)o drexp(x—y)—1 T(n+1) exp(x y)—1], exp(x — y—l

0

Déle vime, ze I'(n+ 1) = nI'(n). Potom dostaneme

= n—1

dy dy T(n) exp(x—y)—1
0

= Bu(y)-
Vztah pro fermiony lze dokdzat analogicky.

24. Bose-Einsteinova kondenzace ve 2D?
Ukazte, Ze pro dimenzi prostoru d = 2 nedochdzi ke vzniku Boseho-Einsteinova kondenzatu.

18
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25.

Reseni: Nejprve spoitdme hustotu stavii ve 2D:

2mwgSm
Termodynamicky potencidl je roven
Q:—/dE /dEp(E) — o
0 0 exp ( ks T ) -1
kde .
2ngSmE
dE'p(E") = ="
/ PE) (27h)?
0
Potom je € rovno
2 i E
Q= (;Tjs;?; / aE E—p ’
0 exp (kBiT) -1
Pocet ¢astic je ve 2D pripadé€ roven (uvazme y — 0)
7 p(E) 2mgmS. [ 1 2mgmS
N:/dE _ kBT/dx _. ks TE(T(1).
- 2 _ 2
0 exp (%—#) —1  (27n) exp(x)—1  (27h)

JelikoZ { (1) — oo, do stavu s E = 0 1ze umistit libovolny podet Castic.

Plyn s elektron-pozitronovymi pary
Pii teplotich kgT ~ mec? dochazi k tvorbé& pari elektron-pozitron. Najdéte rovnovazny pocet e~ a e*.
Reseni: vyjdeme z rovnice

Y yiui=o, (74)
i
jelikoz pri dané reakci vznikne jeden elektron a jeden pozitron, bude jejich celkové mnozstvi stejné. Proto

‘U7+,LL+:0:2.U,

chemicky potencidl v obou dvou piipadech je tedy roven nule. JelikoZ vime, Ze pro extrémné relativistické
fermiony plati
4rgV 1 E*dE

dNE — 3*3 5
(27h)* ¢ exp (%)%—1

potom pro pocet Castic plati

AmgV 1 / E? 4ngV (kgT)? ( U )
(27T7l)3 c3 exp <E;{B—7/:l) +1 (27[h)3 c3 kgT

V nasem piipadé, kdy u = 0 dostaneme pro funkci

H -2 3 3
Bl—)=(1-2 3) I'(3) =--2-C(3) ==C(3).
() = -2 e =5 200 - 300
Pocet Castic snadno dostaneme
3ngV (kBT)3
N.=N_= 3
+ 4(7_[;.1)3 C3 C( )
Pro g = 2 dostaneme
3V (kT
Ny = __271'2<hc> €@3). (75)



26. Pocet castic bosonového plynu

Ze vztahu v
8 3 H
Q=—kpT ——=27mkpgT)2B;s | — 76
o s k) 8 (). 6
platného pro nerelativisticky idedlni bosonovy plyn spoctéte pocet castic N.

ReSeni: Pocet Castic je dan vztahem

o0Q
N=—|= )
<8U>ﬁv

kam dosadime vztah (76)), potom dostaneme

8V I p (.
(27[h)3 (ZﬂkaT) 8/433 <kBT> .

W

N = —kgT

Z predchoziho ptikladu vime, Ze
dB
P =5,0),
y

odkud

dBn—H (kBLT) 1 U
du :kBTB"<kBT)'
Pocet ¢astic ndm pak vyjde
gv
(27h)3

N= (27mksT)? By < H ) . (77)

ke T

27. Rovnice adiabaty
Naleznéte rovnici adiabaty pro idedlni fotonovy plyn v proménnych pa V.

ReSeni: Volnd energie pro fotonovy plyn je rovna

4 4
F=——0oT"V,
3c
vime, Ze plati nasledujici rovnosti
JdF JdF
— | =-p, == =-S5
V), oT ),
Entropie je potom rovna
16 4
S - ?GT; V,

za teplotu dosadime vztah spocitany pomoci prvni uvedené derivace

3cp
T=4/="%
40’
po dosazeni do rovnice pro adiabatu
5
43 ;
S= —lc%pzcj’tv = konst..

3z

. oy L. 3 s
Vsechny konstantni ¢leny mizeme zahrnout do konstanty, dostaneme zavislost p#V = konst., ktery jesté
upravime do standardniho tvaru
4
pV3 =konst. (78)
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28.

29.

Degenerace fermionového plynu

Prepiste podminku degenerace fermionového plynu kg7 < €r jako vztah mezi vinovou délkou de Bro-

glieho viny tepelného pohybu a Fermiho vlnové délky.

Reseni: Nejprve do vzorce pro Ay dosadime zadanou podminku

o 27h? S 2mh?
= mkgT MEg '

Fermiho vinovou délku miZeme vyjadfit ve tvaru

2nh  2mh 4720
PE \2me V 2me’

Ap =

Potom muiizeme nerovnost napsat

27h? 27h?
Ar = > ~ Ar.
ka T MEER

Potom hledanou podmnkou je
AT > lp.

Tepelna kapacita plynu IT1

Spoctéte cy nerelativistického fermionového plynu a ovéite platnost klasické limity pro cy /N.

ReSeni: Pfi vypoCtu vyuZijeme znalost vnitfni energie fermionového plynu v klasickém piipadé

3gV u
=28 kTF; (—
223" 3<kBT>’

_8V. ([ KH
N__A%Fé(kBT>’
Ar—

E
a vztah pro pocet Castic
kde

27h?
ka T '

Energii rozsifime pomoci vyrazu udédvajici pocet ¢astic N/N(T, i), dostaneme

Zavedeme znaceni

Tepelnou kapacitu spocitdme podle zndmého vzorce

JFs

OE 3 Fs o3 a7
=(Z2) =ZNkg-2+>NkgT
v <8T>NV 2 BF%+2 B

derivace funkce F, podle T vypada ndsledovné

21

2Fy —Fs

A W G D T R
oT )yr OT \keT ) " |\OT ), yksT kgT?

(79)

(80)

(81)

(82)



Dosadime do vztahu pro cy a obdrzime

3 Fs 3 ou u FsF,
CV:*NkaZ—I—*N ( > — = [
2

Pro dalsi vypocet vyuZijeme faktu, Ze celkovy pocet Castic nezavisi na teploté, tedy

JdN 3 1 [du i} B
(57), =37 [ (55), i =

Odtud vyjadiime parcidlni derivaci chemického potencidlu podle teploty

P 3 B
<a?> =73k ®9
V.N 3
Po dosazeni do ¢y dostaneme

3 FsF 3 F 3 Fs 3 Fs 3 F;3 FsF
=_-N|1—-—22 ——kp—= ~Nkg—=% = ~Nkg{ -+ —-N-*2|1—- 22
V=2 2 ( 2BF1>+2 B T2\ R 2R 2
(F;) 2 2 2 2 (Fg)

V kladickém pripad€ miZeme funkci F, aproximovat
u
F, = — 84
() "
potom jsou vSechny podily funkci F rovny jedné a dostaneme zndmy vztah pro tepelnou kapacitu

3
cy & ENkB' (85)

Jiny zpiisob FeSeni: Nejprve pomoci termodynamiky spocitdme, cemu je rovno cyy. Vime, Ze

_r (95
ve=t\or )y,

entropii zavedeme jako S = S (N(u,V,T),V,T), potom

s\ (SN, V.T),V,T)\  _[9S ON as
T<8T>V,,u_T< T V,/J_T W V.u ﬁ V,p+T ﬁ V,N'

Vyuzijeme Maxwellovy relace plynouci ze vztahu pro volnou energii

dF = —SdT — pdV + udN,

s\ __(ou
dN v,r_ T )y

Za predpokladu, Ze pfi konstantnim objemu se pocet Castic neméni, tj.

ON ON
=) +(Z) =o,
<a.u>r,v <8T>u,v

owy __(ow) (o
T ) yy ON )y \OT u,vl

22

odkud

dostaneme vztah



Spocitan€ parcidlni derivace dosadime do vyrazu pro cy

(9N TN 798
V= \ou )y \9T ) 4y aT )y’
~—_————

CV.N

Pro tepelnou kapacitu potom dostaneme vztah

(86)

V tomto kroku skonéime s termodynamikou a vyuzijeme vysledku statistické fyziky. Staci ,,jen* dosadit
piislusné veli€iny pro klasicky fermionovy plyn. pro nerelativisticky fermionovy plyn. Termodynamicky
potencidl takového systému Céstic je roven

gV %
Q=" kgTFs | ). 7
PN 3(kBT) ®7)

Z zjistime entropii plynu

S:_<89> e (5,75_#&)
oT V. 7LT 2 2 kgT 2

Z entropie pak snadno zjistime tepelnou kapacitu cy

N gVkg (15 u u?
=T (== =2 2 2F -3 "F+—5—=F ).
Vi <8T>V_H 23 (4 P 2 TR

Z (B1) spocitame parcidlni derivaci

JdN gv (3 u
(8T>W N T% <2TFg - kBTzF;> '

ONY  _gV 1,
o)y, AjksT

Vsechno dosadime zpét do (86), obdrzime

A na zavér

F? 2
gVks | (15 u u? o[ 975 3u u
8N (P s e B e o 2 B g
TNTR (4 P kT 3 TR ATPF, kT 3BT |

Cely vyraz podélime kgN, na pravé strané dosadime

eww 150 w2 By o9Fy 3p w2 By

N 4 F kT RTIE 4F kI RIF
2 2 2 2

V kladickém piipadé mizeme opét funkci F;, aproximovat vyrazem (84)), potom

cyn 15 u w9 M M

kN 4 “kgT KZT? 4 “kgT IEZT?

NP

Dostavame se do nejlepsi ¢dsti vypoctu, jediny nenulovy Elen bude 3/2, ostatni zmizi, potom mame
vysledek
Cy N 3
—= = 88
ksN 2 (88)

coZ je stejny vysledek, jako v predchozim pfipadé.
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30.

31.

Klasicka limita
Oveérte platnost klasické limity

3
= —NkgT
) B,

ReSeni: Vyuzijeme opét vztaht (80) a (81). Zde vyjadiime priblizng funkci F, jako (84). Potom pro
energii plynu dostaneme

3gV M 3gV H
E=—-=2kgTFs | — =—kgTF:
223" 5<kBT> 23 BETEP <kBT

analogicky mizeme upravit poCet Cdstic

Spocitame E - N/N,
3
= EkB TN. (89)

Relativisticky plné degenerovany fermionovy plyn
Spocitejte:
(a) hustotu stavd,
(b) Fermiho energii, Fermiho hybnost,
(c) pocet Céstic,
(d) vnitini energii,
(e) termodynamicky potencidl,
(f) stavovou rovnici
pro relativisticky (v piipadé [3Tf] ultrarelativisticky) pIné degenerovany fermionovy plyn. Pocet Céstic,

vnitini energii a termodynamicky potencidl vyjadrete jako funkci Fermiho energie.
ResSeni: JelikoZ je fermionovy plyn plné degenerovany, jde teplota 7 — 0. Potom vyraz

| 1 E<u
—0+ -
exp(kBT>+1 0 E>u
(a) Hustotu stavi uréime ze vzorce
Vv
d d
n(p)dp = ()3 89
potom
V 3
(p)dp= 5P dp.

(b) Vzhledem k tomu, Ze pln€ degenerovany fermionovy plyn obsazuje hladiny pouze do stavu s Fer-
miho hybnosti pg, dostaneme po integraci tohoto vyrazu

v PF
TR 3
Odtud Fermiho hybnost je 1
1 (N3
pe = (37%) (V) h.
Fermiho energie
& = \/ prctmdct.
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(c) Vyjadiime hustotu stavl v zdvislosti na energii. Dostaneme

V 2_m2

n(e)de = e 3

Provedeme substituci € — mc?t a dostaneme

21\ 3
n(t)dr = m\/ﬂ — 1rds.

2R3

Pocet &astic pak dostaneme integraci pres t od 1 do eg/mc? (pfed substituci od mc? do €f) a vyna-
sobenim faktorem s exponencidlou, ktery je vSak pro teplotu roven limité viz vySse.

7t2h3c3 / dtt

jehoZ feSenim je

(d) Vnitini energie je didna vztahem

Integral Ize vyfeSit pomoci substituce t = cosh(x) a naslednych uprav pies vzorce pro hyperbolické
funkce zjistime, Ze

4 mc2 2 4 _ B
— /dt % 2_7‘/(’"0) t(tz—l)\/tz—l—ln(t+\/t2—l>t et
8mh 81 t=1

Vysledek tedy dostaneme ve tvaru

4
_V(me) 8F<2 & _1> g€ o ofe | &

gm2n® | mc \ " (me?)? (mcz)2 0 e (mc?)?

(e) Termodynamicky potencidl Q analogicky jako pfedchozi piipad. Pocitdime integral

EF_
V mcz 4 me2
a--tPe) [w@-)
1

3
2

s Xz

Integrujeme stejné jako v predchozi ¢asti a dostaneme

04
Q:_m 8F<2 & _1> & Er i_]

—1+In| —
sm2r® | mc? \ 3 (mc2)? (mc?)? 2 (mc?)?

(f) Nejprve ptepiSeme vyse odvozené vyrazy pro pripad ultrarelativistického plynu. Pocet Cdstic

wo V) ey

3n2hS \mc?
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termodynamicky potencidl
q_ V(me) ()’
12721 \mc?
a vnitini energie
g Vo) ey
4m2n® \mc?)
Jelikoz plati Q = —PV, zjistime, Ze
o (m) ()’
12721 \mc?/

tento vyraz vyjadfime pomoci poctu Castic

Ul

3

4
N\3

P

4
3

Odtud vyplyva, Ze P o< p3.

32. Fluktuace
Spocitejte fluktuaci poctu Castic pro piipad grandkanonického rozdéleni (AN2 = <N2> —(N >2> Apli-
kujte na pfipad nerelativistického fermionového a bosonového plynu.
Resen: Vyjdeme z definice (N), tento vyraz pak upravime

eXp <_E/LN_:UN>
kT
(Ny=Y Nw,n=Y.N _
n,N n,N

)
—

Vyuzijme nyni faktu, Ze derivace exponencidly podle chemického potencidlu je rovna

En. 7”N
Jexp (—71537 ) N < EmN—/.LN)
exp| ————— ).

8,u kBT kBT
Potom
exp (—L’N_”N) keT O E N
ksT —
LN == ZeXp<—"’N = )
= = E u kgT
derivaci mizeme vyhodit pfed sumu, v sum¢ vyraz navic roz§ifime E
kgT 0 E,n—uUN kgT 0Z
e e B
= &‘LL N ksT = a[.t
Analogicky budeme postupovat pro (N?)
E;LN_ﬂN
exp (—E)
<N2>:ZN2W}17N:ZN2 - B
n,N n,N =
Potom
exp (< E)  r e a E N
ksT _
ZNZ _ B — E ZNieXp (_n’]v‘u’>’
b ) E = u kgT

s

derivaci miZeme vyhodit pfed sumu, v sumé vyraz navic rozsifime

(=]

kgT o

EnN_.uN
R N P bk S IR
= aug‘, exP( kT )

kT 0
E du

(1] (21
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33.

JelikoZ mame vyjadieny vyraz pro (N), miZeme tento vzorec piepsat jako

d(N) kT JE d (N) >
T+t g Wigy =kl -+ V)"
Odtud snadno zjistime, Ze
d (N)
2 —_ 2 = —_—
(N*) —(N)" =kgT T

Nyni aplikujeme piipad bosont: stfedni pocet Cdstic je roven

potom

Také miiZeme napsat

Pro fermiony plati stejné vzorce aZ na znaménko, tj. nejsou popsdny funkci B, ale F'. NapiSeme proto
rovnou vysledek
u
(an? 1 h (k?r)
N2 N g\’
7y ()

2

Virialovy teorém
Odvod’te viridlovy teorém pomoci klasické mechaniky.

ReSeni: V piipadé pohybi v centrdlnim silovém poli miZeme odvodit jeden dileZzity teorém — o viridlu.
UvaZme veli¢inu
G= Zpl I,
i

kde s¢itdme pies vSechny ¢éstice daného systému. Totdlni derivace této veliCiny je rovna

dG
’m ZZi‘i'pi+Zpi'l‘i- (90)

Prvni ¢len na pravé strané miZeme upravit

ZI",‘ ‘Pi = Zm,-l"i . l",' = Zmiviz =2T.
i i i

Druhy ¢len upravime jako
Y piri=) Fi-ri.
i i

Rovnice (90) se poté zméni na tvar
d
EZp.ri:2T+ZF,--ri. On
i i

Spocitdme stiedni hodnotu z dané rovnice, a to tak, Ze obé€ strany integrujeme v mezich od 0 do 7 a

vydélime 7
T

0
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34.

Levou stranu miiZzeme piipadné napsat ve tvaru

Q=

G(1) = G(O)] =2(T)+ <ZF> ©2)

Pokud je pohyb periodicky, nebo mame-li prostorové omezeny systém (takze i funkce G je shora ome-
zend), miZeme v tomto piipadé pro velka 7 poloZit levou stranu rovnu nule, potom dostavame

(T)= —% <ZFi-ri>. (93)

Clen na pravé strané¢ mliZzeme jeSteé rozepsat. Sila plisobici na jednu ¢astici je ddna vzdjemnou interakci

N s

¢astic a vnéj$imi silami — tlakem

_;<;Fi.ri> - <_ <;ri-VH>—P< SdAn.r>>.

Odbocka: Eulerova véta o homogennich funkcich
M¢éjme homogenni funkci N proménnych stupné k, tzn. plati

ftxy,tx0, -+ s txy) = 5 f (x1,22, -, xn) -

Eulerova véta fikd, Ze soucet soucani parcidlnich derivaci homogenni funkce s odpovidajicimi promén-
nymi je roven dané funkci ndsobené stupném homogenity

N p)
an f(XI’;? 7XN) :kf(xth,"‘ axN) . (94)
n=1 "

Konec odbocky.
Necht’ je potencidlni energie IT homogenni funkci soufadnic stupné n. Potom mame

_% <_ <Xi:ri-VH>—P<ﬁdAn-r>> = %(n(H)—ISPV).

Tento vysledek dosadime za pravou stranu rovnice (93), viridlovy teorém pak dostaneme ve tvaru

2(T) —n(I1) — 3PV = 0. 95)

Aplikace virialového teorému
Odvod’te stavovou rovnici idedlniho plynu pomoci viridlového teorému.

ReSeni: Stiedni hodnota kinetické energie je podle ekviparti¢niho teorému rovna

3
T)= -kgT.
()=
Nyni je otdzkou, jak vyjadfit ¢len na pravé strané rovnice (93). Z definice idedlniho plynu je ziejmé,
Ze vzdjemnd interakce C4stic plynu je velmi vzdcnd oproti interakci Castic se sténami nddoby. Tyto sily
vzdy hraji roli pfi interakci Castic plynu se st€énami nddoby a vyskytuji se pravé v celé plose stén. Potom
sumaci mtizeme nahradit integralem pres plochu stén nadoby. Diferenciél sily miiZeme napsat ve tvaru

dF; = —PndA,

nebo
P

1
2;F,~-ri:—2/dAn-r,
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35.

36.

kde P je tlak vyvolany tokem cdstic, n normdlovy vektor a dA element plochy stény nddoby. Pomoci
Gaussovy véty miZeme integral piepsat ve tvaru

/dAn~r:/dVV-r:3V.

Vyraz pro kinetickou energii a pro potencidl dosadime zpét do (93)

3 3
—~NkgT = PV 96
> Nks SEV; (96)
odkud jiZ snadno obdrzime
NkgT = PV, 97

coZ je hledand stavova rovnice idedlntho plynu. Stejny vysledek dostaneme z (95)).

Aplikace virialového teorému IT

Systém obsahuje N velmi slabé interagujicich Castic a jeho teplota je dostate¢né velka nato, abychom
mohli pouZit k popisu klasickou statistiku. Kazd4 ¢4stice md hmotnost m a osciluje v daném sméru kolem
své rovnovazné polohy. Spocitejte tepelnou kapacitu systému za teploty 7' v nasledujicich pripadech

(a) Vratnd sila je pfimo imérna vychyleni x z rovnovdZzné polohy.
(b) Vratnd sila je imérna x.

Ulohy miZete pocitat bez explicitniho vyjadieni pfislusnych integrdld. urCete pomoci viridlového teo-
rému stavovou rovnici plynu.

ReSeni: V obou piipadech vyuZijeme vzorec , avSak bez plosnych sil, tj. P = 0. Potom pro jednotlivé
pfipady napiSeme feSeni.

(a) Sila je imérn4 r. Potenciél je proto imérmny IT o 72, Jedn4 se tedy o homogenni funkci druhého
fadu. Viridlovy teorém muizZeme zapsat ve tvaru

proto

Tento vysledek dosadime do rovnice pro zdkon zachovani energie U = (T') + (II)

U =2(T) = 3NkgT,

odkud
U = 3NkgT.
(b) V tomto piipadé IT o< 74, mame tedy
2(T) —4(IT) =0,
odkud dostaneme 9

¥ v

Kmity krystalové mrize
Spocitejte tepelnou kapacity krystalové miiZe pro

(a) Debyetiv model,

(b) Einsteintiv model
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krystalu.
Reseni: Potiebujeme spocitat vnitini energii kmitd, kterd je zfejmé rovna

_ 13 Eiexp (=BE:)
V. Yiexp(—BE;)
UvaZme N-iontovy harmonicky krystal, coZ Ize uvazit jako 3N nezavislych oscilatori. Prispévek k cel-

kové energii piislusného normalniho médu s kruhovou frekvenci w,(k) mtize mit pouze diskrétni mno-
Zinu hodnot

(98)

E, = (nks + ;) has(k), (99)

kde ngs €0,1,2,---. Celkova energie je rovna je soucet energii individudlnich kmitovych médi

E = E’ (nks + ;) hay(K).

= éln (;exp(ﬁEi)> .

Definujeme funkci f ve tvaru

Snadno si ovefime, Ze plati

Dosadime nyni za E,,, dostaneme

ln{ZeXP [ 5§hazv(k) <l’lks+ ;)

Nks

T

exp | — B (k)
= yin ll:sll—ezlg[—ﬁ;zak(}k)] L[S e oo

ks

Vnitini energii pak uré¢ime podle vzorce uvedeného vyse, tedy

o[ ] [1 ]

Posledni vyraz miZeme prepsat jako

1
Zhws (nks 2) : (100)

kde ziejmé plati
1

ks = exp (Bhan(K)) — 1

Srovdme-li tuto rovnici s , miizeme odvodit, Ze ny, predstavuje excitaéni &islo normalniho médu ks

Yv

pti teploté T'. Klasickd energie krystalové miiZze pak musi byt zobecnéna na tvar

B ! rodl)

Tepelnd kapacita je potom rovna

o hok)
;8 exp (Bray(k)) —1°

(101)
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(a) Pri Debyeové aproximaci predpokladdme, Ze
(k) = ¢, (k°)k.
Sumu v (101)) mizeme nahradit integrdlem (mutiZze byt pres prvni Brillouinovu z6nu)

Loy (k)
v arz/ 3 exp (Bhoy(K)) — 1

Tento integrdl nahradime integrdlem pies sféru s polomérem kp zvoleny tak, aby obsahoval pfesné
N vinovych povolenych vektori, kde N je pocet iontt v krystalu. Objem k-prostoru pfipadajici na
jeden vlnovy vektor je (27)°/V, coZ vyZaduje objem k-prostoru (27)°N/V pro vyplnéni objemu
4rkd /3, taZe kp je spocitdno rovnici

&

=
Dosadime predpoklddané podminky

2 kp
hegk 0 fick’
Zar/ )3 exp (Bhcsk) —1 ao/ / )3 exp (Bhcsk) — 1

provedeme substituci

ficgk
X =
kgT’
dostaneme
hqu
kp
Z /d / hcgk 1 kBT x*exp(x)
oT 3exp (Bhcsk) —1 873 (exp(x) —1)2°
Oznacme nynfi
1 1 1
- = dQ — 102
A 4An Xs:/ el (102)
a pro kp navic plati
Wp = kDC7
pro Debyeovu teplotu @p
kB®D = h(l)D = thD.
Po dosazeni nakonec dostaneme
©p
3 T 4
T x*exp(x)
= 9nk / dx ———. 103
o (65) J el - 17 o

Mame tedy vzorec, ktery zavisi na parametru ®p. Debyeovu teplotu ur¢ime pomoci nizkoteplotni
limity. Tepelnd kapacita za nizkych teplot je rovna

27172 k kBT 3
Cy = —— _—
|4 5 B hic )
kam dosadime vzorec pro Debyeovu teplotu
kg®p = fickp = hevV6m2n,

po dosazeni do vyrazu pro tepelnou kapacitu za fic/kg

Ll (T
s TP\ep)
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(b) Einsteintiv model je vhodnéjsi pro optickou vétev a predpoklada, ze
os(k) = wg.

Tepelnou kapacitu uré¢ime opét z (I0I), kam dosadime patii¢nou disperzni relaci

(1)
CV:ilhwEN hwE) [ ol

1
S S ( |
BV xp <h77> -1 kT exp (hwE> 1}2
37. Volna castice I

Spoctéte stfedni hodnotu soufadnice pro pfipad jednorozmérného pohybu volné ¢4stice uzaviené v oblasti
x € [0, L], operdtor hustoty v soufadnicové reprezentaci je ve tvaru

x—x)?
pxtp) = pexn (P55 ). (104

ReSeni: stiedni hodnotu spocitime ze vzorce

Stopu miZeme prepsat

L

L oo
Tr(ﬁ)?):/dx' <x’\[5)2]x/>:/dx’/dx<x'\ﬁ\x><x])?]x’>,
0 e

0

Prvni maticovy prvek v integrélu je operator hustoty, druhy maticovy prvek je
(x]£]x") =x(x|x') =x8(x—x).

Potom dostaneme
L

L oo
o= [ax [ axlexp (T3 =X) _/_1/ ek
—O/dx /deexp< Py x0(x x)—L dxx—z.

0

38. Volna castice II
Spoctéte maticové elementy operatoru hustoty volné ¢astice v impulsové reprezentaci.
ReSeni: Operator hustoty je dan

. exp( BH)
P I (-pA)

Spotitejme proto nejprve partiéni sumu. Hamiltonidn volné &stice je ziejmé roven H = p?/(2m):

(105)

Z(T,V,1) = Trexp (— Z<¢p‘exp —BH) ‘¢p> Zexp( ﬁp)

Jelikoz vlastni hodnoty p leZi velmi blizko sebe ve velkém objemu, miZeme piejit od sumace k integraci

( gp ) 2 7Vr>3 @T) :%'

Nyni miZeme napsat maticové elementy operatoru hustoty ve tvaru

Z(T,V,1) =

<¢p ’p|¢p> exp< Zﬁni) >5pp’-
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39. Volna ¢éastice 111
Spoctéte stfedni hodnotu Hamiltonidnu volné ¢astice pfimym vypoctem v impulsové reprezentaci jako

<%> —Tr (p;?) . (106)
ReSeni: Stopu si rozepiSeme jako

1 (5.) = X0 o7[0) = X (01010 el#1)= X, [ 1 o0 (52 )] (5,80 )

Opét prejdeme od sumace k integraci a integrél prepiSeme do sférick}’/ch soufadnic

1WA v —Bp? 1 2 —Bp?
ot dpp? =2 .
w22mV (27r)3/ PP exP( 2m ) om” (2m)? eXp( 2m >

Provedeme klasickou substituci a dostaneme

oo

) = th (271r)2;<[3h2> [ st exp(—x),

0

Snadno zjistime, Ze
3

40. Volna castice IV
Spoctéte stfedni hodnotu hamiltonidnu volné Castice ze znalosti parti¢ni funkce (v rdmci kvantové fy-

ziky),

7=V (107)

A’%

ResSeni: Stfedni hodnota Hamiltonidnu je rovna

_Tr[exp(—BI:I)I:I]__in - (exp (—BE ——in
<H>— Tr[exp(—ﬁﬂ)] - aﬁl [T( p( ﬁH))]_ aﬁl ( )
nyni miZeme dosadit za Z
8 d 1 8 31 3

41. Dva fermiony
Spoctéte elementy maticové reprezentace operdtoru hustoty a parti¢ni funkci pro dva neinteragujici
fermiony.
ReSeni: VInové funkce popisujici tento systém musi byt antisymetrickd vzhledem k zdm&né &astic, proto
mame |
\P1,p2) = 7 (Ip1,p2) = P2, P1))-

Operdtor hustoty pak spocitime podle (105, tedy

. 1 +p3
<P’17P/21P\P17P2> 2Z(P1 P2| Pz,PH)eXP< pl p2>(1P1,P2>—\P2,P1>)

2mikgT
1 2
ZZZeXp< g;nk T>(<p1,pz\p1,pz> {P1, 05| p2,p1) — {Ph, P | P1.p2) + { Ph, P} | P2, P1))
1 2+ 2
250 (22 ) 5 (51— 1) 8 (0~ p2) — 6 (8~ 92) 3 (63— 1) -

8 (py—p1) 6 (py—p2) +6(p2—p2) 6 (P —p1)]

1 Pi+p3
—erp (5B} (6 (0 1) 6 (0 —p2) 3 (01 ) 3 0 ).
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Nynfi jesté spocitdme particni funkci, kterd je ve tvaru

. 1 p? +p3
Z=Tr|exp(—BH)]| = 5 Z (<P17P2—<P2,P1|)CXP(—2mk 2>(|P1,P2> |p2,p1))
Pi1,P2 B
2,2
P1+P2 p1 + P>
2 2 ————Z<)[2-26 —
o T> (p1.p2| P2, 1)) Zp ( 2kaT>[ (p1 —p2)]

_ 1 _P1+P% p’
_2[,1;1,26’@( 2kaT> Z p< 2mks T

Opét miiZzeme piejit od sumace k integraci, dostaneme

1 pi+p\ 1V / p
dpid - d -
2 27th / p1cp2 CXP< 2mksT )~ 2 )2 ) PP\ 2k

1 v? 1 v
=———(2amkgT)’ — =
> (e 2RmkeT)” = 5 (o

B 2mh?
N ka T ’

1v? 1A
211

2 )L6 22 V
42. Bily trpaslik

UvaZujte hvézdu sloZenou z elektronové degenerované latky.

[T

(2wmkT)?, (108)

coz miZeme piepsat pomoci

obdrzime

(a) Je-li N pocet nukleont, jaky je pocet elektronii? (hvézda je sloZena z 12C a '°0.
(b) Spoctéte energii pfipadajici na jeden elektron za pfedpokladu, Ze plyn je
i. relativisticky,
ii. nerelativisticky.
(c) Spoctéte energii pfipadajici na jeden nukleon.
(d) Najdéte minimum energie jako funkce poloméru hvézdy, ukazte, Ze v extrémné relativistickém
pfipadé nastane minimum pro R — 0.
(e) Naleznéte limitni hmostnost pro extrémné relativisticky pfipad, pro kterou je celkova energie nu-
lova.
Regeni:
(a) Uhlik ma Sest elektronil a dvanact nukleonti. Kyslik osm elektronti a Sestndct nukleond. Pocet elek-
trond je tedy v obou piipadech polovi¢ni vzhledem k poctu nukleondt.

(b) Pro pfipad nerelativistického plynu mame (viz piiklad [31)

Py Vpi

CAomen2i®’ T 3mR

potom podilem técgto dvou hodnot dostaneme

E_ 3
= 3’
N 10m ( & )

dosadime objem koule a dostaneme




Pro ultrarelativisticky pfipad mame

:V(mc) <£p )4.

am2n’ \mc?

y= ) (me?)’ (Ef
3n2h \mc?

Energii pfipadajici na jednu Cdstici zjistime stejné jako v ptedchozim pripadé

1 1
E_3 5 3 (N, # \' 3 (9 ShONg
— =Mo" = —MmeC” | =3 ——— | = -mec | — .
N 4° 4c v (mec?)3 47 \ 4 mec? R

(c) Gravitacni potencidlni energie je rovna

Gm?
En—=———
¢ R
Hmotnost je rovna
m = Nu,
potom médme
Es  GNu?
N R

(d) Celkova energie je rovna souctu kinetické a potencialni energie.

2
3

2
E_ B Es_ 3 (9 5\'N _4GNus
N. N. N. 10m.\4 R2 R

extrém najdeme ziejmé pokud derivace energie podle poloméru je rovna nule

R3 R

2
dE 3 <9”3>§A@ AGN.s?
4

0=
dR Sme

odkud )
3h2 9 \3 _1

R=—"__(Zn) N,?

20m.Gu? (4”) e

R~N"5.

je zfejmé, Ze

V extrémné relativistickém ptipadé je energie rovna

1
2Ny P \* 4GNe’
¢ % (mec?)3 R

E E Es 3 ,
=—+ — =-m" =

Ne Ne N 4

Nynf je zfejmé, Ze derivace energie podle poloméru je imé&rnd R~2 a minimum energie nastava pro
R—0,kdy E — —oo,

(e) Pokud N, > N¢; a E = 0, dostaneme ze vztahu uvedeného vyse

3
3hc\23 1
Ne= (=) 2VA—
“ <MG> Vg

a kriticka hmotnost

[STI]

3vm

u? -’

3he
Mey = 2Neru = (16(;)
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43. Hlednani rovnice pro chemicky potencial
Najdéte rovnici pro chemicky potencidl v piipadé latky v symetrickém gravitacnim poli. Pfedpokladejte,
7e
U+ kug = 1’ +mc? + kug = konst.,
kde k je pocet nukleontl na jeden elektron a u je hmotnost nukleonu. Rovnici zdivodnéte. Zanedbejte
vliv tlaku nedegenerované latky a hmotnosti elektrond.
ReSeni: Ze zadani vime, Ze

konst. u
T ku ku
prip.
konst. p'  mc?
T oku ku ku
Rovnice je pro sféricky symetricky piipad ve tvaru
1 d d
ey (rza(f> =4rGp.

Za ¢ dosadime predchozi rovnici ze ZZE. Jedind veli¢ina z4visla na poloméru je chemicky potencidl. Po
dosazeni a vynasobeni ku dostaneme

1d (,0p) _ 22

Stejnou rovnici dostaneme po dosazeni rovnice s i’

44. Rovnice pro chemicky potencial v integralnim tvaru
Zintegrujte rovnici pro chemicky potencidl za predpokladu, Ze

du

=0
dr r=0 7

kde R je polomér hvézdy. Vysledek vyjadiete pomoci celkové hmotnosti hvézdy.
ReSeni: vyjdeme ze spocitané rovnice z predchoziho prikladu, kterou vyndsobime r

d [ ,0u _ 22 2
ar(rar>——47erunr.

2

Zintegrujeme

/dr ( > /dr47er2u nr’

Leva strana je tplnd derivace (v tomto piipad¢ skute¢né ano) a dostaneme

R
d (201 28;1
O/drar<r ar> or |

2 u
3r

2 u
ar

Prava strana
R

/dr47er2u nr? 747TGku/drkunr —4rnGkunM.

Dostdvame potom
2 u

= —4nGkunM.
8r
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45. Preskalovani rovnice pro chemicky potencial
Prepiste rovnici pro chemicky potencial do bezrozmérnych proménnych

= 5 r )
§= R h0)= 7 f(8)
kde
A 41(72 6u 7
3 7 (he)?
a uréete okrajové podminky.
ReSeni: Koncentrace je rovna
3
n H ,
(hc)33m?
Dosadime 5 5 NP
4nGk
_ rzi — T wy _ _2{“3,
r2 dr r (he)33m3

po jednoduchych dpravach

46. Rovnice kontinuity
Odvod’te rovnici kontinuity z Boltzmanovy kinetické rovnice. Pfedpoklddejte, Ze sila nezdvisi na hyb-
nosti.
ReSeni: BKR je ve tvaru

of F of
E+V.Vrf+ Vel = <at>coll.

Rovnici nyni zintegrujeme pies hybnosti
af d
m/dpE+m/dpv-Vrf+/dpF-fo:mE/dpf+mVr-/dpvf+mF/depf.
r r r r r r

Tfeti ¢len upravime pomoci Stokesova teorému

/depf: /dspf:o,
r or

za predpokladu, Ze f konverguje k nule dostate¢né rychle, tj. rychleji nez p?. Déle vime, Ze

et = m/ dp ;nl;’

Stedni rychlost je definovana vztahem

[ dpvf [ dpvf

r _ r

[dpf — (ah)mn(r,0)
r

u(r,r) =(v) =

Dosadime do spocitané rovnice a dostaneme

on
mo- +mVy - (na) = 0.

Nebo

ap B
§+Vr'(pu) =0.
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47. Tok tepla
Pomoci Boltzmanovy kinetické rovnice spoctéte tok tepla v pritomnosti konstantniho gradientu teploty
dr

a=——T=Ty—ay. (109)
dy

ReSeni: musi platit hydrostatickd rovnovaha
p = nokgTo = nkg(To — ay),
odtud

Tp
To—oy’

n=ny
BKR 8f 8f
a——i—v Vrf+ Vel = <at>coll

kde predpokladame staciondrni stav. Prvni ¢len na levé strané je proto roven nule. Déle predpokladame

F=0a
af _ f=h
ot coll. a T ,

kde fy je rovnovazna rozdélovaci funkce, kterou predpokladame ve tvaru

3 3
fon 272\ 2 exp(— P’ . 2\ T exp (- o
0 mkgT 2mkgT O\ kg (To— ay)? 2mkg (T — ory) )~

BKR se zjednodusi na

V-Vrf:f;fo,

kde predpokladame, Ze gradient z funkce f je pfiblizn€ roven gradientu z fj. Potom pro f dostaneme

F=fomTV-Vefo= fo— v, afo

Dosadime do vyrazu pro distribuéni funkci

Ty P ] <27rh2> : ( r )
= fo+atv —3|n P\ T Dk (To— oy )
f=r T — )] [ ks (T — ) O\ mksg P\ 2mks (7o — a)

Nyni se mtizeme zaméfit na vypocet samotného toku tepla. Ten je roven

_/d3ppz f
D= ) Crny3om™

Integrace fj je nulova, jelikoZ je fy suda funkce. Vezméme nyni linedrni pfiblizeni 7o — oty ~ Ty, potom
je tok tepla roven

3
_oat 1 (omn’ / Ep ool PP NP
D=2 2m™ \ ks Ty Qrn) P ks Th P\ 2misty )

Zavedeme sférické soufadnice, jejichZ severni pél lezi ve sméru osy y, tj. vy = vcos(0)

2
L1 /d/de/d P 5\ pocos0sind P
— COS S1n U €X —
m? 2y ) 49 P ka 7 )P P\ " 2mkeTy
0
1 1 1 T 1 9 7
= 21 |—=cos’ 8| - 2kT7/dtt2 —72ka/dm
" (271'h)3 T [ 3cos ]0 kaTo mkgTy exp(— mkg Ty exp
5
Z%M.
2 m
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Pro tok tepla nakonec vyplyv4, Ze
dT

—K— = KO
dr ’

q:

kde
c — §I’l0k}23Toﬁ

2 m
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