Booleovy okruhy

Definice. Okruh (R, +,-) se nazyva Boolelv okruh, je-li
idempotentni, tj. pro kazdé x € R plati x - x = x.

Priklad. Pro libovolnou mnoZinu X tvofi (P(X),+,N), kde + zna&i
symetricky rozdil mnozin, tj. A<~ B = (A— B) U (B — A), Booleiv
okruh. Dikaz zanedlouho uvidime, je to specidlni priklad véty 9.2.

VEta 9.1. Netrivialni Booleliv okruh je komutativni okruh
charakteristiky 2.

Dikaz. Z idempotentnosti plyne
141=(1+1)-(1+1)=1-1+1-141-141-1=14+1+4+1+1.
Pri¢tenim —(1 4 1) dostaneme 1 + 1 = 0. Protoze okruh neni
trividlni, plati 1 # 0, a tedy ma charakteristiku 2.

Opét z idempotentnosti pro libovolné x, y € R dostavame

x4y = (x+y) (x+y) = x-x+x-y+y-x+y-y = x+x-y+y-x+y,
odkud x -y = —y - x = y - x, coz jsme méli dokazat.



Booleliv okruh vznikd z Booleovy algebry

Véta 9.2. Necht (G, V, \) je Booleova algebra. Definujme na
mnozZiné G operace + a - takto: pro libovolné x,y € G klademe

x+y=KxAY)YV (' Ny), X-y=xAy.

Pak (G, +,-) je Booleiv okruh.

Diikaz. Obé operace jsou komutativni, ndsobeni je i asociativni a
idempotentni. Pro kazdé x € G plati x+ 0 =x, x+ x =0,
x-1=x. Je tedy (G, ") je pologrupa s neutralnim prvkem 1.
Dokazme distributivni zakon, necht x,y,z € G jsou libovolné.

Z definic a De Morganovych zakon plyne

x-y+x-z=(xAy)AN(xA2))V((xAy) AN(xAz))=
=(xAyAX'VZ) V(X VYy)Axnz)=
=(XAYAX)V(XAYANZYV (X AxAZ)V (Y AxNAz)=
=(xAyANZYV(xAYy' ANZ)=
=xA((yAZ)V (Y NzZ) =x-(y+2),

coz jsme chtéli dokazat.



Zbyva ovéfit asociativitu scitani, necht x,y,z € G jsou libovolné.
Z definice a De Morganovych zdkon( plyne

(x+y) 2= ((xAY)V (X AY) AZ)V (((xAY)V xm 2) =
= (cAY)WV KA AZ) V(X VY) AV Y ) Az) =
=(xAYANZ)V(XAyAZ)V

v (((X'AX)V(X’Ay’)\/(yAX)V(yAy’))AZ) =

:(X/\y’/\z')\/(x’/\y/\z’)\/(((X’Ay’)\/(y/\x))/\z) =
=(xAYNZ)YVXAyAZYV(XAY ANZ)V(XAyAZz).

Posledni vyraz se nezméni, provedeme-li s x, y, z jakoukoli
permutaci. Proto

(x+ty)+tz=(y+2z)+x=x+(y+2),

a tedy s¢itani je asociativni, tudiz (G, +) je komutativni grupa.
Ukazali jsme, ze (G, +,-) je Boolelv okruh.



Booleova algebra vznikd z Booleova okruhu

Véta 9.3. Necht (R, +,-) je Booleiv okruh. Definujme na mnoZiné
R operace VV a A takto: pro libovolné x,y € R klademe

xVy=x-y+x+y, XANy=x-Yy.

Pak (R,V, \) je Booleova algebra, kde pro kazdé x € R plati
x'=x+1.

Diikaz. Operace A je komutativni, asociativni a idempotentni a
operace V komutativni a idempotentni. Pro libovolné x,y,z € R
plati

(xvy)vz=(x-y+x+y) z+(x-y+x+y)+z=
=Xy zZz+X-z+y-z+x-y+tx+ty+z=
=x-(y-z+y+z)+x+ty-z+y+z=
=xV(yVaz),

a tedy je V asociativni operace.



Protoze

(XVY)AX = (x-y+x+y)-X =X y-X+X-X+Yy:X =X y+X-y+Xx = X,

a také
(xAy)Vx=(x-y) x+(x-y)+x=x-y+x-y+x=x,

je (R,V, N\) svaz. Protoze pro kazdé x € R je x A0 =x-0=0,

plati 0 < x, podobné x A1l =x-1=x, atedy x < 1. Proto je 0

nejmensi a 1 nejvétsi prvek tohoto svazu.

OvéFme, Ze skutecné je x + 1 komplementem prvku x:
xAN(x+1)=x-(x+1)=x-x+x=x+x=0,
xVx+1)=x-(x+1)+x+(x+1)=0+x+x+1=1

Je tedy (R, V, A\) komplementarni svaz, zbyva ukazat, Ze je to téz

svaz distributivni. Plati

(XAZ)V(yA2) = (x-2) - (y-2) + (x-2) + (y-2) =

g X.y.z+x.z+y.z:(X.y+x+y).zz
= (xVy)Az

Véta je dokazana.



Korespondence Booleovych algeber a Booleovych okruhi

Véta 9.4. Predchozi dvé véty nam davaji jednoznacnou
korespondenci mezi Booleovymi okruhy a Booleovymi algebrami.

Dikaz. Ukdzeme, Ze v predchozi konstrukci si Booleovy okruhy a
Booleovy algebry navzijem odpovidaji. Souciny a infima na sebe
prechdzely. Vyjdéme z Booleova okruhu:

B. okruh (R,+,-) — B. algebra (R,V,A) — B. okruh (R, ®,").
Pro libovolné x,y € R tedy plati

x@y=(xNy)V( Ny)=
=x-y) K y)+x-y)+(y) =
=x-(x+1)-y-(y+1)+x-(y+1)+(x+1)-y=
=04+x-y+x+x-y+y=x+y.

Nyni vyjdéme z Booleovy algebry:



B. algebra (R, V,A) — B. okruh (R,+,-) — B. algebra (R, L, A).

Pro libovolné x,y € R tedy plati

xUy=x-y+x+y=x+y+(xAy)=
:x+((y/\(x/\y)’)\/(y'/\(x/\y))):

(y/\xVy VO):

=x+ (Y AX)V(y AY)) =x+ (¥ AX)V0) =

:x+(y/\x):(x/\(y/\x))\/(x'/\(y/\x’)):

=(xA(Y/ VX)) V(X' Ay)=
=xV(XAy)=(xVX)A(xVy)=1A(xVy)=xVy,

coz bylo tfeba ovérit.

Poznamka. Podobné dvoji pohledy na jeden objekt byvaji v
matematice velmi cenné, nebot mnohdy ukazi necekané souvislosti.
Prikladem maze byt dualita, kterad je pro Booleovy algebry
naprosto zfejma. Vyse uvedenou korespondenci se prevadi téz na
Booleovy okruhy, kde uz vSak neni tak snadné si ji vS§imnout.



