Opakovani: faktorizace grup

Necht (G, -) je grupa, H jeji podgrupa. Kazdy prvek a € G urcuje
svou levou tfidu a- H = {a- h; h € H}. Pfitom
Va,be G: (a-H=b-H & acb-H & b l-acH).

Rozklad grupy G podle podgrupy H je mnozina vsech levych tfid
G/H={a-H;ac G}.

Véta. Necht (G, ) je grupa a H jeji normalni podgrupa. Pak na
rozkladu G /H lIze zavést operaci - takto: pro libovolné a,b € G
definujeme predpisem (a- H) - (b- H) = (a- b) - H soucin levych
tfida- H a b- H. Navic plati: (G/H,-) je grupa. Zobrazeni

m: G — G/H dané predpisem m(a) = a- H pro libovolné a € G
(tedy kazdy prvek grupy G je zobrazen na tfidu, do niZ patfi) je
surjektivni homomorfismus grup, jehoZ jadro kerm = H.

Definice. Grupa G/H z pfedchozi véty se nazyva faktorgrupa
grupy G podle (normalni) podgrupy H. Homomorfismus 7 se
nazyva projekce grupy G na faktorgrupu G/H.



Faktorizace okruht
Necht (R, +, ) je okruh, I jeho idedl. Pak / je (normalni) podgrupa
komutativni grupy (R, +), mame tedy faktorgrupu (R/I,+),
pficemz R/l ={a+1,a€ R}, kde a+/={a+h; hel}.

PlatiVa,be R: (a+/=b+1 & acb+I| & a—bel),

a operace + na R/I je definovana pomoci reprezentanti:
(a+ 1)+ (b+1)=(a+ b)+ I pro kazdé a, b € R.

Véta. Necht | je idedl okruhu R. Na faktorgrupé (R/I,+) lze
definovat nasobeni pomoci reprezentantd, tedy
(a+1)-(b+1)=(a-b)+ 1 pro kazdé a,b € R. Pak (R/I,+,") je
okruh a projekce m: R — R/ je surjektivnim homomorfismem
okruhti s jadrem kerm = /.

Definice. Okruh R/I z ptedchozi véty se nazyva faktorokruh
okruhu R podle idedlu /. Homomorfismu 7 fikime projekce
okruhu R na faktorokruh R/|.

Ddsledek. Idedly okruhu R jsou pravé jadra homomorfismi R — K
okruhu R do vhodnych okruhii K.



Vlastnosti faktorokruht

Priklad. Pro libovolné pfirozené Cislo m mame hlavni ideal (m)
okruhu Z. Pak (m) = {k - m; k € Z} = [0]n, a proto pro libovolné
acZjea+(m)={a+k-m; k € Z} = [a]m. Tudiz faktorokruh
Z/(m) = Zp,, okruh zbytkovych tfid modulo m.

Véta. Necht | je idedl okruhu R. Pak plati:
1. je-li R komutativni okruh, pak je R/I komutativni okruh;
2. R/I je trividlni okruh, pravé kdyz R = I.
Definice. Necht I je idedl okruhu R. Rekneme, e | je maximalni

idedl okruhu R, jestlize R # | a soucasné neexistuje zadny idedl J
okruhu R spliujici 1 € J C R.

Poznamka. Mnozina vSech idedlil daného okruhu R tvofi vzhledem
k inkluzi Gplny svaz. Odstranénim nejvétsiho idedlu, ¢imz je R,
nam zlstane usporadand mnozina. Maximalni idealy okruhu R jsou
pravé maximalni prvky v této usporddané mnoziné.



Maximalni idealy, prvoidealy

Véta. Necht | je idedl komutativniho okruhu R. Pak faktorokruh
R/I je téleso, pravé kdyz | je maximalni idedl okruhu R.

Definice. Necht | je idedl okruhu R. Rekneme, e I je prvoidedl
okruhu R, jestlize R # | a soucasné pro libovolné prvky a,b € R
plati implikace a-bel = a&€lnebobel.

Véta. Necht' | je idedl komutativniho okruhu R. Pak faktorokruh
R/I je obor integrity, pravé kdyz | je prvoideal okruhu R.
Dasledek. Jestlize | je maximalni ideadl komutativniho okruhu R,
pak I je prvoidedl okruhu R.
Véta. Necht R je téleso a f € R|[x]|, f # 0, ndsledujici vyroky jsou
ekvivalentni:

1. (f) je maximdini idedl okruhu R[x];

2. (f) je prvoidedl okruhu R|[x];

3. f je ireducibilni polynom nad R.



Opakovani: Hlavni véta o faktorgrupach

Véta (Hlavni véta o faktorgrupach). Necht f : G — K je
homomorfismus grup, H normalni podgrupa grupy G splriujici
H C ker f. Necht ©: G — G/H je projekce grupy G na
faktorgrupu G/H.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : G/H — K splfiujici
fomr=F.

Navic plati: G/H
» f je homomorfismus grup,
» f je injekce, pravé kdy? H = ker f,

» f je surjekce, pravé kdyZ? f je surjekce.

Dasledek. Je-li f : G — K surjektivni homomorfismus grup, pak
plati G/(kerf) = K.



Hlavni véta o faktorokruzich

Véta (Hlavni véta o faktorokruzich). Necht f : R — K je
homomorfismus okruhd, | idedl okruhu R splniujici | C ker f. Necht
m: R— R/l je projekce okruhu R na faktorokruh R/I.

Pak existuje, a to jediné, zobrazeni f : R/l — K spliiujici
fomr=fF.

Navic plati: R/I
» f je homomorfismus okruh,
» f je injekce, pravé kdyZ | = kerf,
» f je surjekce, pravé kdyZ? f je surjekce.

Diisledek. Je-li f : R — K surjektivni homomorfismus okruhtl, pak
plati R/(kerf) = K.



