Idealy okruhu (R, +,-)

Definice. Necht R je okruh. Podmnozina | C R se nazyva ideal
okruhu R, jestlize

> | 0
» Va,bel:a+bel;
» VaelVreR:a-r,r-ael.

Pozndmka. Pro libovolny okruh R tvofi {0} i R idedly okruhu R.
Evidentné jde o nejmensi a nejvétsi idedl okruhu R.

Véta 1. Necht | C R je idedl okruhu R, pak

» | je podgrupa grupy (R,+);
» 1€/, pravé kdyz | = R.



|dedl generovany mnozinou

Véta 2. Necht' S # () je libovolnd mnoZina takovd, Ze pro kazdé
s € S je dan idedl Is okruhu R. Pak (s Is je idedl okruhu R.

Diisledek. Necht R je okruh. Systém vsech idedli okruhu R
usporadany inkluzi je dplny svaz.

Definice. Necht R je okruh. Pfedchozi véta ndam umoziuje
definovat ideal okruhu R generovany mnozinou M C R jako prinik
vSech idedld tuto mnozinu obsahujicich. Je to tedy nejmensi idedl
okruhu R obsahujici M, znaéime jej (M). Je-li M = {a1,...,an},

piSeme misto (M) také (a1,...,an).
Véta 3. Necht R je komutativni okruh, ai,...,a, € R. Pak
(a1,...,an) ={na1+---+ran n,...,m € R}.

Definice. Necht R je komutativni okruh, a € R. Ideal
(a) = {ra; r € R} nazyvame hlavni idedl okruhu R generovany
prvkem a.



Délitelnost v komutativnim okruhu a idedly
Véta 4. Necht R je komutativni okruh, a, b,c € R.

1. (a) ={xeR; a|x};

N

(a)
(a) C (b), prdvé kdyz b | a;
(a) = (b), pravé kdyz a ~ b;
(a)

(a

a) = R, pravé kdyz a € R*;

ok N

)N (b) = (c), pravé kdyZ c je nejmensi spolecny ndsobek
prvki a, b;

6. (a,b) = (c), prdvé kdyz c je nejvétsi spolecny délitel prvkii a, b
a soucasné je ¢ ve tvaru ¢ = ra+ sb pro vhodné r,;s € R.
Definice. Okruh R se nazyva okruh hlavnich idedld, jestlize
> R je obor integrity;
> kazdy ideal okruhu R je hlavni.
Priklad. Okruh Z je okruh hlavnich idedli. Kazdé téleso je okruh

hlavnich idedld. Okruh zbytkovych tfid Z,, je okruh hlavnich
idedll, pravé kdyz je m prvocislo.



Véta 5. Necht R je netrividlni komutativni okruh. Pak R je téleso,
pravé kdyz R a {0} jsou jediné idedly okruhu R.

Véta 6. Necht R je téleso. Pak kaZdy idedl okruhu polynomi R[x]
je hlavni.

Ddsledek. Necht R je téleso. Pak okruh polynomi R[x] je okruh
hlavnich ideald.

Priklad. Okruh Z[x] neni okruh hlavnich ideald, nebot napfiklad
idedl (x,2) neni hlavni.
Véta 7. Necht' f : R — S je homomorfismus okruhi. Pak plati:

1. je-li J idedl okruhu S, pak f~*(J) = {x € R; f(x) € J} je
idedl okruhu R

2. jestlize f je surjektivni a | je idedl okruhu R, pak
f(lI)={f(x);x € I} je idedl okruhu S.

Ddsledek. Jadro libovolného homomorfismu okruhii f : R — S je
idedl okruhu R, vzdyt ker f = f~1({0}).



