Konec¢na télesa

Poznamka. Konec¢nym télesem rozumime téleso majici konecné
mnoho prvkd. V Algebre | jsme dokdzali, ze pro kazdé kone¢né
téleso K plati, Ze jeho multiplikativni grupa (K™, -) je cyklicka.

Priklad. Pro libovolné prvocislo p je okruh Z, zbytkovych tfid
modulo p konecné téleso charakteristiky p.

Pozndamka. Charakteristika libovolného télesa je nula nebo
prvocislo. Protoze kazdé téleso charakteristiky nula obsahuje
podtéleso izomorfni s Q, ma kazdé konecné téleso prvociselnou
charakteristiku.

Pripomerime, ze kazdé téleso K charakteristiky p # 0 obsahuje
podtéleso izomorfni s télesem Z,. Miizeme tedy prvky tohoto
podtélesa ztotoznit s prvky télesa Z, a povazovat Z, za podtéleso
télesa K.



Pocet prvkl konecného télesa

Véta 1. Necht K je libovolné konecné téleso charakteristiky p.

Pak K je jednoduchym rozsifenim télesa Z, a pro jeho poclet prvkii
plati |K| = p™, kde m = [K : Zp].

Dikaz. Oznacime-li ¢ generator cyklické grupy (K*,-), plati

K = Zp(c). Pak 1,¢c,c?,...,c™ 1 je baze vektorového prostoru K
nad Zp, a libovolny prvek télesa K Ize napsat ve tvaru r(c) pro
jediny polynom r € Zp[x] stupné str < m.

Takovych polynomi je pravé p™, protoze kazdy z m koeficientd
muiZze nabyvat libovolné z p hodnot.

Véta 2. Necht K je libovolné konecné téleso majici p™ prvki. Pak
kazdy prvek c € K je kofenem polynomu xP" — x € Z,[x].
Diikaz. Jisté je korenem 0. Kazdy prvek c € K, ¢ # 0, je prvkem

grupy (K*,-) majici p™ — 1 prvki. Z Lagrangeovy véty plyne
cP"1 =1, atedy " = c.



Veta 3. Necht p je libovolné prvocislo a m prirozené Cislo. Pak
rozkladové téleso T polynomu h = xP" — x € Z,[x] nad Z, m3
pravé p™ prvki.
Diikaz. Necht K = {t € T;tP" = t} je mnozina viech kofent
polynomu h v T. Derivace i = p"xP"~1 — 1 = —1 je nesoudélna
s polynomem h, a tedy h nema zadny nasobny koren, proto
|K| = p™. Ukdzeme, ze K je podtéleso télesa T. Zfejmé 0,1 € K.
Protoze umocnujeme v komutativnim okruhu na prvociselnou
charakteristiku p, z Algebry | vime, Ze pro libovolné prvky a,b € T
plati (a + b)P = aP + bP. Odtud indukci (a + b)P" = aP" + bP" pro
libovolné n € N. Pro libovolné prvky k, h € K plati kP" = k,
hP" = h, a tedy (k + h)”m = kP" + hP" = k + h, coz znamena
k+ he K. Specidlné —1=1+4+---+1 € K.

T
Podobné (k - h)P" = kP" - h®" = k - h, odkud k - h € K. Specilné
—k=(-1)-k € K. Je-li k #0, pak (k"1)P" = (kP")"L = k7!, a
tedy k1 € K. Tedy K je téleso o p™ prvcich.
Rozkladové téleso je nejmensi téleso obsahujici vSechny koreny
daného polynomu, plati tedy T = K.



Konstrukce kone¢ného télesa o daném prvkil
Dasledek. Necht p je libovolné prvocislo a m pfirozené Cislo. Pak
existuje alespori jeden normovany ireducibilni polynom f € Zp[x]
stupné stf = m.

Diikaz. Téleso T z véty 3 ma p™ prvki, tedy [T : Zp] = m. Podle
véty 1 jde o jednoduché rozsifeni T = Zp(c), minimalni polynom
prvku ¢ nad Z, ma stupei m a je normovany a ireducibilni.

Pozndmka. Chceme-li sestrojit téleso o p™ prvcich, stadi nalézt
normovany ireducibilni polynom f € Zp[x] stupné st f = m.
Hledanym télesem je pak faktorokruh R = Z,[x]/(f).

Pro prvek ¢ = x + (f) pak plati R = Z(c) a minimalnim
polynomem prvku ¢ je polynom f.

Priklad. Sestrojme téleso o 16 prvcich.

Polynom f = x* 4+ x + 1 € Zy[x] je ireducibilni, tedy faktorokruh
R = Z»[x]/(f) je t&leso a |R| = 2*. Ozna&ime-li c = x + (f), je

R = Z2(C) = {a3c3 + 32C2 + aic + ap; ag, a1, a2, a3 € Zg}. Pri
nasobeni prvkl vyuZivame toho, Ze ¢ je kofenem polynomu f, tedy
plati c* = c + 1.



Konecné téleso je jednoznacné uréeno svym poctem prvki
(az na izomorfismus)

Véta 4. Libovolnd konecna télesa o stejném pocltu prvkd jsou
izomorfni.

Ddkaz. Necht R je libovolné téleso majici p™ prvki a necht T je
rozkladové téleso polynomu h = xP” — x € Z,[x] nad Z, z véty 3.
Ukazeme, ze R = T. Podle véty 1 existuje ¢ € R tak, ze

R = Zp(c). Oznaéme f minimalni polynom prvku ¢ nad Z,. Podle
véty 2 je ¢ kofenem polynomu h, tedy f | h v Zp[x]. Protoze h je

v T[x] soucinem linedrnich Ciniteld, existuje v T kofen d polynomu f.
Mame homomorfismy okruhii ¢ : Zp[x] = R a pg : Zp[x] = T,

kde pro libovolné g € Z,[x] je p(g) = g(c) € R a

vd(g) = g(d) € T. Plati ker o = ker g = (f). Z hlavni véty

o faktorokruzich dostavame diagram:  Zp[x] — T
Proto¥e |R| = | T| € N, je injekce i% 2
Bgo(Pe) ™t R— T bijekdi,

tedy R= T. R <", [x]/(f)



Podtélesa kone¢ného télesa

Veta 5. Necht konecné téleso K charakteristiky p ma p™ prvki a
necht R je podtéleso télesa K. Pak R ma p? prvkii, kde d | m.

Dikaz. Podle véty 1 plati
m=[K:Zp|=[K:R]-[R:Zp]=[K:R]-d.

Véta 6. Necht K je konecCné téleso charakteristiky p majici p™
prvki a necht prirozené &islo d | m. Pak existuje jediné podtéleso
R télesa K majici p? prvkii.

Diikaz. Podle vét 3 a 4 jsou vSechny prvky télesa K jednoduchymi
koreny polynomu xP” — x. Z d | m plyne (p? — 1) | (p™ — 1), nebot
(p? —1)(pm 9 + pm=2¢ 4 ... 4 p9 + 1) = p™ — 1. Analogicky
(xP'1—1) | (xP"1—1)v Zp[x], a tedy (xP* = x) | (xP" = x).
Proto K obsahuje p? kofenii polynomu xP? — x, které podle
dlkazu véty 3 tvori podtéleso R télesa K. Naopak kazdy prvek
podtélesa o p? prvcich musi byt podle véty 2 kofenem polynomu
xP? — x, je tedy R jediné podtéleso télesa K o p? prvcich.



Rozklad polynomu xP” — x € Z,[x] na ireducibilni &initele

Véta 7. Necht p je prvocislo, m € N. Polynom
h = xP" — x € Zp[x] je roven souinu véech normovanych
ireducibilnich polynomii v Zy|x], jejichz stuperi d | m.

Diikaz. Podle véty 3 ma polynom h pouze jednoduché koreny,

v jeho rozkladu na soucin normovanych ireducibilnich polynomil
v Zp[x] ma proto kazdy Cinitel jen jednoduché koreny a zadny
Cinitel se neopakuje. Necht f je libovolny Cinitel v tomto rozkladu,
d = stf. Rozkladové téleso T polynomu h obsahuje vSech d jeho
korend, pfitom f je minimalnim polynomem svému libovolnému
kofenu ¢ € T, proto d = [Zp(c) : Zp], podle véty 5 tedy d | m.
Necht naopak je g € Zp[x] libovolny normovany ireducibilni
polynom stupné d | m. Pak Z,[x]/(g) je kone&né t&leso o p?
prvcich, ve kterém ma polynom g koren, podle vét 6 a 4 je toto
téleso izomorfni s podtélesem télesa T, proto ma g také koren

¢ € T. Minimalnim polynomem prvku c je g, a tedy g | h.



Pocty normovanych ireducibilnich polynomt

Véta 8. OznaCme my, 4 pocet normovanych ireducibilnich
polynomii v Zy[x| stupné d. Pak pro libovolné m € N plati

> dimd - Mpd =P

Diikaz. Stadi porovnat stupné v rozkladu polynomu
h = xP" — x € Zp[x] podle véty 7. Stupefi sou&inu viech m, 4
normovanych ireducibilnich polynomii stupné d je d - mp, 4.

Pozndmka. Pomoci véty 8 mizeme polty my, 4 urit rekurentné
vzhledem k d:

mp1 = P,

mp1+ 2mp72 = p2 = Mpo =
mp1+3mp3=p> = mp3=
Mp1+2mpy+4mpa=p* = mpa=3(p* —p?),
Mp1+5mps =p° = mps=g(p°—p),
Mp1+2mp2+3mp3+6mpe = p = mye = §(p°—p>—p>+p)



Frobeniliv automorfismus
Véta 9. Necht konelné téleso K charakteristiky p ma p™ prvka.
Pak zobrazeni ¢ : K — K, uréené predpisem ¢(a) = aP pro kazdé
a € K, je izomorfismus okruhti, je to tedy automorfismus télesa K.
Dikaz. Ztejmé (1) = 1. Pro kazdé a,b € K je
p(ab) = (ab)P = aPbP = p(a)p(b),
w(a+ b) = (a+ b)P = aP + bP = ¢(a) + ¢(b), nebot umociiujeme
v komutativnim okruhu na prvodiselnou charakteristiku. Je tedy ¢
homomorfismus okruhii. Protoze jde z télesa do télesa, je
injektivni. Protoze je mezi kone¢nymi mnozinami o stejném poctu
prvki, je i surjektivni.

Definice. Izomorfismus ¢ se nazyva Frobenilv automorfismus.

Pozndmka. Mnozina vSech automorfismi télesa K tvofi grupu
vzhledem k operaci skladani. V této grupé ma Frobeniiv
automorfismus ¢ ¥ad m. Indukci vii&i k dostaneme ok (a) = aP".
Véta 2 zarudi ¢™ = idk, podle véty 3 pro libovolné d | m je
{a€ T; ¢9(a) = a} podtéleso télesa T o p? prvcich. Je mozné
dokazat, Ze ¢ je generator grupy vsech automorfismi télesa K.



Grupa automorfism konecného télesa

VEta 10. Necht konecné téleso K charakteristiky p ma p™ prvkd.
Pak grupa vsech automorfismi télesa K je cyklickd grupa fadu m,
generovana Frobeniovym automorfismem.

Ddkaz. 7 predchozi poznamky vime, Ze Frobenitv automorfismus
generuje v grupé vsech automorfism( télesa K cyklickou podgrupu
radu m. Stadi tedy ukazat, Ze automorfism( télesa K je nejvyse m.
Podle véty 1 je K = Zp(c), pficemz minimalni polynom f prvku ¢
nad Z, ma stupefi m. UkdZzeme, Ze libovolny automorfismus

¥ 1 K — K je jednoznacné urcen svou hodnotou na prvku c,
ozna¢me d = 9(c). Plati K = Zy(c) =

{am_1c™ Y +a, 2c™ 24 -+ ajc+ao; ag, a1, -, am_1 € Zp}.
Libovolny prvek a € Z, je sou¢tem nékolika jednicek, proto

Y(a) = a, tedy Y(am_1¢™t +am_2c™ 24 -+ ajc+ag) =
am—1d™ '+ am_2d™ 2 + .-+ a1d + ap. Podobné

f(d) = f(y¥(c)) = ¥(f(c)) = (0) =0, tedy d je kofen polynomu
f. OvSem polynom v télese nemiize mit kofen( vice nez je jeho
stupen.



