Uziti hlavni véty o faktorokruzich

Véta. Necht R je okruh. Pak existuje jediny homomorfismus
okruhi f : Z — R. Jeho jadro ker f je hlavni ideal okruhu 7
generovany charakteristikou okruhu R, tj. ker f = (char R).

Diikaz. Z definice (1) = 1g, tedy pro kazdé pfirozené Cislo n plati

F(n) = f(1 4+ +1) = F(1) + -+ (1) = nlg,

n n

a tedy také f(—n) = —f(n) = —(nlgr) = (—n)1g. Jedind moznost,
jak homomorfismus f : Z — R definovat, je pfedpisem f(n) = nlg
pro kazdé n € Z, coz skutecné dava homomorfismus. Rovnost

ker f = (char R) plyne z definice charakteristiky okruhu.

Ddsledek. Kazdy okruh R charakteristiky nula obsahuje podokruh

izomorfni s okruhem celych Cisel Z.. Kazdy okruh R charakteristiky
n # 0 obsahuje podokruh izomorfni s okruhem Z,, zbytkovych trid
modulo n.

Diikaz. Plyne z hlavni véty o faktorokruzich pro homomorfismus
okruhtl f : Z — R a toho, ze Z/(n) = Zp,.



Podtélesa

Definice. Necht T je téleso. Libovolny podokruh R télesa T
takovy, 7e pro kazdé a € R, a # 0 plati a1 € R, nazyvame
podtélesem télesa T. Rikdme té?, 7e T je rozdirenim télesa R.
Anebo také, ze R C T je rozsitenim téles (v literature se hojné
pouziva zapis: T/R je rozsifenim téles).

Jinymi slovy: podokruh R télesa T je podtélesem, jestlize R je
téleso.

Priklad. Kazdé téleso charakteristiky p # 0 obsahuje podtéleso
izomorfni s Z.

Véta. Necht R je téleso a T netrividlni okruh. Pak kazZdy
homomorfismus okruhii ¢ : R — T je injektivni.

Diikaz. Necht ¢ : R — T je homomorfismus okruhi, pak ker ¢ je
idedl R a 1 ¢ ker, vzdyt p(1) =1+# 0, tj. ker o # R. Proto ker ¢
je nulovy ideal, jiné idedly uz téleso R nema.



Priklad podtélesa

Ddsledek. Kazdé téleso charakteristiky nula obsahuje podtéleso
izomorfni s Q.

Diikaz. Necht R je téleso, char R = 0. Pak jediny homomorfismus

okruhl ¢ : Z — R, ktery je uréen predpisem ¢(m) = ml pro kazdé
m € Z, je injektivni. Proto ¢(n) # 0 pro kazdé n € N.

Definujme zobrazeni i : Q — R takto: pro libovolné m € Z, n € N
polozme () = ¢(m)(¢(n))~*. Tento predpis je korektni, nebot

pro kazdé k € N plati

p(km)(p(kn) ™t = @(Kk)p(m)(e(k)p(n) ™ = @(m)(p(n)) ™.

Definované zobrazeni je zfejmé homomorfimus okruhd, podle
predchozi véty injektivni.



Podtéleso generované mnozinou

Véta. Necht | # () je libovolnd mnoZina takovd, Ze pro kazdé i € |
Jje dano podtéleso R; télesa T. Pak (\;; R; je podtéleso télesa T.

Diikaz je zfejmy.
Diisledek. Necht T je téleso. Systém vsech podtéles télesa T
usporadany inkluzi je dplny svaz.

Definice. Necht T je téleso. Predchozi véta nam umoznuje
definovat podtéleso télesa T generované mnozinou M C T jako
prinik vSech podtéles tuto mnozinu obsahujicich. Je to tedy
nejmensi podtéleso télesa T obsahujici M.

Je-li M = RU{ci,...,cn}, kde R je podtéleso télesa T a
c1,...,¢cp € T, pak podtéleso generované mnoZinou
RU{ci,...,cn} znadime R(c1,. .., Cp).

Poznamka. Pfipomenme, Ze je-li T okruh, R jeho podokruh a
C1,...,¢yp € T, pak podokruh generovany mnozinou
RU{ci,...,cn} znaéime R[c1,. .., cp]. V situaci z definice maji
tedy smysl oba zapisy, zfejmé plati R[c1,...,cy] € R(c1,...,¢Cn)-



Stupen rozsireni téles

Je-li R podtélesem télesa T, pak mizeme aditivni grupu (T, +)
chapat jako vektorovy prostor nad télesem R: skalarnim nasobkem
vektoru t € T skaldrem r € R je soucin r - t politany v télese T.
Axiomy vektorového prostoru jsou splnény:

pro kazdé skaldry ri, n» € R a kazdé vektory t1,t> € T plati
> (n+n)-th=n-ti+n-t,

n-(tit+t)=n-t1+n-t,

n-(rn-t1)=(n-nr) t,

» 1.t =t

v

v

(v T plati distributivni zdkony, ndsobeni je asociativni a 1 je
jedni¢ka). Mame tedy definovdnu dimenzi dimg T € NU {00},
ziejmé tato dimenze nem(izZe byt nula.

Definice. Necht R C T je rozsifenim téles. Jeho stupném [T : R]

rozumime dimenzi vektorového prostoru T nad télesem R, tj.
[T: Rl=dimg T.



Multiplikativnost stupné rozsireni
Véta. Necht R C S, S C T jsou rozsifeni téles. Pak plati

T

[T:S]
[T:R|=[T:S]-[S:R|, S|IT:R]

[S:R]

R

kde uZivdme konvence n- oo = 0o - n = 0o pro kazdé n € NU {oo}.

Dikaz. Je-li [S : R] = oo, pro kazdé n € N v S existuje n linedrné
nezavislych prvki nad R, protoze S C T, jsou tyto prvky v T a
plati [T : R] = oc.

Je-li [T : S] = o0, pro kazdé n € N v T existuje n linedrné
nezavislych prvkd nad S. Ty jsou linedrné nezavislé i nad R, a
proto [T : R] = oc.



Necht n=[T :S] € N, m=[S: R] € N. Necht a1, ..., a, je baze
T nad S, B1,...,8m baze S nad R. Ukdzeme, Ze «;f3;
(1<i<n1<j<m)ijebazi T nad R. Necht v € T je libovolny.
Pak existuji d1,...,0, € S, Ze v = Y7, djcv;. Existuji tedy

gj € R, ze 6; =Y., ;ifj pro kazdé i. Dosazenim

)
iy (ze,-j@-) o= 3" S i)
i=1 \ j=1 i=1 j=1

Tedy a;f; (1 <i<n,1<j< m)jemnozina generatorii T nad R.

Je-li D771 377 €jj(if3y) pro néjaké e;; € R nulovy vektor, pak

z linedrni nezavislosti ag,...,a, nad S dostaneme, ze

m v 1z - . / V3 s . .
> =18 =0 pro kazdé i = 1,..., n a z linedrni nezavislosti
B1,.-.,Bm nad R dostaneme, Ze ¢;; = 0 pro kazdé i/, j.

Tedy aif; (1<i<n1<j<m)jebaze T nad R.



Algebraické a transcendentni prvky

Mé&jme rozsifeni téles R C T a polynom
f=apx"+---+aix+a € R[x].

Pak je také f € T|[x], a proto pro kazdé c € T mizeme uvazovat
hodnotu f(c) =a,-c"+---+a1-c+ap € T. Pfipomefime, ze ¢
se nazyva kofenem polynomu f, je-li f(c) = 0.

Definice. Necht R C T je roz&itenim téles, c € T. Rekneme, Ze
prvek ¢ je algebraicky nad télesem R, jestlize existuje nenulovy
polynom f € R[x], jehoz je ¢ kofenem. V opa¢ném pripadé fikame,
ze prvek c je transcendentni nad télesem R.

Pozndmka. O komplexnim Cisle ¢ fikdme, Ze je algebraické (resp.
transcendentni), je-li ¢ algebraické (resp. transcendentni) nad
télesem racionalnich Cisel Q.



Minimalni polynom algebraického prvku
Véta. Necht R C T je rozsifenim téles, c € T algebraicky prvek
nad R. Pak c je korenem pravé jednoho normovaného
ireducibilniho polynomu f € R[x|. Navic plati
1. pro libovolny h € R[x] je h(c) =0, pravé kdyz f | h v R[x],
2. R(c)=R[c] v T,
3. 1,c,¢%,...,c" 1, kde n = stf, je bdzi vektorového prostoru
R[c] nad R,
4. stuperi rozsiteni [R(c) : R] =stf.

Dikaz. Zobrazeni ¢, které kazdému polynomu h € R[x] pfifadi
jeho hodnotu v ¢, tj. p(h) = h(c), je homomorfismus okruh

¢ : R[x] = T. Obrazem v tomto homomorfismu je

©(R[x]) = {h(c); h € R[x]} = R|c], nebot je to podokruh télesa
T, a to nejmensi z téch, co obsahuji R U {c}. Na diagram

RCS= >R[] —=~T uijeme hlavni vétu o faktorokruzich.

|

R[]



RS —R[J—=>T  VheR[x: o(h)=h(c)

| *

R[x] —= R[x]/ ker ¢

Z definice ker ¢ = {h € R[x]; h(c) = 0}. Protoze c je algebraicky,
je ker o # {0}. Protoze R je téleso, je kazdy idedl v R[x] hlavni.
Proto existuje f € R[x], f # 0, splfiujici () = ker . Protoze
asociované prvky generuji tyZ hlavni idedl, |ze predpokladat, ze f je
normovany. Protoze (f) = {h € R[x]; f | h}, plati bod 1.

Protoze R|[c] je podokruhem télesa, je to obor integrity, totéz plati
o okruhu R[x]/ ker ¢, ktery je s nim izomorfni. Tedy (f) = ker ¢ je
prvoidedl okruhu R[x], coz znamend, zZe f je ireducibilni nad R a
(f) je maximalni idedl okruhu R[x], tedy R[x]/ ker ¢ je téleso,
proto je téleso i s nim izomorfni R[c]. Je tedy R[c] = R(c).



Ozna¢me n = st f. Zvolme libovolné polynom h € R[x] a vydélme
jej se zbytkem polynomem f. Mame

h=q-f+r, q,r € R[x], str<n.
Pak h(c) = q(c) - f(c) + r(c) = r(c). Odtud
Rlc] ={h(c); h € R[x]} =

={r(c); r € R[x], str < n} =
:{ro+r1~c+~-+rn_1‘6"71: ro,..., -1 € R}.

Pritom r(c) = 0 znamend f | r, coz kvili str < n = st f nastane
jeding pro r =0, tedy 1, ¢, c?,...,c" ! je bazi vektorového
prostoru R[c] nad R. Proto [R(c) : R] = n.

Definice. Polynom f € R|[x] z pfedchozi véty nazyvdme minimalni
polynom algebraického prvku ¢ € T nad R.



