Polosvazy
Definice. Prvek x grupoidu (G, -) se nazyva idempotentni, jestlize
X X = X.
Definice. Komutativni pologrupa, jejiz kazdy prvek je
idempotentni, se nazyva polosvaz.
Priklad. Pro libovolnou mnozinu X budeme (i v dal$im textu)

symbolem P(X) oznaovat mnozinu vSech podmnozin mnoziny X.
Pak (P(X),N) a (P(X),U) jsou polosvazy.

Priklad. Mnozina vsech prirozenych Cisel N spolu s operaci nejvétsi
spole¢ny délitel (resp. nejmensi spole¢ny nasobek) tvofi polosvaz.

Pozndamka. Pfipomenme, Ze podgrupoidem grupoidu (G, )
rozumime libovolnou podmnozinu H mnoziny G takovou, ze pro
kazdé a,b € H je a- b € H. Nejvétsim (vzhledem k inkluzi)
podrupoidem grupoidu (G, -) je G, nejmensim (). Zfejmé je mozné
operaci - z(zit na H, ¢imz dostaneme grupoid (H, ). Je jasné, ze
kazdy podgrupoid libovolného polosvazu je také polosvaz.



Véta 1.1. Necht (G,-) je komutativni pologrupa. Pak mnoZina
vSech jejich idempotentnich prvki tvofi podgrupoid pologrupy
(G,), ktery je polosvazem.

Dikaz. Jsou-li x a y idempotentni, pak x-x=xay- -y =y,
odkud plyne (x-y)-(x-y)=x-x-y-y = x-y. Jde tedy skute¢né
o podgrupoid, zbytek tvrzeni je zfejmy.

Pozndmka. Pfipomefime, Ze v uspofadané mnoziné (G, <)
nazyvame prvek x € G horni zavorou prvki a, b € G, jestlize
a < x, b < x. Jestlize existuje nejmensi ze vSech hornich zdvor
prvkid a, b, nazyvame ji jejich supremem, které znacime

sup{a, b} nebo aV b.

X e
Priklad. V uvedené usporadané mnoziné / \
je supremem prvkl a, b prvek x, Je o b

zatimco prvky ¢, d supremum
nemaji: mezi jejich tfemi hornimi
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Z usporadané mnoziny, jejiz kazdé dva prvky maji
supremum, lze vytvorit polosvaz

Vé&ta 1.2. Necht (G, <) je usporddand mnoZina, v niz k libovolnym
dvéma prvkim a,b € G existuje supremum aV b. Pak (G, V) je
polosvaz. Navic pro kazdé a, b € G plati

a<b<=aVvVb=nh.

Dikaz. Komutativita i idempotentnost je zfejma, ekvivalence obou
podminek téz. Pro libovolné a, b, c € G jisté plati (aV b) V ¢ > c,
(aVvb)Vc>aVb>a, podobné (aV b)V c > b. Je tedy

(aV b) V ¢ horni zdvora prvki b, c, proto (aV b)Vc>bVec. Je
tudiz (aV b) V ¢ horni zdvora prvkid a, bV ¢, proto
(avb)Vec>aVv(bVc).

Analogicky opacna nerovnost, z antisymetrie asociativita.



Z polosvazu Ize vytvorit usporadanou mnozinu
Véta 1.3. Necht (G, -) je polosvaz. Potom relace <, dand vztahem

a<b<—=a-b=5>b

pro kazdé a, b € G, je uspordddni na G, ve kterém pro kazdé
a,be G jea- b supremum prvkii a,b v (G, <).

Dikaz. Pro kazdé a, b, c € G plati

a-a=a — a<a,
a<b b<a = a=b-a=a-b=b,

a tedy je < reflexivni a antisymetricka relace. Rovnéz plati

a<b, b<c = a-b=b, b-c=c
— a-c=a-(b-c)=(a-b)-c=b-c=c
= a<yg,

¢imz jsme dokazali tranzitivitu. Je tedy < usporadani na G.



Zbyva ukazat, ze pro kazdé a, b € G je a- b supremum prvki a, b
v usporadané mnoziné (G, <). Protoze

a-(a-b)
b-(a-b)

(a-a)-b=a- b,
(a- ) b=a-(b-b)=a-b,

platia<a-b, b<a-b. Necht ¢ je libovolnd horni zavora prvki
a,bv (G,<),tedy a<c, b<c.Pakplatia-c=c, b-c=c,
odkud

(a-b)-c=a-(b-c)=a-c=c,

tedy a- b < c, je tedy a- b supremum prvkl a, b v (G, <).

Ddsledek. Polosvazy jsou totéZ co usporadané mnoZiny, v nichZ ke
kaZdym dvéma prvkiim existuje supremum.



Princip duality usporadanych mnozin

Princip duality: Necht (G, <) je uspofddand mnozina.
Definujeme-li na G novou relaci < takto: pro libovolné prvky
a, b € G klademe

axb<= b<a,

pak je (G, <) opét uspofddand mnozina, pfi¢emz supremum
(resp. infimum) libovolné mnoziny A C G v (G, <) se stane
infimem (resp. supremem) mnoziny A v (G, =<).

Podobné nejvétsi (resp. nejmensi) prvek v (G, <) se stane
nejmensim (resp. nejvétsim) prvkem v (G, <), maximalni
(resp. minimalni) prvek v (G, <) se stane minimalnim

(resp. maximalnim) prvkem v (G, =<).

Ddsledek. Polosvazy jsou totéZ co usporddané mnoZiny, v nichZ ke
kaZzdym dvéma prvkim existuje infimum.



Svazy

Definice. Uspofadana mnozina, v niz ke kazdym dvéma prvkim
existuje supremum i infimum, se nazyva svaz.

Priklad. Kazdy fetézec (neboli linedrné uspofddanad mnozina, tj.
usporadand mnozina, v niz jsou kazdé dva prvky srovnatelné) je
svaz: supremem danych dvou prvki je ten vétsi z nich, jejich
infimem je ten mensi.

Priklad. Pro libovolnou mnozinu X je (P(X), C) svaz: supremem
libovolnych dvou podmnozin mnoziny X je jejich sjednoceni, jejich
infimem je jejich prinik.

Priklad. Mnozina prirozenych Cisel N je usporddana relaci
délitelnosti, pfitom (N, |) je svaz: pro libovolna dvé pfirozend &isla
je jejich supremem jejich nejmensi spoleény nasobek a jejich
infimem je jejich nejvétsi spolecny délitel.



Svaz jako mnozina se dvéma operacemi

Véta 2.1. Necht (G, <) je svaz. Pro libovolné prvky a,b € G
oznacme jejich supremum symbolem aV/ b a jejich infimum
symbolem a A b. Pak (G,V) a (G, \) jsou polosvazy a obé operace
jsou spolu svazany tzv. absorpcnimi zakony: pro kazdé prvky
a,b e G plati

av(bna)=aA(bVa)=a

Kromé toho pro kazdé prvky a, b € G plati

aANb=a<—=a<b<=aVvVb=nb.

Dikaz. To, ze (G,V) a (G, A) jsou polosvazy, plyne z véty 1.2 a
principu duality; rovnéz tak ekvivalentnost uvedenych podminek.
Absorpcni zakony jsou zrfejmé.



Co musi splnit dvé operace na mnoziné, aby vznikl svaz?

Véta 2.2. Necht (G, V,A) je mnozina se dvéma idempotentnimi,
asociativnimi a komutativnimi operacemi, které jsou spolu svazany
absorpcnimi zdkony. Pak plati
1. pro kazdé prvky a,b € G platiaANb=a<= aV b= b,
2. definujeme-li na G relaci < takto: pro libovolné prvky
a,b € G klademe

a<b<= aVvVb=bh,

pak je < usporddani na G takové, ze (G, <) je svaz, v némz
pro libovolné prvky a, b € G je prvek aV b jejich supremum a
prvek a A b jejich infimum.

Diikaz. Necht pro prvky a, b € G plati a A b = a. Pak
avVb=(aAb)Vb=0bV(aAb)=bdleabsorpéniho zdkona.
Opacna implikace analogicky. Ostatni plyne z véty 1.3 a principu
duality.



Princip duality svazli

Pozndmka. 7 dokazanych vét vyplyvd, zZe svazy jsou totéz co
algebraické struktury (G, V, A) se dvéma idempotentnimi,
asociativnimi a komutativnimi operacemi, svdzanymi spolu
absorpénimi zdkony. Proto i tyto struktury (G, V, A) budeme také
nazyvat svazy.

Princip duality: Je-li (G, V, A) svaz, pak i (G, A, V) je svaz (tzv.
svaz dudlni k pivodnimu svazu). Obecné, jestlize v néjakém platném
tvrzeni o svazech systematicky zaménime supremum < infimum,

V < A, < & >, dostaneme opét platné tvrzeni o svazech.

Pozndmka. Protoze neni nutné zdlraznovat, zda mame na mysli
svaz jako usporddanou mnoZinu nebo jako algebraickou strukturu
se dvéma operacemi, nebudeme dale, nebude-li to z néjakych
divodi vhodné nebo dokonce nevyhnutelné, usporadani ¢i operace
vyznalovat. Budeme tedy misto o svazu (G, <) & svazu (G, V, A)
jednoduse psat o svazu G.



Distributivni a modularni nerovnosti

Véta 2.3. V libovolném svazu G pro kaZzdou trojici prvki
a, b, c € G plati tzv. distributivni nerovnosti

(avb)A(aVvec) > aVv(bAc),
(anb)Vv(anc) <aA(bVeo).

Je-li navic ¢ < a, plati tzv. modularni nerovnost
(anb)vec<an(bVvec).

Ddkaz. Jisté plati aV b > a, aV ¢ > a, tedy a je dolni zavorou
prvki aV b, aV ¢, proto (aV b) A (aV ¢) > a. Plati
avb>b>bAc,aVc>c>bAc, odkud podobné
(aVb)A(aVec)>bAc. Protoje (aV b)A(aV c) horni zévorou
prvkli a, b A ¢ a dostavame prvni distributivni nerovnost. Druhou
Ize principem duality odvodit z prvni.

Je-li navic ¢ < a, plati a A ¢ = ¢, proto modularni nerovnost plyne
z druhé distributivni nerovnosti.



Suprema a infima konecnych podmnozin svazu

Poznamka. Protoze jsou obé€ operace V a A ve svazu komutativni a
asociativni, nezalezi v zapise a; V ---V a,, resp. a1 A--- A a, na
poradi ani na uzavorkovani.

Véta 2.4. Necht G je svaz, n € N. Pro libovolné prvky
ai,...,an € G plati, Ze a1 V - - - V a, je supremum mnoZiny
{a1,...,an} a a1 A--- A ap je infimum mnoZiny {a1,...,an}.

Dikaz. Dokazme indukci vzhledem k n tvrzeni o supremech; pak
tvrzeni o infimech dostaneme z duality.

Tvrzeni je pro n = 1 zfejmé, pro n = 2 jde o definici operace V.
Necht n > 2 a pro n — 1 jiz bylo tvrzeni dokdzdno. Oznacme
b=aiV---Vap_1ac=>bVa, Pak c > b, a tedy c je horni
zadvora mnoziny {ai,...,a,—1}. Soucasné ¢ > a,, a tedy c je horni
zdvora mnoziny {a1, ..., an}. Necht d je libovolnd horni zdvora
mnoziny {ai,...,an}. Pak je d horni zdvora mnoziny
{a1,...,ap-1}, a tedy d > b. Soulasné d > a,, a proto
d>bVa,=c.



Podsvazy, idedly, filtry
Definice. Necht (G, V, A) je svaz, A podmnozina jeho nosné
mnoZiny G. Rekneme, e A je podsvaz svazu (G, V, A), jestlize pro
kazdé a,b € A plati aV b € A asouCasné aA b € A.

Pozndmka. A je podsvaz svazu (G, V, A\), pravé kdyz je A
podgrupoid obou grupoidt (G, V) a (G, A).

Priklad. Kazda jednoprvkova podmnozina svazu je jeho
podsvazem, prazdnd mnozina je podsvazem libovolného svazu,
kazdy svaz je svym podsvazem.

Definice. Necht G je svaz, A C G podmnozina. Rekneme, Ze A je
idedl svazu G, jestlize je A podsvazem svazu G, ktery navic spliiuje
podminku: pro kazdé a € A a kazdé x € G plati

x<a=—xc€A

Dualng, fekneme, Ze A je filtr svazu G, jestlize je A podsvazem
svazu G, ktery navic spliuje podminku: pro kazdé a € A a kazdé
x € G plati

X>a—x€cA.



Pozndmka. |dedl svazu je tedy podsvaz, ktery s kazdym svym
prvkem a obsahuje i vSechny prvky svazu mensi nez a, filtr svazu je
podsvaz, ktery s kazdym svym prvkem a obsahuje i vSechny prvky
svazu Vvétsi nez a.

Priklad. Kazdy svaz je svym idedlem i filtrem. Prazdnd mnozina je
idedlem i filtrem libovolného svazu.

Véta 3.1. Prinik libovolného neprdzdného systému podsvazii (resp.
idedld, resp. filtri) daného svazu je opét podsvaz (resp. idedl, resp.
filtr) tohoto svazu.

Diikaz. Necht | # () a pro kazdé i € | je A; podsvaz svazu G.
Oznaéme A = (¢, A; jejich prinik. Pak pro kazdé a, b € A plati
a,be A; provsechnaiel,atedy avbeA;, anbeA;. Odtud
avVbeA anbe A, aproto je A podsvaz svazu G.
Predpokladejme navic, ze pro kazdé i € | je A; dokonce idedl svazu
G. Méjme a€ A, x € G, x < a. Pak pro kazdé i € | je a € A},
tedy i x € A;, tudiz x € A.

Tvrzeni o filtrech nyni plyne z duality.



Podsvazy (idealy, filtry) generované podmnozinou

Definice. Necht G je svaz, A C G podmnozina. Diky predchozi
vété mizeme nyni definovat podsvaz (A) svazu G generovany
mnozinou A jako prinik vsech podsvazil tohoto svazu obsahujicich
mnozinu A, vzdyt alespon jeden podsvaz tohoto svazu obsahujici
mnozinu A existuje, totiz cely svaz G.

Podobné miZeme definovat idedl A| svazu G generovany
mnozinou A jako prinik vSech idedld tohoto svazu obsahujicich
mnozinu A. Dudlné, filtr A1 svazu G generovany mnozinou A je
prinik vsech filtrd tohoto svazu obsahujicich mnozinu A.

Je-li A= {a}, piSeme stru¢né a] misto {a}|, resp. a misto {a}T,
a hovofime o hlavnim idedlu, resp. o hlavnim filtru, generovaném
prvkem a.

Pozndmka. Pro svaz G a podmnozinu A C G je podsvaz (A)
(resp. idedl Al, resp. filtr A1) generovany mnozinou A tim
nejmensim (vzhledem k mnozinové inkluzi) podsvazem
(resp. idedlem, resp. filtrem) svazu G ze vSech podsvazil
(resp. idedld, resp. filtrd) obsahujicich mnozinu A.



Véta 3.2. Necht' G je svaz, A C G podmnozina. Pro ideal Al
generovany mnozinou A plati

Al={x€G;IneN3Fay,...,a, € A: x<a;V---Vap}.
Dudlné, pro filtr AT generovany mnozinou A plati
At={x€ G;aneN3ay,...,ap € A: x>a1 AN---Nap}.

Diikaz. Kazdy idedl svazu G obsahujici mnozinu A musi pro kazdé
ai,...,an, € Aobsahovati a; V---V a,. Proto obsahuje i mnozinu

B={xe€ G;3neN3Tay,...,ap € A: x<a;V---Vap}

Je tedy A| D B. Stadi ovéfit, ze B je idedl obsahujici A. Inkluze

A C B je zfejma, nebot pro a € Alze volit n=1a a; = a. Jist¢ B
obsahuje s kazdym svym prvkem i vSechny prvky svazu jesté mensi.
Necht x,y € B. Protoze x A y < x, je x A\ y € B. Potfebujeme
ovérit, ze také x V y € B. Existuji a1, ..., apn, b1,..., bm € A tak,
zex<aV---Va, y<b V-V by Pak pro
c=(aV---Va,)V(bLV---Vby)jex<c y<c, odkud
xVy <c, proto xVy € B. Tvrzeni o filtrech plyne z duality.



|zotonni zobrazeni, homomorfismy svazli
Definice. Necht (G, <), (H, =) jsou uspofddané mnoziny,
f: G — H zobrazeni. Rekneme, 7e je f izotonni zobrazeni, jestlize
pro kazdé a, b € G plati implikace

a< b= f(a) 2 f(b).
Rekneme, Ze f je izomorfismus uspofadanych mnozin, je-li f
bijekce a obé& zobrazeni f i f~! jsou izotonni.
Definice. Necht G a H jsou svazy, f : G — H zobrazeni. Rekneme,
Ze je f svazovy homomorfismus, jestlize pro kazdé a, b € G plati

f(anb) = f(a)Af(b), f(aVv b)=f(a)Vf(b).

Rekneme, Ze f je svazovy izomorfismus (neboli izomorfismus
svazl), je-li f bijektivni homomorfismus.

Poznamka. Protoze kazdy svaz je také usporddand mnozina, ma
smysl se ptat, zda svazovy homomorfismus je téZ izotonni
zobrazeni.



Kazdy homomorfismus svazii je izotonnim zobrazenim
Véta 3.3. Necht G a H jsou svazy, f : G — H zobrazeni.

1. Je-li f svazovy homomorfismus, pak f je izotonni zobrazeni a
homomorfni obraz

f(G)={f(a); ac G}

je podsvaz svazu H.

2. Zobrazeni f je svazovy izomorfismus, pravé kdyZ f je
izomorfismus usporadanych mnozin.

Pozndmka. Jak ukazuje tento ol > o
oriklad, izotonni zobrazent / \
mezi svazy nemusi byt
. ) o, 'Y > @
svazovym homomorfismem. \/
./.‘.v >.




Ddkaz véty. 1. Predpokladejme, Ze f je svazovy homomorfismus.
Pro kazdé a,b€ G z a < b plyne a = a A b, proto

f(a) = f(aAb)="f(a) Nf(b), atedy f(a) < f(b). Je tedy f
izotonni. To, ze f(G) je podsvaz svazu H, plyne pfimo z definic.

2. ,=" Necht je f svazovy izomorfismus. Nejprve ukaZzeme, ze pak

f~! je svazovy homomorfismus. Zvolme libovolné ¢, d € H a
oznaéme a = f~1(c), b = f~1(d). Pak plati

fHcvd)=Ff(fa)VF(b)=f(f(avbh)=aVb=
= c) v IH(d),

flcnd)=Fff(a)Af(b)=FfL(f(anb)=aAb=
=fHc)AFH(d)

Odvodili jsme, 7e f~1 je svazovy homomorfismus. Aplikaci prvni
&asti véty na zobrazeni f i f~1 dostaneme, Ze f je izomorfismus
usporadanych mnozin.



2. ,,<" Necht nyni naopak f je izomorfismus usporadanych
mnozin, a,b € G. Protoze a< aV b, b<aV baf jeizotonni
zobrazeni, dostavame f(a) < f(aV b), f(b) < f(aV b), je tedy
f(aV b) horni zavora prvki f(a), f(b). Necht c € H je libovolny
takovy, Ze f(a) < c, f(b) < c. Protoze f~! je izotonni zobrazenti,
plati a < f~1(c), b < f~I(c), proto i aV b < f~1(c), a protoze f
je izotonni zobrazeni, dostdvame f(aV b) < c. To ale znamen3, ze
f(aV b) je supremum prvkd f(a), f(b), tedy

f(a) v f(b)="f(aVb).
Analogicky (nebo z duality) dostaneme
f(a) A f(b) = f(anDb).

Je tedy f izomorfismus svazd.



UplIné svazy
Poznamka. Podle véty 2.4 v libovolném svazu ma kazdd neprdzdna
kone¢na podmnozina {ay,...,a,} supremum a; V-V a, a
infimum a; A --- A a,. Nekone¢nda anebo prazdnd podmnozina vsak
supremum ¢i infimum obecné mit nemusi.

Definice. Uspofadand mnozina, v niz pro kazdou podmnozinu
existuje supremum i infimum, se nazyva lplny svaz.

Pozndmka. Kazdy GplIny svaz G ma nejmensi prvek (infimum
mnoziny G) a nejvétsi prvek (supremum mnoziny G).

Poznamka. Promysleme si, co znamena infimum, resp. supremum
prazdné podmnoziny svazu G. Je-li A C G, pak infimum mnoziny
A ve svazu G je nejvétsi dolni zadvora mnoziny A ve svazu G. Dolni
zavora mnoziny A ve svazu G je prvek x € G takovy, ze pro kazdé
a € Aplati x < a. V pfipadé A = ) je tato podminka splnéna pro
kazdé x € G, a tedy odtud plyne, ze kazdy prvek svazu G jev G
dolni zédvorou prazdné mnoziny. Proto infimem prazdné mnoziny ve
svazu G je nejvétsi prvek svazu G. Dudlné: supremem prazdné
mnozZiny ve svazu G je nejmensi prvek svazu G.



Piiklady

Priklad. Zfejmé plati, ze kazdy Gplny svaz je svazem.

Priklad. Podle véty 2.4 je kazdy neprazdny konecny svaz Gplnym
svazem.

Priklad. Prazdny svaz neni aplny, nebot pro jeho (jedinou)
prazdnou podmnozinu neexistuje infimum ani supremum.

Jinymi slovy: prdzdny svaz nemd nejmensi prvek ani nejvétsi prvek,
protoze nema zadny prvek.

Priklad. Pro libovolnou mnozinu X je (P(X), C) tplny svaz.

Priklad. Pro libovolnou nekone¢nou mnozinu X tvofi mnozina
vSech konecnych podmnozin mnoziny X spolu s inkluzi C svaz,
ktery neni Gplnym svazem.

Priklad. Nekoneény fetézec nemusi byt Gplny svaz, napriklad (N, <)
neni Uplny svaz, nebot neexistuje supremum celé mnoziny N.



Ekvivaletni charakterizace Gplného svazu
Véta 4.1. Necht (G, <) je uspofddand mnozina. Ndsledujici
podminky jsou ekvivalentni:
1. (G, <) je uplny svaz.
2. kazda podmnoZina mnozZiny G md v usporddané mnoZiné
(G, <) supremum.
3. kazdd podmnoZina mnoziny G md v usporddané mnoZiné
(G, <) infimum.
4. (G,<) md nejmensi prvek a kazdd neprazdnd podmnozina
mnoZiny G md v usporddané mnoziné (G, <) supremum.
5. (G, <) md nejvétsi prvek a kaZzdd neprazdna podmnozina
mnoziny G md v usporddané mnoziné (G, <) infimum.

Dikaz. Protoze infimum (resp. supremum) prazdné mnoziny je
nejvétsi (resp. nejmensi) prvek, je ¢tvrtd podminka identickd

s druhou a pata s treti.

Druha a treti podminka jsou navzajem dualni, zatimco prvni
podminka je dudlni sama k sobé. Stadi ukdzat, ze prvni je
ekvivalentni s druhou, ekvivalenci prvni s treti dostaneme z duality.



Z definice Gplného svazu je vidét, ze z prvni podminky plyne druha.
Ukazme, ze z druhé plyne prvni.

Predpokladejme tedy, ze kazda podmnozina mnoziny G ma
v (G, <) supremum, a ukazme, Ze pak také kazdd podmnozina
mnoziny G ma v (G, <) infimum, a tedy Ze (G, <) je Gplny svaz.

Necht A je libovolnd podmnozina mnoziny G. Oznaéme B
mnozinu vSech dolnich zdvor mnoziny A, tj.

B={xeS5;Vac A: x < a}.

Podle predpokladii ma B supremum, které oznacime m.

Pro libovolné a € A plati x < a pro vSechna x € B, proto a je
horni zavora mnoziny B. Oviem m je jeji supremum, tedy m < a.
To vsak plati pro vSechny a € A, a proto m € B.

Je tedy m nejvétsi ze vSech dolnich zdvor mnoziny A, tedy jeji
infimum.



Piiklady

Priklad. Svaz viech podgrup dané grupy G je dle predchozi véty
aplny svaz, nebot ma nejvétsi prvek (celou grupu G) a kazda
neprazdnd mnozina podgrup ma v tomto svazu infimum, kterym je
prinik téchto podgrup (to, Ze jejich prinikem je opét podgrupa,
jsme dokazovali kvali definici podgrupy generované podmnozinou
grupy). Rovnéz svaz viech podsvazii (popfipadé svaz idedlt nebo
svaz filtrti) daného svazu je Gplny svaz (viz vétu 3.1).

Diky analogickym vétam o priinicich neprazdnych systémi néjakych
podstruktur Ize totéz Fici i o svazu vSech podokruhti daného okruhu
nebo o svazu vSech podprostort daného vektorového prostoru.

Priklad. (N U {oc0}, <) je dle pfedchozi véty Gplny svaz, nebot ma
nejvétsi prvek oo a kazda neprazdna podmnozina mnoziny NU {oo}
méd v (NU {oo}, <) infimum (plyne z dobré usporadanosti).

Priklad. Ze svazu (N, |), ktery neni Gplny, Ize dopInénim nuly
(ktera se stane jeho nejvétsim prvkem) utvorit svaz (N U {0}, ),
ktery je Uplny, nebot kazdé prirozené Cislo ma jen kone¢né mnoho
déliteld, a tedy kazda neprazdnad podmnozina ma v (N, |) infimum.




Zaplnéni svazu

Poznamka. Jak ukazuje nasledujici véta, predchozi dva priklady
nebyly nijak vyjimecné: vzdy existuje zpisob, jak doplnit svaz tak,
aby se stal Gplnym.

VEta 4.2. Necht' G je svaz. Pak existuje tplny svaz U, ktery
obsahuje podsvaz H, ktery je izomorfni se svazem G.

Diikaz. Je jasné, ze staci najit vhodny Gplny svaz U a injektivni
svazovy homomorfismus f : G — U. Pak je totiz f(G) podsvaz
svazu U a zdzenim oboru hodnot dostaneme svazovy izomorfismus
f:G—f(G).

Necht U znadi mnozinu v3ech idedli svazu G. Ve vété 3.1 jsme
ukazali, ze pranik libovolného neprazdného systému prvki z U je
opét prvkem U. Protoze uspofddand mnozina (U, C) ma nejvétsi
prvek G, je to dle predchozi véty Gplny svaz. Pfitom pro libovolné
dva prvky A, B € U je jejich infimem AA B = AN B mnoZinovy
prinik, jejich supremem AV B = (AU B)| je idedl generovany
mnozinovym sjednocenim.



Uvazme zobrazeni f : G — U, které kazdy prvek svazu G zobrazi
na idedl jim generovany: pro kazdé a € G klademe f(a) = al.
Podle véty 3.2 je tedy f(a) = {x € G; x < a}. Odtud plyne, ze f
je injekce: jsou-li totiz a, b € G takové, ze f(a) = f(b), pak

a € b|, odkud a < b, analogicky b < a, dohromady a = b.
Budeme hotovi, ukdzeme-li, Ze f je svazovy homomorfismus. Necht
a, b € G jsou libovolné. Mame ukazat, ze

fanb) = f(a)AF(b),  f(aVb)=F(a)V F(b),

(anb)l=alnbl,  (avb)l=(alUbl).

Nejprve dokazme prvni rovnost. Protoze aA b < a, aA b < b, plati
aAbealnbl, odkud (a A b)| C al N bl. Naopak, je-li

x € alnNbl,jex<a x<b,tedy x < aA b, neboli x € (aA b)|.
Nyni se zaméfme na druhou rovnost. Z nerovnosti a < aV b,

b < aV b, plynou inkluze a| C (aV b){, b} C (aV b)|, odkud
alUbl C(aVvb)laprotoi(alUbhbl)l C (aV b)l. Nadruhou
stranu plati a, b € (al U bl)], protoi aV b e (al Ub]l)|, odkud
(aV b)] C (al Ub)|.



Tarského véta

Véta 4.3 (Tarski). Necht G je dplny svaz, ¢ : G — G izotonni
zobrazeni. Pak existuje prvek a € G tak, Ze p(a) = a (tj. a je
pevny bod zobrazeni ).

Diikaz. Oznaéme
A={xe G x<p(x)}

Protoze G je Gplny svaz, existuje supremum a mnoziny A.

Pro kazdé x € A tedy plati x < a, a proto z izotonie ¢(x) < ¢(a),
coz spolu s x < p(x) (vzdyt x € A) dava x < p(a). Je tedy ¢(a)

horni zadvora mnoziny A, tedy jeji supremum a < ¢(a). Z izotonie

v(a) < ¢(p(a)), ale to znamena p(a) € A. Ovéem a je supremum
mnoziny A, proto p(a) < a. Celkem tedy a = ¢(a).



Soucin svazl
Pozndmka. Tak jako jsme souinem grup (G, ), (H,-) ziskali grupu
(G x H,-) na kartézském soucinu nosi¢ii obou grup, mizeme
soucinem svazll ziskat novy svaz. Konstrukce je stejna: operace na
usporadanych dvojicich se provedou nezavisle v kazdé slozce.

Definice. Necht (G, V, A), (H,V,A\) jsou svazy. Na kartézském
soucinu G x H definujme nové operace V a A takto: pro kazdé
81,8 € G, hy, hy € H klademe

(g1, M)V (g2, h2) = (g1V g2, h1 V ho).
(g1, ) N (g2, h2) = (g1 A g2, h1 A ho).

Véta 5.1. (G x H,V, ) z predchozi definice je svaz.

Dikaz. Je tfeba ovérit, ze obé operace jsou asociativni, komutativni
a idempotentni a Ze plati absorpc¢ni zakony. To je snadné: vzdy se
pritom vyuzije, ze dokazovand rovnost plati v kazdém z obou svazli
a Ze operace se v soucinu pocitaji po slozkach.



Pozndmky o soucinu svazi

Pozndmka. Jak jsme si rozmysleli v predchozim dlikaze, v soucinu
svazl plati vsechny rovnosti platné v obou svazech. Vlastnosti,
které se vSak nedaji vyjadrit jako konjunkce rovnosti, uz soucin
svazll zdédit nemusi.

Napriklad vlastnost byt retézec mizeme zachytit takto: pro kazdé
dva prvky x, y plati x < y nebo x > y, coz pomoci svazovych
operaci lze zapsat podminkou x A y = x nebo x A y = y. To vsak
neni konjunkce rovnosti, ale disjunkce.

A skutec¢né, tato vlastnost se souc¢inem nedédi: souéinem dvou
dvouprvkovych retézcil je Ctyrprvkovy svaz, ktery neni fetézec.

Poznamka. Podobné jako soucin dvou svaz( jsme mohli definovat i
soucin n svazl pro libovolné n € N: na kartézském soucinu nosnych
mnozin danych svaz( se nové operace V a A definuji po slozkach.



Modularni svazy

Pozndmka. Podle véty 2.3 v libovolném svazu G pro kaZzdou trojici
prvkl a, b, c € G takovych, ze ¢ < a, plati modularni nerovnost

(anb)Ve<an(bVeo).

Definice. Svaz G se nazyva modularni, jestlize pro kazdou trojici
prvkd a, b, c € G plati implikace

c<a == (anb)vVec=aA(bVc).

Priklad. Pro libovolnou mnozinu X je svaz (P(X),U,N) vsech
podmnozin mnoziny X moduldrni. Snadno se ovéfi, ze pro
libovolné mnoziny A,B,C C X plati AN(BUC)C (AnB)UC.
Jestlize tohzxeAﬂ(BUC) ax¢ C, pakxe ANB.

Priklad. Libovolny fetézec je moduldrni svaz. Stadi ovéFit rovnost
pro kazdy ze tfi pfipadi b<c<a,c<b<a c<a<b Pro
kazdy z nich vzdy vyjde na obou stranach rovnosti , prostredni*
prvek.



Dva dulezité pétiprvkové svazy: svaz Ns (pétitihelnik)

Priklad. Svaz Ns, zvany téz

pétithelnik, neni modulrni. / \

Skuteéné, prestoze ¢ < a,

plati
(anb)Vec=0Vc=c,
aNn(bVc)=anl=a \



Dva dulezité pétiprvkové svazy: svaz M5 (diamant)

Priklad. Svaz Ms, zvany téz diamant, je modularni.

Implikace
c<a = (anb)Vec=aA(bVc)

z definice modularniho svazu totiz °
zrejmé plati, je-li ¢ nejmensi prvek
svazu (pak je na obou stranach
rovnosti a A b) anebo je-li a
nejvétsi prvek svazu (pak je

na obou stranach rovnosti bV c). . . .
Jestlize a = ¢, plati rovnost také,
tentokrat diky absorpénim zakondm.

V pripadé svazu Ms jsou
tim vylerpdny vSechny moznosti. °




Svaz vSech normalnich podgrup dané grupy
Véta 6.1. Pro libovolnou grupu (H,-) plati, Ze svaz vsech
normalnich podgrup grupy H je modularni.

Ddkaz. Necht K, L jsou podgrupy grupy H. Kazda podgrupa grupy
(H,-), obsahujici obé podgrupy K, L, musi obsahovat i mnozinu

K-L={k-t; ke K.l e L},

coz obecné nemusi byt podgrupa grupy (H,-). Ukazme, ze pokud je
K dokonce normalni podgrupa grupy (H,-), pak je K - L podgrupa
grupy (H,-). Jisté¢ K- L # (). Pro libovolné k € K, ¢ € L plati

(k-O) =0t k=@t k) lek- L,

nebot 1. k~1.¢ € K diky tomu, Ze K je normalni podgrupa
grupy (H,-). Podobné pro libovolné ki, ko € K, ¢1,05 € L plati

(ki €1) - (ka-02) = ki~ (1 ko - £71) - (b1 -£2) €K - L,

nebot opét /1 - ko - /7 € K. Dokazali jsme, ?¢ K - L je podgrupa
grupy (H,-), a to ta nejmensi obsahujici K i L.



Pritom plati, ze pokud jsou obé K i L normalnimi podgrupami
grupy (H,-), pak je K - L téz normalni podgrupou grupy (H, ).
Totiz pro libovolné h € H a libovolné k € K, £ € L plati

ho(k-0)-ht=(h-k-"Y-(h-t-hY)eK-L,

coz bylo tfeba dokazat.

Oznaéme S mnozinu vdech normalnich podgrup grupy (H,-).
Protoze H je nejvétsi sva normalni podgrupa a prinikem
libovolného neprdzdného systému normalnich podgrup grupy H je
normalni podgrupa grupy H, je (S, C) Gplny svaz, v némz pro
libovolné K, L € S plati

KAL=KnNL, KvL=K-L.

Dokazeme, Ze je tento svaz moduldrni.



Zvolme libovolné K, L, M € S tak, ze M C K a ukazme, ze
(KAL)VM=KA(LV M). Plati

(KAL)VM=(KNL) M, KA(LVM)=Kn(L-M).
Mame tedy ukazat, Ze plati
(KNL)-M2>DKnN(L-M),

nebot opacna inkluze je moduldrni nerovnost platna v kazdém
svazu (véta 2.3). Necht je tedy k € K N (L - M) libovolné. Pak
existuji £ € L, m € M takové, ze plati £ - m= k. Z M C K plyne
m e K, odkud £ = k-m~1 € K. Je tedy £ € (KN L) a plati
k=/¢-me (KNL)-M, coz jsme chtéli dokazat.

Dasledek. Svaz vsech podgrup dané komutativni grupy je
modularni.

Ddkaz. V komutativni grupé je kazdd podgrupa normalni.



Podsvaz modularniho svazu je modularni

Véta 6.2. Podsvaz modularniho svazu je modularni svaz.

Dikaz. Plyne pfimo z definice: v podsvazu se suprema i infima
pocitaji jako v plvodnim svazu, proto je tam i stejné usporadani.

Priklad. Svaz véech podprostor(i daného vektorového prostoru V
nad télesem T je podle predchozi véty modularni. Je totiz
podsvazem moduldrniho svazu vsech podgrup grupy vektorl V/,
ktera je komutativni.

Skutecné, stadi si uvédomit, ze kazdy podprostor je podgrupou, a
ovérit, ze infima i suprema se ve svazu vSech podprostor(i pocitaji
stejné jako ve svazu podgrup: infimem dvou podprostor( je jejich
mnozinovy prinik a jejich supremem je jejich soucet.



Charakterizace modularity svazu rovnosti

Véta 6.3. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kazdou trojici prvki
a,b,c € G plati

(anb)v(anc)=aA(bV(aAc)).

Didkaz. Je-li svaz modularni, plyne predchozi rovnost z modularni
rovnosti pro prvky a, b, a A ¢ diky zfejmé nerovnosti a A ¢ < a.
Naopak, necht svaz G spliiuje rovnost této véty a necht a,b,c € G
jsou libovolné takové, ze ¢ < a. Pak plati a A ¢ = ¢, a tedy

(anb)ve=(anb)Vv(anc)=aA(bV(aic))=aA(bVc),

coz jsme méli dokazat.

Diisledek. Soucin modularnich svazii je modularni svaz.
Homomorfni obraz modularniho svazu je modularni svaz.

Dikaz. Vime z dikazu véty 5.1, ze soucin zdédi libovolnou rovnost
platnou v obou svazech. Také tvrzeni o homomorfnich obrazech
plyne z toho, Ze modularita je charakterizovana rovnosti.



Ekvivalentni podminka modularity
Pozndmka. Nésledujici véta ddva uziteéné kriterium, jak ukazat, ze
dany svaz neni modularni: staci nalézt dva rizné srovnatelné prvky
majici se tfetim prvkem stejna infima i suprema.

VEta 6.4. Svaz G je moduldrni, pravé kdyz pro kazdou trojici prvkii
a,b,c € G plati implikace

a>c,aANb=cAb,aVb=cVb = a=c. (1)

Ddkaz. ,=" Predpokladejme, Ze svaz G je modularni a Ze pro
trojici prvkd a, b,c € G platic<a, aAb=cAb,avVb=cVb.
Pak z absorpcnich zakontd a modularni rovnosti plyne

c=(cAb)Vec=(anb)Vc=aA(bVc)=aAn(bVa)=a.

.<=" Predpokladejme, Ze ve svazu G plati implikace (1). Zvolme
libovolné trojici prvki a, b, ¢ € G tak, ze ¢ < a, a ozname
x=(aAb)Vc,y=aA(bVc). Zmoduldrni nerovnosti (véta 2.3)
vime, ze x < y. Ukadzeme-li, ze téz plati x A b=y A b,

xV b=yVb, podle implikace (1) dostaneme x = y, coz je
moduldrni rovnost pro prvky a, b, c.



Zx<yplynexVb<yVb nebotzyVb>y>x,yVb>bije
jasné, ze y V b je horni zavora prvk( x, b. Z absorpcniho zakona

xVb=((anb)Vc)vb=((aAnb)Vb)Vc=bVec,

jistt bVc>an(bVc)=yabVc>b. To pak znamena
xVb=bVc>yVbhb, coz spolu s dfive odvozenou opacnou
nerovnosti ddva x Vb =y V b.

Analogicky z x < y plyne x A b < y A b a z absorpcniho zdkona
yAb=(an(bVvc))Ab=an((bVc)Ab)=aAb.

Jist¢ aAb<(aAb)Vc=x, také aA b < b, proto
yAb=aAb<xAb, opét s opacnou nerovnosti dostadvame
potfebnou rovnost x A b=y A b.



