Ulohy k procvi¢ovani textu o univerzalni algebie

Cislo za poml&kou v oznadeni tlohy je ¢islo kapitoly textu, ktera je tlohou
procvicovana. Kazda tloha je vyfesena o nékolik stranek pozdéji.

Kontrolni otazky - zadani

Odpovézte, zda uvedené tvrzeni je pravdivé.

[K1-1]

(K2-1]

[K3-2]

[K4-2]

[K5-3]

[K6-3]

[K7-4]

(K8 -4]

[K9-4]

[K10-5]

[K11-5]

[K12-6]

[K13-6]

[K14-6]

[K15-7]

ano - ne Obsahuje-li typ 2 alespon jeden nularni operacni symbol, pak
je kazda Q-algebra neprazdna.

ano - ne Obsahuje-li typ €2 alespon jeden unarni opera¢ni symbol, pak
je kazda Q-algebra neprazdna.

ano - ne Mnozina vSech podalgeber dané univerzalni algebry A typu 2
usporadand inkluzi tvori uplny svaz.

ano - ne SloZenim homomorfismi 2-algeber je opét homomorfismus
Q-algeber.

ano - ne Projekce ze soucinu -algeber je surjektivni homomorfismus
Q-algeber.

ano - ne Soucin Q-algeber pfes prazdnou mnozinu indexu je prazdna
Q-algebra.

ano - ne Jadro homomorfismu 2-algeber A — B je podalgebra 2-algebry
A.

ano - ne Projekce z Q-algebry na faktorovou algebru je surjektivni
homomorfismus 2-algeber.

ano - ne Kazd4a kongruence na (2-algebre A je jddrem vhodného homo-
morfismu Q-algeber vychazejictho z Q-algebry A.

ano - ne Jestlize typ ) nebsahuje zadny nuldrni operacni symbol, pak
neexistuje zadny nularni term typu €.

ano - ne Jestlize typ ) nebsahuje zadny unéarni operac¢ni symbol, pak
neexistuje zadny unarni term typu 2.

ano - ne Kazda varieta Q-algeber je neprazdné. [Do kaZdé variety Q-
algeber patii vsechny jednoprvkové Q-algebry./

ano - ne Pro libovolny typ € tvori tfida vSech Q-algeber varietu -
algeber.

ano - ne Pro libovolny typ Q2 tvofi tfida vsech jednoprvkovych Q-algeber
varietu -algeber.

ano - ne Pro kazdy typ Q je volnd Q-algebra generovand prazdnou
mnozinou konecné -algebra.



[K16-7]

[K17-8]

[U1-2]

[02-3]

[U3-4]

ano - ne Pro kazdy typ Q je volnd Q-algebra generovand prazdnou
mnozinou nekonec¢né 2-algebra.

ano - ne Pro kazdou varietu V typu €2 plati: libovolna rovnost typu (2
plati ve volné algebie F'(V') variety V préavé tehdy, kdyz tato rovnost plati
v kazdé Q-algebie variety V.

Ulohy - zadani

Je dén typ @ = {*}, kde * je unérni opera¢ni symbol. Uvazme Q-algebru
Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz je odpovidajic
operace definovana takto: pro libovolné a € Z klademe

a—1 proa >0,
a® = 0 pro a =0,
a+1 proa<O0.

(a) Popiste vSechny podalgebry Q-algebry Z.
(b) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z uréené predpisem p(a) = 1—a
pro libovolné a € Z je homomorfismus (2-algeber.

Své tvrzeni zdtvodnéte.

Je dan typ Q = {e, '}, kde o je nularni a ' unarni operacni symbol. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz jsou
odpovidajici operace definovany takto: ez = 0 a pro libovolné z € Z
klademe 2’ = z + 1.

(a) Urcete vSechny podalgebry této Q-algebry.
(b) Popiste soucin dvou kopii této Q-algebry, tj. Q-algebru Z x Z.
(¢) Popiste vSechny homomorfismy Q-algeber Z — Z.

Své tvrzeni zdtvodnéte.

Je dén typ Q@ = {f}, kde f je undrni opera¢ni symbol. Uvazme Q-algebru
Z (tj. jejimi prvky jsou prévé vSechna celd ¢isla), na niz je odpovidajici
operace f7 definovana takto: pro libovolné a € Z klademe f7(a) = |a| — 10,
kde |a| znac¢i obvyklou absolutni hodnotu celého &isla a.

(a) Popiste podalgebru ({—53}) generovanou jednoprvkovou podmnozi-
nou {—53} v Q-algebie Z.

(b) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z uréené pfedpisem ¢p(z) =
x + 1, kde + znadci obvyklé s¢itani celych ¢isel, je homomorfismem
Q-algeber.

(c) Definujme relaci ~ na Z takto: pro libovolné a,b € Z klademe a ~ b,
pravé kdyz rozdil a — b je délitelny deseti. Rozhodnéte, zda ~ je
kongruence na 2-algebie Z.

Své tvrzeni zduvodnéte.



[U4-7]

[U5-7]

[U6-7]

[O7-7]

Je dan typ Q = {e, '}, kde o je nuldrni a’ unarn{ opera¢ni symbol. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz jsou
odpovidajici operace definovany takto: ez = 0 a pro libovolné liché x € Z
klademe x’ = 1 a pro libovolné sudé x € Z klademe 2’ =0 .

(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z uréené piedpisem p(z) = 22
je homomorfismem (2-algeber.
(b) Urcete, pro které M C Z tvoii M podalgebru Q-algebry Z.

(c) Popiste volnou Q-algebru generovanou prazdnou mnozinou.
Sva tvrzeni zdtvodnéte.

Je dan typ Q = {*,’}, kde * i’ jsou undrni operac¢ni symboly. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz jsou
odpovidajici operace definovany takto: pro libovolné a € Z klademe

a+1 proa>D0,
a = —a, a=4¢ 0 pro a =0,
a—1 proa<O0.
(a) Popiste vSechny podalgebry Q-algebry Z.
(b) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z urcené pfedpisem
a—1 proa€Z,a>0,
pla)=< 0 pro a =0,
a+1 proa€Z,a<D0.
je homomorfismus (2-algeber.
(c) Popiste volnou Q-algebru generovanou prazdnou mnozinou.
Sva tvrzeni zduvodnéte.
Je dén typ @ = {*}, kde * je unédrni operacni symbol. Uvazme Q-algebru

Z (tj. jejimi prvky jsou prévé vSechna celd ¢isla), na niz je odpovidajici
operace definovana takto: pro libovolné a € Z klademe

a*=a+(-1)%
(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z urcené pfedpisem p(a) = 1—a
pro libovolné a € Z je homomorfismus 2-algeber.
(b) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V uréené teorii {z}* =
.’El}.
(c) Popiste volnou Q-algebru F5(V) variety V' generovanou mnoZinou
{xl, X2, ng}.
Sva tvrzeni zdivodnéte.
Je dan typ © = {e, '}, kde @ je nuldrni a ' unarni opera¢ni symbol. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz jsou

odpovidajici operace definovany takto: e7 = 0 a pro libovolné liché x € Z
klademe x’ = 1 a pro libovolné sudé x € Z klademe 2’ =0 .



[U8-7]

[U9-7]

[U010-7]

(a) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V typu Q uréené teorii
{a} = ).
(b) Popiste volnou algebru typu € generovanou mnozinou {z1, 3, 3, Z4}.
(c) Popiste volnou algebru variety V' generovanou mnozinou {z1, 2, 3,
LE4}.
Sva tvrzeni zduvodnéte.
Je dan typ Q = {*,’}, kde * i’ jsou undrni operac¢ni symboly. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz jsou
odpovidajici operace definovany takto: pro libovolné a € Z klademe

a' = |al, a*=(-1)"a.
(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z ur¢ené predpisem

pla) = —a
je homomorfismus Q-algeber.
(b) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V uréené teorii {z}* =
a1, o] =i, 21’ =21}
(¢) Urcéete pocet prvki volné Q-algebry Fi(V) variety V generované
mnozinou {x }.

Sva tvrzeni zduvodnéte.

Je dan typ Q = {n, g}, kde n je nuldrni a ¢ unarni opera¢ni symbol.
Ozna¢me mnoziny A = {1,2,3,4,5} and B = {6, 7,8}. Polozme

na =ga(l) =ga(2) =3, ga(3) = ga(4) =5, ga(5) =4,

np =gp(6) =7, gp(7) = g5(8) = 8.

Tim jsme vytvorili Q-algebry A, B. Uvazme teorii

T ={g(9(9(z1))) = g(n)}

a varietu V typu € uréenou teorii T

(a) Rozhodnéte, zda Q-algebra A patii do V.

(b) Rozhodnéte, zda Q-algebra B patii do V.

(c) Popiste volnou algebru Fy(V') variety V' generovanou prazdnou mno-
Zinou.

(d) Popiste volnou algebru Fy (V) variety V generovanou mnozinou {z }.

Své tvrzeni zduvodnéte.

Je dén typ Q = {n}, kde n je unarni opera¢ni symbol. Je dana Q-algebra
Z (tj. jejimi prvky jsou tedy pravé vSechna celd ¢isla), na niz je undrni
operace ny, definovana pfedpisem: nz(a) = a + 1 pro libovolné a € Z (kde
+ znadl obvyklé s¢itani). Déle je ddna Q-algebra A = {A, (O} s undrni
operaci na definovanou takto: na(Q) = A, na(A) = O. Uvazme teorii
T = {n(n(n(n(xy1)))) = x1} a varietu V typu Q uréenou teorii 7.



(a) Rozhodnéte, zda existuje homomorfismus Q-algebry Z do Q-algebry
A.

(b) U obou Q-algeber A a Z rozhodnéte, zda patii do V.

(c) Popiste volnou algebru Fy(€2) typu Q generovanou prazdnou mnozi-
nou.

(d) Popiste volnou algebru Fy (V') variety V generovanou mnozinou {z1 }.
Sva tvrzeni zdivodnéte.

[U11-7] Je dan typ Q = {n}, kde n je unarni opera¢ni symbol. Je ddna Q-algebra
Z (tj. jejimi prvky jsou tedy pravé vSechna celd ¢isla), na niz je undrni
operace nyz definovana pfedpisem: nz(a) = a — 1 pro libovolné a € Z (kde
— znadi obvyklé odéitdni). Déle je ddna Q-algebra A = {A, (O} s unédrni
operaci na definovanou takto: na(Q) = A, na(A) = O. Uvazme teorii
T = {n(n(n(x1))) = n(x1)} a varietu V typu Q uréenou teorii 7.

(a) Rozhodnéte, zda existuje homomorfismus Q-algebry A do Q-algebry
Z.

(b) U obou Q-algeber A a Z rozhodnéte, zda patii do V.

(c) Popiste volnou algebru Fi(Q2) typu 2 generovanou mnozinou {x;}.

(d) Popiste volnou algebru F» (V') variety V generovanou mnozinou {z1, z2}.
Sva tvrzeni zdtvodnéte.

[U12-7] Je dan typ Q = {n}, kde n je unarni opera¢ni symbol. Je ddna Q-algebra
Z (tj. jejimi prvky jsou tedy pravé vSechna celd ¢isla), na niz je undrni
operace ny, definovana predpisem: pro libovolné a € Z klademe

1 proa > 1,
nz(a)=< 0 pro—-1<a<1,
—1 proa< —1.

Déle jsou ddna zobrazeni f : Z — Z a g : 7Z — Z piedpisy f(a) = 3a,
g(a) = a® (kde uzité operace ve vyrazech zna& obvyklé operace s ce-
lymi €isly). Necht varieta V; typu Q je uréend teorii 71 = {n(n(n(z1))) =
n(n(z1))} a varieta Vs typu Q je uréend teorii 7o = {n(n(z1))) = n(n(xz))}
typu Q.

) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je homomorfismem Q-algeber.

) Rozhodnéte, zda zobrazeni g je homomorfismem Q-algeber.

) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V.
d) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V5.

) Popiste volnou algebru F; (V7)) variety V; generovanou mnozinou {1 }.

) Popiste volnou algebru F (V2) variety V, generovanou mnozinou {1 }.

)

Rozhodnéte, zda variety V7 a V5 jsou stejné.

Svéa tvrzeni zduvodnéte.



[K1-1]

K2-1]

(K3-2]

[K4-2]

[K5-3]

[K6-3]

(K7 -4]

(K8 -4]

[K9-4]

[K10-5]

[K11-5]

[K12-6]

[K13-6]

[K14-6]

Kontrolni otazky - reseni

ano Obsahuje-li typ € alespon jeden nularni opera¢ni symbol, pak je
kazda Q-algebra neprazdnd. [Plyne pfimo z definice.]

ne Obsahuje-li typ 2 alespon jeden unarni opera¢ni symbol, pak je kazda
Q-algebra neprazdnd. [Pro kaZdy typ, ktery neobsahuje Zddny nuldrni ope-
raéni symbol, existuje prdzdnd Q-algebra.]

ano Mnozina vSech podalgeber dané univerzalni algebry A typu ) uspo-
fadana inkluzi tvofi Gplny svaz. [Jde o jeden z disledki véty 2.1.]

ano Slozenim homomorfismu Q-algeber je opét homomorfismus (2-algeber.
[Jde o vétu 2.2.]

ne Projekce ze soucinu 2-algeber je surjektivni homomorfismus 2-algeber.
[ProtoZe Q-algebry mohou byt i prdazdné, nemusi byt obecné projekce ze
soucinu surjektivni, uvazte soucin prazdné Q-algebry s neprdzdnou Q-al-
gebrou a projekci z tohoto soucinu do oné neprdzdné Q-algebry.]

ne Soucin 2-algeber pfes prazdnou mnozinu indext je prazdna Q-algebra.
[Soucin Q-algeber pies prazdnou mnoZinu indexi je vidy jednoprvkovd §2-
algebra. Toto tvrzeni nemohlo byt pravdivé i proto, Ze v pripadé, kdy typ
Q obsahuje alespori jeden nuldrni operacni symbol, je kazZdd 2-algebra ne-
prdzdnd.]

ne Jadro homomorfismu Q-algeber A — B je podalgebra Q-algebry A.
[Podle definice je jadrem homomorfismu Q-algeber A — B kongruence na
Q-algebie A.]

ano Projekce z Q2-algebry na faktorovou algebru je surjektivni homomor-
fismus Q-algeber. [Plyne z véty 4.8 - viz definici projekce.]

ano Kazda kongruence na Q-algebie A je jadrem vhodného homomor-
fismu Q-algeber vychazejiciho z Q-algebry A. [Jde o dusledek véty 4.3.]

ano Jestlize typ 2 nebsahuje zadny nularni operacni symbol, pak ne-
existuje zadny nularni term typu Q. [Plyne piimo z definice termu.]

ne Jestlize typ €2 nebsahuje zadny unarni operacni symbol, pak neexistuje
z4dny unarni term typu Q. [Pro libovolny typ je x1 undrni term.]

ano Kazda varieta Q-algeber je neprazdné. [Do kaZdé variety Q-algeber
patii vsechny jednoprvkové Q-algebry.]

ano Pro libovolny typ Q tvoii tfida vSech 2-algeber varietu Q-algeber.
[Jde o varietu Q-algeber uréenou prazdnou teorii.]

ne Pro libovolny typ €2 tvofi t¥ida vsech jednoprvkovych Q-algeber vari-
etu Q-algeber. [Nebsahuge-li typ Q Zddny nuldrni operacni symbol, existuje
i prdzdnd Q-algebra, ve které plati vsechny rovnosti typu 2, a tedy patri
do kazdé variety Q-algeber.]



[K15-7]

[K16-7]

[K17-8]

[U1-2]

[U2-3]

ne Pro kazdy typ 2 je volnd Q-algebra generovand prazdnou mnozi-
nou koneénd Q-algebra. [Obsahuje-li napiiklad typ Q nekoneéné mnoho
nuldrnich operacnich symboli, je volnd Q-algebra generovand prdzdnou
mnoZzinou nekonecnd.]

ne Pro kazdy typ Q2 je volna Q-algebra generovana prazdnou mnozinou
nekoneénd Q-algebra. [Obsahuje-li typ Q2 jen nuldrni operaéni symboly, je
nosnou mnozinou volné Q-algebry generované prazdnou mnozinou pravé
typ Q.]

ano Pro kazdou varietu V typu 2 plati: libovolna rovnost typu 2 plati ve
volné algebie F(V') variety V pravé tehdy, kdyz tato rovnost plati v kazdé
Q-algebie variety V. [Viz pozndmku za vétou 8.6 (tj. na konci textu).]

Ulohy - feSeni

Je dén typ @ = {*}, kde * je unérni opera¢ni symbol. Uvazme Q-algebru
Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz je odpovidajici
operace definovana takto: pro libovolné a € Z klademe

a—1 proa >0,
a* = 0 pro a =0,
a+1 proa<0.

(a) Popiste vSechny podalgebry Q-algebry Z.

(b) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z uréené pfedpisem p(a) = 1—a
pro libovolné a € Z je homomorfismus (2-algeber.

Svéa tvrzeni zduvodnéte.

[Podalgebry jsou podmnoZiny uzaviené na operaci *, je to tedy celé Z,

prdzdnd mnoZina a pro kazdd dvé nezdpornd celd ¢isla m,n mnoZiny {a €
Z; —m < a<n},{a€Z;a<n}, {a €Z —m <a}. Plati p(1)* = 0* =
0, kdezto p(1*) = ©(0) = 1, proto ¢ neni homomorfismus Q-algeber.]

Je dan typ Q = {e, '}, kde @ je nuldrni a’ unarni opera¢ni symbol. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz jsou
odpovidajici operace definovany takto: ez = 0 a pro libovolné = € Z
klademe 2’ = x + 1.

(a) Urcete v8echny podalgebry této Q-algebry.
(b) Popiste souc¢in dvou kopii této Q-algebry, tj. Q-algebru Z x Z.
(c) Popiste vSechny homomorfismy Q-algeber Z — Z.

Své tvrzeni zduvodnéte.

[Kazdd podalgebra musi obsahovat ez = 0 a s kaZdgm svym prvkem i éislo o
jedna vétsi, tedy podalgebry jsou pravé mnoZiny M, = {x € Z; x > n}, kde
n probihd mnozinu nekladngch celjch éisel (tj. n € Z, n < 0). Soudin dvou
kopii Q-algebry Z je N-algebra 7 x Z (tj. na mnoZiné vech usporddangch



[U3-4]

[U4-7]

dvogic celych cisel), kde jsou operace definovdny takto: ezxz = (0,0) a pro
kazdé (z,y) € Z X Z je (z,y) = (x + 1,y + 1). Homomorfismus Z — Z je
zobrazeni ¢ : 7, — 7 splitugici p(ez) = ez, tedy ©(0) = 0, a také pro kaZdé
x € Z spliuge p(z') = o(x), tj. o(x + 1) = p(x) + 1. Snadno se dokdze
indukct, Ze pak p(x) = x:

1. Dokazované plati pro x = 0.

2. Predpokladejme, Ze n je prirozené cislo takové, Ze dokazované plati pro
n—1, tj. je p(n —1) = n — 1, a dokazme tvrzeni pro n. Pak p(n) =
on=1)4+1)=¢pn—-1)+1=n—-1+1=mn.

3. Predpokladejme, Ze n je prirozené cislo takové, Ze dokazované plati pro
—(n—=1), tj. je (1 —n) =1 —n, a dokaZme tvrzeni pro —n. Pak1—n =
o(l=n)=9(—n+1) = p(—n) + 1. Odectenim 1 dostaneme potrebné.

Jedingm homomorfismem Q-algeber 7. — 7 je tedy identita.]

Je dan typ Q = {f}, kde f je unéarni opera¢ni symbol. Uvazme Q-algebru
Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz je odpovidajici
operace f7 definovana takto: pro libovolné a € Z klademe f7(a) = |a| — 10,
kde |a| znac¢i obvyklou absolutni hodnotu celého &isla a.

(a) Popiste podalgebru ({—53}) generovanou jednoprvkovou podmnozi-
nou {—53} v Q-algebie Z.

(b) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z uréené pfedpisem o(zr) =
z + 1, kde + znaci obvyklé s¢itani celych ¢isel, je homomorfismem
Q-algeber.

(¢) Definujme relaci ~ na Z takto: pro libovolné a,b € Z klademe a ~ b,
pravé kdyz rozdil a — b je délitelny deseti. Rozhodnéte, zda ~ je
kongruence na 2-algebie Z.

Své tvrzeni zduvodnéte.

[Plati ({—53}) = {—53,43,33,23,13,3,—7,—3}. Zobrazeni ¢ neni homo-
morfismem Q-algeber, nebot napriklad o(fz(—1)) = ¢(—9) = -8 # —10 =
12(0) = fz(p(=1)). Relace ~ neni kongruence na Q-algebfe Z, nebot na-
priklad 4 ~ —6, avsak fz(4) = —6 £ —4 = fz(—6).]

Je dan typ Q = {e, '}, kde o je nularni a ' unarni operacni symbol. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz jsou
odpovidajici operace definovany takto: ez = 0 a pro libovolné liché x € Z
klademe 2’ = 1 a pro libovolné sudé = € Z klademe 2’ =0 .

(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z uréené piedpisem p(z) = 22

je homomorfismem -algeber.
(b) Urcete, pro které M C Z tvoii M podalgebru Q-algebry Z.

(c) Popiste volnou Q-algebru generovanou prazdnou mnozinou.

Své tvrzeni zduvodnéte.

[Plati p(ez) = p(0) = 02 = 0 = ez, pro libovolné liché celé &islo a je i a?

liché, tedy p(a’) = p(1) =12 = 1 = (a?)' = p(a)’, pro libovolné sudé a je
i a? sudé, a proto p(a’) = p(0) = 02 = 0 = (a®)' = ¢(a)’. Je tedy ¢ ho-
momorfismus Q-algeber. Podalgebra je libovolnd podmnoZina M mnoZiny
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7, kterd obsahuje ez a s kaZdym a € M téZ je ' € M. Podalgebrami jsou
tedy pravé vsechny podmnoZiny mnoZiny vsSech sudych cisel obsahugici 0
a vSechny podmmnoziny mnoziny vsech celych cisel obsahujici 0 i 1. Volnd
algebra typu Q generovand prdzdnou mmnoZinou je podle definice algebra
Fo(Q) vsech 0-drnich termi typu 2, tj.

Fo(Q) = {e, 0" &" & ...}

kde je undrni operace’ definovdna takto: k libovolnému termu pFipise apo-

strof.]

Je dan typ Q@ = {*, '}, kde * i’ jsou unarni operaéni symboly. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niZ jsou
odpovidajici operace definovany takto: pro libovolné a € Z klademe

a+1 proa>0,
a = —a, a*=¢ 0 proa =0,
a—1 proa<0.

(a) Popiste vSechny podalgebry Q-algebry Z.

(b) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — 7Z urcené predpisem

a—1 proa€Z,a>0,
pla)=< 0 pro a =0,
a+1 proa€Z,a<0.

je homomorfismus Q-algeber.

(c) Popiste volnou Q-algebru generovanou prazdnou mnozinou.

Sva tvrzeni zdtvodnéte.

[Podalgebry jsou podmnoZiny uzaviené na obé operace, je to tedy prazdnd
mnozina, {0}, a pro kaZdé pFirozené c&islo n mnoZiny {a € Z; |a|] > n} a
{a € Z; |a] > n} U{0}. Plati o(1)* = 0* = 0, kdezto o(1*) = ¢(2) =1,
proto ¢ neni homomorfismus Q-algeber. ProtoZe typ Q neobsahuje Zddny
nuldrni operacni symbol, je volnd Q-algebra generovand prazdnou mnoZi-
nou prdzdnd Q-algebra.]

Je dén typ @ = {*}, kde * je unérni opera¢ni symbol. Uvazme Q-algebru

Z (tj. jejimi prvky jsou prévé vSechna celd ¢isla), na niz je odpovidajici
operace definovana takto: pro libovolné a € Z klademe

a* =a+(-1)%
(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z urcené predpisem p(a) = 1—a
pro libovolné a € Z je homomorfismus 2-algeber.
(b) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V uréené teorii {z}* =
.’ﬂl}.

(c¢) Popiste volnou Q-algebru F3(V) variety V generovanou mnoZinou
{xh z2, 1‘3}'



[O7-7)

Své tvrzeni zdtvodnéte.

[Zobrazeni ¢ je homomorfismus Q-algeber, nebot pro libovolné a € Z plat{

pla’) = 1-a"=1—(a+(-1)%)=1-a—(=1),
(pla)” = Q-a)f=1—a+(-1)""*=1—a—(-1)"

Q-algebra Z patii do variety V', protoze pro libovolné a € Z plati
a* = (a+ (1)) =a+ (-1)"+ ()" = a4 (-1)* = (1) =a.

Volnd Q-algebra F3(Q2) generovand mnoZinou {r1,x2,x3} se skladd ze
vSech 3-drnich termai typu Q, tedy

* *x * *x * **
F5(Q) = {ay, 27,27, ... mo, 25, 25", ... x5, 25,25, ... }.

Pro kaZdy term t € F5(Q) plati, Ze term t** urcuje v kaZdé Q-algebre
variety V' stejnou operaci jako term t, proto

Fy(V) = {{a, e, {af, a7, ) o, ad®, ), {ah, 2™, ),

{zs, 2%%, ..}, {a5, 25, .. 1),

kde operace * je definovdana takto: pro libovolné i = 1,2, 3 plati

{(w, .} = {af, ey, {ah et = {2, )]

Je dan typ Q = {e, '}, kde o je nularni a ' unarn{ opera¢ni symbol. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niz jsou
odpovidajici operace definovany takto: ez = 0 a pro libovolné liché x € Z
klademe x’ = 1 a pro libovolné sudé x € Z klademe 2’ =0 .

(a) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V typu € urdené teorii
{z} = o}.
(b) Popiste volnou algebru typu €2 generovanou mnozinou {1, x2, T3, T4}
(c¢) Popiste volnou algebru variety V' generovanou mnozinou {z1, z2, =3,
Za}.
Sva tvrzeni zduvodnéte.

[Q-algebra Z nepatii do variety V ,nebot napriklad plati (z7)z(1) = 1" =
1#0=ez(1). Volnd algebra typu Q generovand mnozinou {x1,x2, T3, T4}
je podle definice algebra Fy(Q) vSech 4-drnich termi typu Q, .

. 1 1 / " / 1 / 1
Fy(2) = {e, 00" ..y, 2,27, .. x0, 25,25, ..., 23, T3, 2%, ..,
! 1
$4,$47l‘4, .. }7
kde jsou operace definovdny takto: undrni operace ' k libovolnému termu
pripise apostrof, vysledkem nuldrni operace o je prvek e. Hledand volnd

algebra variety V' je Fy(V) = Fy()/ ~v, kde pro ti,ta € Fy(Q) plati
ty ~vy to, pravé kdyz pro kaZdou Q-algebru A variety V oba termy t1, to
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urcéuji stejnou operaci, tj. plati (t1)a = (t2)a. Ovsem pro libovolny prvek
a € A jed = ey, tedy pro kaZdy term t € Fy(Q) je t” ~y e. ProtoZe

v Q-algebie A plati o'y = e 4, plyne odtud aplikact operace’, Ze o'} = o',

ovSem také ') = (o/y)" = o4, proto o'y = e 4. Je tedy

Fy(V) = {{za} {2}, {ma} {ah}, {ws}, {25}, {wa}, {24}, T},

kde trida T = Fy(Q) — {x1, 2], 20, xh, 23, 2%, 4,24 }. Vysledkem nuldrni
operace o je zde trida T, ddle T' =T a pro libovolné i = 1,2,3,4 plati

{i} ={af}, A} =T ]

Je dan typ Q@ = {*, '}, kde * i’ jsou unarni operaéni symboly. Uvazme
Q-algebru Z (tj. jejimi prvky jsou pravé vSechna celd ¢isla), na niZ jsou
odpovidajici operace definovany takto: pro libovolné a € Z klademe

a’ = lal, a*=(-1)"a.
(a) Rozhodnéte, zda zobrazeni ¢ : Z — Z ur¢ené predpisem

p(a) = —a
je homomorfismus Q-algeber.
(b) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V uréené teorii {z}* =
xy, 2 =2, af = 2]}
(c) Urcete pocet prvki volné Q-algebry Fi(V) variety V generované
mnozinou {z1 }.

Své tvrzeni zduvodnéte.

[Zobrazeni o neni homomorfismus Q-algeber, nebot napriklad

e((-1)) = ¢(1) = -1,
kdezto
(p(-1)) =1 =1.
Q-algebra 7 patii do variety V', protoze pro libovolné a € 7 plati

a* = ((-1)"-a)" = (-1 (~1)" . a =q,

a" = |la| = |a| = o,

a*’ = |(=1)*-a| =|a| =d.

Volnd Q-algebra Fy (Q) generovand mnoZinou {x1} se sklddd ze viech undr-
nich termii typu ), co# jsou termy w1, x5, ¥y, o1, a3y, o), oY, atd. Vidy
tedy jde o x1, na které jsou aplikovdny v libovolném (koneéném) poctu v
libovolném povadi oba operacni symboly. Rovnosti x| = ! a 27" = x| 2pi-
sobuji, Ze kaZdy term, na ktery je naposledy aplikovdn symbol ', urcuje v
kazdé Q-algebre variety V stejnou operaci jako term x'y. Rovnost z3* = x4
zpusobuje, Ze kazdy term, na ktery je naposledy aplikovan dvakrdt symbol
*, urcuje v kazdé Q-algebre variety V stejnou operaci jako tento term bez
on€ aplikace. Proto kaZdy undrni term urcuje stejnou operaci jako néktery
z termi xq1, x%, 2}, 2. Zddné dva z téchto ctyr vyjmenovanych termd
nemuseji urcovat stejné operace, proto volnd Q-algebra Fy (V) variety V
generovand mnoZinou {x1} md &tyri proky.]
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Je dan typ Q@ = {n, g}, kde n je nuldrni a g undrni operani symbol.
Ozna¢me mnoziny A = {1,2,3,4,5} and B = {6,7,8}. Polozme

na=ga(l) =9ga(2) =3, ga(3) = ga(4) =5, ga(5) =4,

np =gp(6) =7, g5(7) = g5(8) = 8.

Tim jsme vytvorili Q-algebry A, B. Uvazme teorii

T ={g(g(9(z1))) = g(n)}

a varietu V typu € uréenou teorii 7.

(a) Rozhodnéte, zda Q-algebra A patii do V.
(b) Rozhodnéte, zda Q-algebra B patii do V.

(c) Popiste volnou algebru Fy(V') variety V' generovanou prazdnou mno-
Zinou.
(d) Popiste volnou algebru Fy (V) variety V generovanou mnozinou {z1 }.

Své tvrzeni zduvodnéte.

[Q-algebra A nepatii do V, nebot napriklad ga(ga(ga(1))) = ga(ga(3)) =
ga(d) =4 #£5=ga(3) = ga(na). Naproti tomu Q-algebra B pati do V,
nebot gp(9p(95(6))) = 98(98(98(7))) = 9B(98(95(8))) = gB(nE) = 8.
Podle definice je Fo(2) mnoZina vsech nuldrnich termid typu Q, plati tedy
Fo(9) = {n, g(n), g(g(n)), 9(g(g())), . }. Piitom rovnost g(g(g(z1))) =
g(n) zpisobi, Ze kazdy z uvedengch termi, v némz se vyskytuji alespori
tri g, je kongruentni s g(n). Ovsem aplikaci g na g(g(g(n))) ~ g(n) do-
staneme g(g(g(g(n)))) ~ g(g(n)), a tedy volnd algebra C = Fy(V) va-
riety V generovand prazdnou mnoZinou je dvouprvkovd: C = {T1,T>},
ke T = {n}, To = {g(n), 9(g(n)), 9g(g(m).. .-}, piicems no = Ti,
go(Th) = go(Tz) = Ty. Podobné F1(Q) je mnoZina vSech undrnich termd
typu €2, tedy

Fi(Q2) = {n,g(n),g(g9(n)), 9(g(g(n))), ...,
z1,9(21),9(9(21)), 9(9(9(21))), - - - }

a volnd algebra D = Fy (V') variety V generovand mnoZinou {x1} je péti-
prokova: D = {Ty,Ts, T5, Ty, Ts }, kde Th = {n},

Ty = {g9(n),9(g9(n)),9(g(g(n))), ..., 9(g9(g(x1))), 9(9(g(9(x1)))), - - - },

T3 = {z1}, Tu = {g(@1)}, Ts = {g(g(21))}, pricemz np = T1, gp(T1) =
9p(T2) =Ty, gp(T3) =Ty, gp(Ts) = Ts, gp(Ts) = Ts.]

Je dan typ Q = {n}, kde n je unarni operaéni symbol. Je déna Q-algebra
Z (tj. jejimi prvky jsou tedy pravé vSechna celd ¢isla), na niz je undrni
operace ny, definovana predpisem: nz(a) = a + 1 pro libovolné a € Z (kde
+ znadi obvyklé séiténi). Dale je ddna Q-algebra A = {A, (O} s unédrni
operaci n definovanou takto: na(Q) = A, na(A) = O. Uvazme teorii
T = {n(n(n(n(zy)))) = x1} a varietu V typu Q uréenou teorii T



(a) Rozhodnéte, zda existuje homomorfismus Q-algebry Z do Q-algebry
A.

(b) U obou Q-algeber A a Z rozhodnéte, zda patii do V.

(c) Popiste volnou algebru Fy(Q2) typu Q generovanou prazdnou mnozi-
nou.

(d) Popiste volnou algebru Fy (V') variety V generovanou mnozinou {z1 }.

Své tvrzeni zduvodnéte.

[Snadno se ovéi, Ze zobrazeni v : Z — A, které lichd ¢isla zobrazi na A
a sudd ¢isla na O, je homomorfismus Q-algeber. Dosazenim obou prvki
Q-algebry A ovérime, Ze v ni je identita teorie T splnéna, a tedy Q2-algebra
A patri do variety V. Naproti tomu Q-algebra 7 nepatii do variety V.,
nebot napriklad nz(nz(nz(nz(0)))) = 4 # 0. ProtoZe typ Q nemd Zddny
nuldrni operacni symbol, neexistuje Zadny nuldrni term typu Q, a tedy
volnd algebra Fo(Q) typu ), generovand prdzdnou mnoZinou, je prdzdnd
Q-algebra. Volnou algebrou F1(Q) typu Q, generovanou mnoZinou {1}, je
mnozina vsech undrnich termd typu €1, tedy

Fi(Q) = {er, (o)), n(n(1)), nln(n(21)), .. 1

Faktorizaci dostaneme volnou algebru B = Fy (V') variety V generovanou
mnozinou {x1}. Plati B = {M;, Mo, M3, My}, kde

My = {zy,n(n(n(n(z1)))), n(n(n(n(n(n(n(n(z1)))))))), -},
)

)

My = {n(z1),n( )51y
Mz = {n(n(z1)), n(n(n(n(n(n(z1)))))), -}
My = {n(n(n(z1))), n(n(n(n(n(n(n(x1))))))), - }-

(
Pritom TLB(Ml) = Mg, TLB(MQ) = Mg, TLB(Mg) = M4, TLB(M4) = Mlj

[U11-7] Je dan typ Q = {n}, kde n je unarni opera¢ni symbol. Je ddna Q-algebra
Z (tj. jejimi prvky jsou tedy pravé vSechna celd ¢isla), na niz je undrni
operace ny, definovana pfedpisem: nz(a) = a — 1 pro libovolné a € Z (kde
— znadi obvyklé odéitdni). Déle je dana Q-algebra A = {A, (O} s unérni
operaci ns definovanou takto: na(Q) = A, na(A) = O. UvaZzme teorii
T = {n(n(n(x1))) = n(x1)} a varietu V typu Q uréenou teorii 7.

(a) Rozhodnéte, zda existuje homomorfismus Q-algebry A do Q-algebry
Z.

(b) U obou Q-algeber A a Z rozhodnéte, zda patii do V.

(c) Popiste volnou algebru Fi(Q2) typu §2 generovanou mnozinou {x;}.

(d) Popiste volnou algebru F» (V') variety V' generovanou mnozinou {z1, za}.

Své tvrzeni zdtvodnéte.

[Dokazme sporem, Ze Zddny homomorfismus Q-algeber ¢ : A — Z neexis-
tuje. Predpokladejme tedy jeho existenci. Pak AN = na(Q) = na(na(D))
a tedy z toho, Ze ¢ je homomorfismus Q-algeber, plyne

P(A) = p(na(na(d))) = nz(nz(e(B))) = (L) -2,
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coZ nespliiuje Zddné celé cislo p(A), spor. Dosazenim obou prvki §2-
algebry A ovérime, Ze v ni je identita teorie T splnéna, a tedy Q-algebra A
patri do variety V. Naproti tomu Q-algebra 7 nepatii do variety V', nebot
naptiklad nz(nz(nz(0))) = =3 # —1 = nz(0). Volnou algebrou F1 () typu
Q, generovanou mnoZinou {x1}, je mnoZina vech undrnich termai typu 2,
tedy F1(Q) = {z1,n(z1),n(n(z1)),n(n(n(z1))),...}. Podobné volnou al-
gebrou F5(Q) typu Q, generovanou mnoZinou {x1,x2}, je mnoZina viech
bindrnich termi typu 2, tedy

F5(Q) = {z1,n(z1),n(n(z1)), n(n(n(z1))), . . .,
o, n(x2), n(n(x2)), n(n(n(xs))),...}.

Faktorizaci dostaneme volnou algebru B = F»(V') variety V' generovanou
mnozinou {x1,x2}. Plati B = { My, Ma, M3, My, M5, Mg}, kde

My = {z:},

My = {n(z1),n(n(n(z1))), n(n(n(n(n(z1))))),. .. },
Mz = {n(n(z1)),n(n(n(n(z1)))),. .. },

My = {z2},

M5 = {n(z2),n(n(n(z2))), n(n(n(n(n(zz))))),. ..},
Ms = {n(n(z2)),n(n(n(n(z2)))), ...}

Pritom np(My) = M, np(Ma) = Ms, np(Ms) = M, np(My) = Ms,
np(Ms) = Mg, np(Mg) = Ms.]

Je dan typ Q = {n}, kde n je unarni operaéni symbol. Je déna Q-algebra
Z (tj. jejimi prvky jsou tedy pravé vSechna celd ¢isla), na niz je undrni
operace nyz definovana predpisem: pro libovolné a € Z klademe

1 proa > 1,
nz(a)=< 0 pro—-1<a<1,
—1 proa< —1.

Déle jsou ddna zobrazeni f : Z — Z a g : Z — Z predpisy f(a) = 3a,
g(a) = a® (kde uzité operace ve vyrazech zna¢ obvyklé operace s ce-
Iymi €isly). Necht varieta V; typu Q je urcend teorii 71 = {n(n(n(z1))) =
n(n(x1))} a varieta V5 typu Q je uréend teorii 7o = {n(n(x1))) = n(n(xz))}
typu .

) Rozhodnéte, zda zobrazeni f je homomorfismem Q-algeber.

) Rozhodnéte, zda zobrazeni g je homomorfismem Q-algeber.

) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety V;.
(d) Rozhodnéte, zda Q-algebra Z patii do variety Va.

) Popiste volnou algebru F; (V;) variety V; generovanou mnozinou {1 }.

) Popiste volnou algebru Fy (V2) variety V, generovanou mnozinou {1 }.

)

Rozhodnéte, zda variety V7 a V5 jsou stejné.

Své tvrzeni zduvodnéte.



[Zobrazent f neni homomorfismem Q-algeber, nebot naptiklad nz(f(1)) =
nz(3) = 1, avsak f(nz(1)) = f(0) = 0. Dokazme, Ze zobrazeni g je ho-
momorfismem Q-algeber. Pro libovolné a € 7 takové, Ze a > 1 plati také
a? > 1, a tedy nz(g(a)) = nz(a?) = 1 = g(1) = g(nz(a)). Mdme-li libo-
volné a € 7Z takové, Ze a < —1, pak a® > 1, a tedy nz(g(a)) = nz(a?) =
1 = g(—1) = g(nz(a)). Konecné pro a € {—1,0,1} plati nz(g(a)) =
nz(a?) = 0 = g(0) = g(nz(a)). Dvojndsobnou aplikaci nz na libovolny
prvek Q-algebry Z dostaneme 0, proto jak wvarieta Vi urcend teorii Ti
tak i varieta Vo urcend teorit To obsahuji Q2-algebru Z. Volnou algebrou
F1 () typu Q, generovanou mnoZinou {x1}, je mnoZina vsech undrnich
termd typu Q, tedy F1(Q) = {x1,n(x1),n(n(x1)),...}. ProtoZe rovnost
n(n(n(z1))) = n(n(z1)) znamend, Ze trojndsobnou aplikaci operace n na
libovolny prvek dostaneme vZdy totéz jako dvojndsobnou aplikact operace n
na tento prvek, md volnd algebra A = Fy(V1) variety Vi generovand mno-
Zinou {x1} tri proky: A = {My, Mo, M3}, kde My = {x1}, My = {n(z1)},
Mz = {n(n(x1)),n(n(n(x1))), n(n(n(n(x1)))),. .. }. Pritom je operace na
A definovand takto: na(M1) = Ma, na(Ms) = Ms, na(Ms) = Ms. Pro-
toZe rovnost n(n(x1))) = n(n(x2)) znamend, Ze dvojndsobnou aplikact ope-
race n na libovolny prvek dostaneme vidy tentyz prvek, je vyse popsand
Q-algebra A také volnou algebrou Fy(V3) variety Vo generovanou mmnoZi-
nou {x1}. Variety Vi a Vo nejsou stejné, uvazte Q-algebru B = {1,2} s
operaci np(1l) =1, ng(2) = 2. Tato Q-algebra B patii do variety Vi, ale
nepatt do variety Va.]



