Co je to univerzalni algebra?

Pfi studiu fadu algebraickych struktur (grupoidy, pologrupy, grupy,
komutativni grupy, okruhy, obory integrity, télesa, polosvazy, svazy,
Booleovy algebry) se ¢asto nékteré pojmy a tvahy opakovaly:

» homomorfismy: vzdy platilo, ze sloZenim homomorfismi opét
dostaneme homomorfismus;

» podobjekty (podgrupy, podokruhy, podtélesa, podsvazy,
Booleovy podalgebry atd.): vzdy platilo, ze prinikem
libovolného neprazdného systému podobjekti je opét
podobjekt, coz umoznilo definovat podobjekt generovany
podmnozinou ve vsech pripadech stejnou konstrukci;

» souciny algebraickych struktur (grup, okruht, svazi): na
kartézském soucinu jsme definovali stejnou strukturu.

Jednim z cili univerzalni algebry je tyto spolecné rysy postihnout a
jednotné popsat.



Zobecnéni pojmu operace na mnoziné

Operaci na mnoziné G pro nas dosud bylo zobrazeni G x G — G.
Nyni tento pojem zobecnime, vzdyt jsme uzivali zobrazeni G — G
(pfifazeni inverzniho prvku v grupé nebo komplementu v Booleové
algebre). Pracovali jsme s vyznacnymi prvky mnoziny G (neutralni
prvek grupy, 0 a 1 okruhu, nejmensi a nejvétsi prvek Booleovy
algebry). Vybér vyznaného prvku lze chapat jako volbu zobrazeni
z jednoprvkové mnoziny do G.

Definice. Necht G je mnozina, n nezaporné celé Cislo. Pak n-arni
operaci na mnoziné G rozumime zobrazeni G" — G. P¥itom pro
n € N definujeme G" =G x G x ---x G, pro n =0 je G° = {(}.

n

Poznamka. Misto 2-arni operace budeme fikat binarni operace,
misto 1-arni budeme fikat undrni, misto 0-arni nuldrni. Cislu n
z definice fikdme arita dotycné operace.



Univerzalni algebra daného typu

Poznamka. P¥i popisu konkrétni operace jsme vzdy operaci
oznacovali néjakym symbolem, uzivali jsme +, -, V, A pro binarni
operace, —, ~ 1,/ pro unarni operace, 0, 1 pro nuldrni operace.
Témto symboliim budeme fikat operaéni symboly; je podstatné, ze
u kazdého symbolu je dédna arita operace, kterou symbolizuje.

Definice. MnoZzina 2 spolu se zobrazenim a: Q — NU {0} se
nazyva typ. Prvky mnoziny €2 se nazyvaji operacni symboly. Pro
f € Q se a(f) nazyva arita symbolu f. Opera¢ni symbol, jehoz
arita je n, se nazyva n-arni.

Definice. Univerzalni algebra typu Q (neboli struéné Q-algebra) je
mnozina A, na niz je pro kazdy n-arni operaéni symbol z f € Q
definovdna n-arni operace f4 : A" — A. Pro libovolné

ai,...,an € A znalime fa(a1,...,a,) hodnotu operace f4 na
usporadané n-tici (ay,...,a,). Pro n =0 je A% = {()}, nuldrni
operaci je zobrazeni f4 : {0} — A zadané jedinym prvkem

fa(0) € A, pro zjednoduseni jej budeme zapisovat f4 misto fa(()).



Priklady 2-algeber

1.

Pro prazdny typ, tj. Q = 0, je univerzalni algebrou typu Q
libovolnd mnoZina.

Grupoid je totéZ, co mnozina s jednou binarni operaci, je to
tedy univerzalni algebra typu, ktery ma jeden binadrni operacni
symbol -.

Kazda grupa je univerzalni algebra typu {-, 71, 1}. Nikoliv
naopak, ne kazda univerzalni algebra typu {-, 1,1} je grupou
(aby byla grupou, musi spliiovat jisté axiomy).

Kazdy okruh je univerzalni algebra typu {+,-,—,0,1}.

Kazdy svaz je univerzalni algebra typu {V, A}.

Kazda Booleova algebra je univerzalni algebra typu
{V,A,,0,1}.

. Pro dané téleso T lIze kazdy vektorovy prostor nad télesem T

chapat jako univerzalni algebru typu {4+, —,0} U T (pro kazdy
prvek télesa t € T mame undrni operacni symbol pro skaldrni
nasobek, coz je unarni operace na mnoziné vektor(:

t(v) = t.v).



Jednoprvkova Q-algebra

Priklad. Necht € je libovolny typ, A = {a} libovolnd jednoprvkova
mnozina. Pak existuje jediny zplsob, jak na nosné mnoziné A
definovat 2-algebru. Pro libovolny n-arni operacni symbol f € Q je
hodnota operace fa na (jediné existujici) n-tici (a,...,a) rovna
(jediné mozné) hodnoté a.

Pozndmka. V predchozich definicich je urcitd nepresnost, spravné
bychom totiz méli misto o univerzalni algebfe A mluvit

o univerzalni algebfe A s nosnou mnozinou A a s operacemi f4 pro
kazdé f € . Napriklad na jedné a téze nosné mnoziné mizeme
mit definovany rGizné grupoidy, tedy to, o ktery jde grupoid, neni
uréeno pouze nosnou mnozinou, ale i operaci na ni. Protoze to
vSak vzdy z kontextu bude patrné, mizeme si snad touto
nepresnosti usnadnit vyjadfovani: budeme hovofit o Q-algebre A
nebo o nosné mnoziné A.



Podalgebra 2-algebry

Definice. Necht A je univerzalni algebra typu Q, HC A
podmnoZina. Rekneme, 7e H je podalgebra Q-algebry A, jestlize
pro kazdy n-arni operac¢ni symbol f € Q a pro kazdé

ai,...,an € H plati fa(ai1,...,an) € H.

Pozndmka. V pripadé nuldrniho opera¢niho symbolu f € Q je

n =0, tedy A° = {()}. Obraz tohoto jediného prvku jsme se
dohodli znadit stru¢né 4 misto (moznd presnéjsiho) oznadeni
fa(0). Podminku z definice je tedy t¥eba chapat ve smyslu f4 € H.

Pozndmka. Obsahuje-li typ €2 alespon jeden nulérni operaéni
symbol, pak je kazda podalgebra libovolné Q2-algebry neprazdna.

Pozndmka. Kazda podalgebra H libovolné Q-algebry A je sama
Q-algebrou, staci pro kazdy n-arni operacni symbol f € Q
definovat fy jako restrikci zobrazeni f4 na H" a zmensit obor
hodnot na H, pak totiz fy : H" — H.



Priklady podalgeber

V jednotlivych pripadech z predchoziho prikladu univerzalnich
algeber dostavame tyto podalgebry:

1. Podmnozina mnoziny (2 = 0).

Podgrupoid grupoidu (2 = {-}).

Podgrupa grupy (Q = {-, 71,1}).

Podokruh okruhu (2 = {+,-,—,0,1}).

Podsvaz svazu (2 = {V,A}).

Booleova podalgebra Booleovy algebry (2 = {V,A,’,0,1}).

No o e

Vektorovy podprostor vektorového prostoru
(Q={+,—,0} UT, kde T je téleso).



Svaz vSech podalgeber dané (2-algebry

Véta. Necht A je univerzalni algebra typu 2, | neprdzdnd mnoZina.
Pro kazdé i € | necht je ddna podalgebra H; C A algebry A. Pak
Jjejich prinik (;c, H; je podalgebra Q-algebry A.

Dikaz. Necht f € Q je n-arni, a1,...,an € [);c, Hi libovolné. Pro
kazdé i € | plati a1,...,a, € H;. Protoze H; je podalgebra, je
fA(al, ey a,,) € H;. Pak fA(al, ey a,,) € ﬂiel H;.

Disledek. Obsahuje-li typ €2 alesporni jeden nularni operacni
symbol, pak je prinik libovolného neprazdného systému podalgeber
dané algebry neprazdny.

Ddkaz. V tomto pfipad€ neni prazdnd mnozina podalgebrou.

Ddasledek. Necht P je mnoZina vSech podalgeber dané univerzalni
algebry A typu Q. Pak plati: (P, C) je dplny svaz.

Dikaz. (P, C) ma nejvétsi prvek A i infimum libovolné neprazdné
podmnoziny (prinik vech podalgeber této podmnoziny).



Podalgebra generovana podmnozinou

Definice. Necht A je univerzélni algebra typu Q, M C A
podmnozina nosné mnoziny. Prinik viech podalgeber Q-algebry A,
které obsahuji M jako svou podmnozinu, zna¢ime (M) a nazyvdme
podalgebrou 2-algebry A generovanou mnozinou M.

Pozndmka. Diky tomu, ze alespon jedna podalgebra Q2-algebry A
obsahujici mnozinu M existuje (je ji jisté celd Q-algebra A), podle
predchozi véty je zminénym prianikem (M) skutecné podalgebra
Q-algebry A.

Zrejmé je to ze vsech podalgeber Q2-algebry A obsahujicich
mnozinu M ta nejmensi (vzhledem k mnozinové inkluzi).



Priklady podalgeber generovanych podmnozinou

V jednotlivych pripadech prikladu univerzalnich algeber z predchozi
kapitoly dostdvame tyto podalgebry generované mnozinou:

1. V pripadé Q-algebry A prazdného typu Q = () je kazda
podmnozina mnoziny A podalgebrou, proto v tomto pfipadé
pro libovolné M C A je podalgebrou Q-algebry A generovanou
mnozinou M sama mnozina M.

2. Podgrupoid grupoidu generovany mnozinou (tento pojem
jsme v pfednasce neméli).

Podgrupa (M) grupy generovand mnozinou M.
Podokruh (M) okruhu generovany mnozinou M.

Podsvaz svazu generovany mnozinou (neméli jsme).
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Booleova podalgebra Booleovy algebry generovand mnozinou
(neméli jsme).

7. Vektorovy podprostor vektorového prostoru generovany
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algebry).



Homomorfismy 2-algeber
Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu €,
¢ : A — B zobrazeni. Rekneme, %e ¢ je homomorfismus
Q-algeber, jestlize pro kazdy operacni symbol f € € arity n a kazdé
prvky ai,...,a, € A plati

fB(‘P(al)7 ) So(an)) = SO(fA(alv SER) an))'

Je-li navic ¢ bijektivni, hovofime o izomorfismu Q-algeber.
Rekneme, ze Q-algebry A a B jsou izomorfni, jestlize existuje
néjaky izomorfismus -algeber A — B.

Pozndmka. Pro nuldrni opera¢ni symbol predchozi podminka
samoziejmé znamena p(fa) = f3.

Pozndmka. Jestlize je Q-algebra A prazdnd (v tomto pfipadé tedy
typ  nemUize obsahovat zadny nularni opera¢ni symbol), pak pro
libovolnou Q-algebru B existuje jediny homomorfismus Q-algeber
A — B, totiz prazdné zobrazeni. Jestlize naopak (2-algebra B je
prazdnd, pak homomorfismus Q-algeber A — B existuje pouze

v pripadé, kdy i Q2-algebra A je prazdna.



Priklady homomorfismi 2-algeber

Porovnejme v jednotlivych pfipadech predchozich prikladid tuto
definici s definicemi uvadénymi dfive pro jednotlivé specialni
pripady univerzalnich algeber:
1. V pfipadé& Q-algeber prazdného typu Q = () je kazdé zobrazeni
homomorfismem.
2. Pro grupoidy je tato definice totozna s obvyklou definici
homomorfismu grupoidi.

3. Pro grupy byl homomorfismus definovan stejné jako pro
grupoidy, tedy v definici bylo vyZzadovano, aby zachovaval
soucin. Pravé uvedend definice pro pripad grup vyzaduje, aby
homomorfismus zachovaval téZ inverzni prvky a zobrazil
neutrdini prvek grupy A na neutralni prvek grupy B. Je asi
jasné, proC tyto pozadavky nebyly obsazeny v definici
homomorfismu grup: jak jsme si dokazovali, to jsou pouhé
disledky toho, Ze homomorfismus grup zachovava soudin.



Priklady homomorfismi 2-algeber

4. Pro okruhy jsme v definici homomorfismu vyzadovali, aby
zachovaval scitani, nasobeni a prevadél na sebe jednicky
okruhd. Jako disledek jsme dostali dalSi podminky z pravé
provedené obecné definice, tykajici se opacnych prvki a nul
okruhd.

5. V pripadé svaz( obé definice splyvaji: vyzaduje se, aby
homomorfismus zachovéval V a A.

6. V pripadé Booleovych algeber jsme pozadovali, aby
homomorfismus zachovaval Vv, A, 0 a 1. Jako dlsledek jsme
pak obdrzeli, ze uz nutné musi zachovdvat téz komplementy,
proto nebylo nutné komplementy zahrnout do definice
homomorfismu Booleovych algeber.

7. V pripadé vektorovych prostor( jsou homomorfismy pravé
linedrni zobrazeni.



SloZeni homomorfisml 2-algeber
Véta. Necht' A, B, C jsou univerzaini algebry téhoz typu €,
p: A= B avy: B— C homomorfismy Q-algeber. Pak je téz
sloZeni v o ¢ homomorfismus 2-algeber.

Diikaz. Protoze je ¢ homomorfismus Q-algeber, pro kazdy operaéni
symbol f € Q arity n a kazdé prvky ai,...,a, € A plati

@(fA(al, ooy a,,)) = fB(<p(al), ey gp(an)).

Protoze je téz v homomorfismus Q-algeber, plati

U(fe(p(ar), ..., ¢(an))) = fe(¥(e(ar)), - -, ¥(@(an)))-
Dohromady tedy

(b op)(falar, ..., an)) = P(p(fa(ar, -, an))) =
d(fs(p(a1), - - p(an))) =
= fe(d(e(ar)), -, ¥(p(an))) =
= fc((Pop)(ar),..., (¥ op)(an)),

coz jsme méli dokazat.



Obraz v homomorfismu 2-algeber

VEta. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoZz typu (,

@ : A— B homomorfismus Q-algeber. Pak obraz Q2-algebry A
v homomorfismu ¢

p(A) = {p(a); ac A}

Je podalgebra Q-algebry B.

Diikaz. Zvolme libovolné operaéni symbol f € Q arity n. Pak pro
kazdé prvky by, ..., b, € p(A) existuji a1, ..., a, € A tak, ze
v(a1) = b1, ..., go(a,,) = bp. Z definice homomorﬂsmu plyne
fa(b, ..., bn )= fa(e(a1), - .., ¢(an)) = ¢(fa(ar, - .., an)) € ¢(A).



Véty o izomorfismech Q-algeber

Véta. Necht A, B jsou univerzdlni algebry téhoZz typu 2,
@ A— B izomorfismus Q-algeber. Pak inverzni zobrazeni
01 B — A je také izomorfismus Q-algeber.

Diikaz. Zvolme libovolné operaéni symbol f € Q arity n. Pak pro
kazdé prvky bi,..., b, € B existuji a1,...,a, € A tak, ze

v(a1) = by, ... ( n) = bp. Z definice homomorfismu
fe(bi,...,b ) = ¢(fa(a1,-..,an)), a tedy
go_l(fB(bl,... )) = fA( (bl),...,go_l(b,,)).

Véta. Necht A, B, C jsou univerzalni algebry téhoz typu 2. Plati:
> A je izomorfni's A;
> je-li A izomorfni s B, pak je téz B izomorfni s A;
> jestlize A je izomorfni s B a B je izomorfni s C, pak je téZ A
izomorfni's C.

Dikaz. To je zfejmé.



Soucin dvou Q-algeber

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu €2. Na
kartézském soucinu A x B definujeme novou univerzalni algebru
typu €2, kterou nazveme soudinem 2-algeber A a B. Pro kazdy
operacni symbol f € Q arity n a kazdé prvky ai,...,a, € A,
bi,...,b, € B klademe

faxs((a1, b1),...,(an, bn)) = (fala1,...,an), fe(b1,..., bn)).

Pozndmka. Predchozi podminka v pfipadé€ nuldrniho operacniho
symbolu f znamend faxg = (fa, f5).

Definice. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, A x B
soucin téchto Q2-algeber. Definujme projekce m : A X B — A,

m : A X B — B ze soucinu A x B predpisem: pro kazdé a € A,

b € B klademe 71((a, b)) = a, m2((a, b)) = b.

Pozndmka. Protoze Q2-algebry mohou byt i prazdné, nemusi byt
obecné projekce ze soucinu surjektivni.



Projekce ze soucinu dvou 2-algeber

VE&ta. Necht A, B jsou univerzalni algebry téhoz typu Q, A x B
soucin téchto Q-algeber. Pak obé projekce 1, mp jsou
homomorfismy $2-algeber.

Ddkaz. Ukazme, ze projekce w1 je homomorfismus 2-algeber.
Zvolme libovolné operaéni symbol f € Q arity n a prvky
ai,...,an €A by,...,b, € B. Plati

71 (faxe((a1, b1), - - -, (an, bn))) =
=7m1((fa(a1,---,an), fa(b1,..., bn))) =
= fa(a1,...,an) =
= fa(m1((a1, b1)), - - -, m1((an, bn)))-

Analogicky se dokaze, ze projekce 7o je homomorfismus Q-algeber.



Véta o soucinu dvou 2-algeber

Véta. Necht A, B, C jsou univerzalni algebry >A< B
téhoZ typu Q, p: C - A, ¢ :C— B N X
homomorfismy Q-algeber, 11 : AX B — A, :p B

A
/
. . A
my : A X B — B projekce ze souc¢inu A x B. |
Pak existuje jediny homomorfismus Q-algeber \\ :
p: C— Ax B svlastnosti my o p =, m 0 p = 1. C

Diikaz. Podminky 71 0 p = ¢, m 0 p = 1) plati, pravé kdyz
p(c) = (v(c),1(c)) pro kazdé c € C. Zvolme libovolné operaéni
symbol f € Q arity n a prvky c1,...,c, € C. Plati

faxg(p(c1), -, p(cn)) = faxs(((cr) ¥(cr)), - - -, (v(cn), v(cn))) =
= (fa(p(cr),- - (cn))s fa(d(cr), - -, 1b(cn))) =
= (ap(fc(cl, coy6n)), U(fe(a, ..., cn))) =
= p(fc(c, ..., cn)),

coz se mélo dokazat.



Soucin libovolného poctu mnozin

Definice. Jestlize pro libovolny prvek i mnoziny I je ddna mnozina
A;, pak kartézskym soucinem mnozin A; rozumime mnozinu vSech
zobrazeni x z mnoziny | takovych, Ze x(i) € A; pro kazdé i € I:

HA,-:{X: 1= | JAsviel: X(i)eA,-}.

iel i€l

Pro libovolné j € I definujeme j-tou projekci 7; z kartézského
soucinu A = [, A; takto: 7; : A — A; je ureno predpisem
mj(x) = x(J) pro kazdé x € A.

Pozndmka. Ve specialnim pfipadé | = () vlastné zddnou mnoZinu
A; nemame. Presto jsme opravnéni mluvit o soucinu: dle definice je
soucinem [];.y Aj mnoZina vdech zobrazeni x : ) = J;cq Ai

Protoze | J;c, Ai je mnoZina viech prvkil x, pro které EXIStUJe i€l
tak, Ze x € A;, je zfejmé | J;cy Ai = (). Ovem zobrazeni x : ) — ()
je jediné, totiz prazdné zobrazeni. Proto mnoZzina [[;.4 Ai je
jednoprvkova; jejim jedinym prvkem je prazdné zobrazeni.



Soucin libovolného poctu (2-algeber
Definice. Necht Q je typ. Necht pro libovolny prvek i mnoziny / je
déna univerzalni algebra A; typu Q. Soucinem téchto 2-algeber
rozumime novou $2-algebru definovanou na kartézském soucinu
A = [];¢, Ai takto: pro kazdy operacni symbol f € Q arity n a
kazdé prvky xi1,...,xn € A, klademe fa(x1,...,xn) = X, kde
X € A je urceno podminkou

x(1) = fa,(xa(i), ..., xn(1)) pro kazdé i € |
(pro n =0 tedy fa = x, kde x(i) = fa,).

Pozndmka. Ve specidlnim p¥ipadé | = () je sou¢inem Q-algebra na
jednoprvkové mnozinég, jejimz jedinym prvkem je prazdné
zobrazeni. Tato Q-algebra je jedind (na jednoprvkové mnoziné pro
libovolné n € Ny existuje jen jedna n-arni operace). Ackoli nemame
danu zadnou Q-algebru, jako soucin dostavame jednoprvkovou
Q-algebru, a tedy mame informaci o tom, jak vypada Q.

Neni to paradox: soucin [] je soudin Q-algeber, Ize jej aplikovat
pouze na -algebry pro urcité Q. Informace o tom, jak toto 2
vypada, je tedy uloZena v tom, o jaky soucin [] se jedna.



Projekce ze soucinu 2-algeber

Véta. Necht pro libovolny prvek i mnozZiny | je dana univerzalni
algebra A; daného typu Q, necht A =[], Ai je jejich soucin.
Pak pro kazdé j € | je j-td projekce mj : A — A; homomorfismus
Q-algeber.

Diikaz. P¥ipomenime, Ze projekce m; : A — A; je definovana
predpisem 7;(x) = x(j) pro kazdé x € A. Zvolme libovolné
operacni symbol f € Q arity n a prvky x1,...,Xn € A.
Oznaéme x = fa(xi,- .., Xn). Pfimo z definice plyne

mi(fa(xa, - -5 xn)) = mi(x) = xU) = fa,(xa(), - - xali)) =
= fAj(ﬂ-j(Xl)7 S 77Tj(Xn))7

coz se mélo dokazat.



Véta o soucinu 2-algeber

Véta. Necht pro libovolny prvek i mnoZiny | je dana univerzalni
algebra A; daného typu 2, necht A = [],., A je jejich soucin a
mj 1 A— A; je j-td projekce pro kazdé j € |I. Necht C je
univerzalni algebra téhoZ typu €2, a pro kazdé j € | necht je dan
homomorfismus (2-algeber p; : C — A;. Pak existuje jediny
homomorfismus S)-algeber p : C — A takovy, Ze mj o ¢ = @; pro
kazdé j € I.
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Dilkaz véty o soucinu 2-algeber

Dikaz. Rovnost 7; o ¢ = ; pro kazdé j € [ plati, pravé kdyz pro
kazdé c € C je ¢(c) € A uréené podminkou: pro libovolné j € /

(p(e))U) = mi(p(c)) = (mj o )(c) = pj(c)-

Ovéfme, Ze takto definované zobrazeni ¢ : C — A je
homomorfismus 2-algeber. Zvolme libovolné operacni symbol
f € Q arity naprvky ci,...,c, € C. Oznaéme

X = fa(p(cr), ..., p(cn)), pak pro kazdé i € | plati

X(1) = fa,((e(c))(i)s - - (@(en))(i)) = fai(pi(cr), - -, pilcn)) =
= gi(fc(cty...,cn)) = (go(fc(cl, R c,,)))(i).

To znamend, ze x a (fc(ci, ..., cn)) jsou (jakozto prvky
kartézského soucinu) zobrazeni se stejnym defini¢nim oborem,
oborem hodnot i predpisem, proto plati x = ¢(fc(c1,.-.,¢cn)), tj.
falp(cr),...,o(cn)) = @(fe(cr, ..., cn)), coz se mélo dokazat.



