Teorie a variety

Definice. Libovolnou mnozinu rovnosti typu € nazyvame teorii
typu Q.

Definice. Necht T je teorie typu 2. T¥idu vSech Q-algeber, v nichz
plati vSechny rovnosti teorie T, nazyvame varietou Q-algeber
uréenou teorii T.

Priklad. Necht T je libovolna teorie typu €. Pak plati, ze ve
varieté urcené teorii T lezi vSechny jednoprvkové Q-algebry.
Jestlize typ Q2 nema Zadny nularni operacni symbol, pak ve varieté
urené teorii T lezi také prazdna Q-algebra.

v

Poznamka. Vsimnéte si, ze v predchozi definici hovofime o tfidé
vsech Q-algeber, nikoli o mnoziné vsech Q-algeber. Nelze totiz

hovorit o mnoziné vsech Q-algeber stejné jako nelze hovorit

o mnoziné vsech mnozin. Divodem jsou paradoxy naivni teorie

mnozin (pokud by existovala mnozina véech mnozin, existovala by i
mnozina M vsech téch mnozin, které nejsou svym prvkem; pak oba
pfipady M € M i M ¢ M vedou ke sporu).



Pro pokrocilejsi: souvislost s predikatovou logikou

Pravé zavedeny pojem ,teorie typu Q" je specialni pfipad teorie
v predikatové logice v jazyce s operaénimi symboly z €.

Pro libovolné n-arni termy je rovnost t; = t» atomickou formuli
predikatové logiky, z niz pfidanim vSeobecnych kvantifikator(
utvorime uzavfenou formuli (tj. sentenci)

(VXl) . (VXn)(tl = tz).

Provedeme-li to se viemi rovnostmi néjaké teorie T typu €,
ziskdme tak mnozinu uzavfenych formuli, tedy teorii predikatové

logiky.

Varieta Q-algeber uréend teorii T je pak pravé tfida vsech modeli
takto vzniklé teorie predikatové logiky.



Varieta grup, varieta komutativnich grup

Priklad. Uvazme typ Q = {-, 71,1}, kde operaéni symbol - je
binarni, symbol ~! je undrni a symbol 1 je nularni. Teorie

{(x1-x) x3=x1-(x2-x3), x1-1=x1,1-x1 =xi,

X1 - (X]_)f1 =1, (Xl)il c Xy = 1}

urcuje varietu vsech grup, pfidanim dalsi rovnosti xj - xo = xo - x1
ziskdme teorii urcujici varietu vSech komutativnich grup. Tato
varieta je samozrejmé téz varietou urcenou teorii

{(xa-x2)x3 = x1-(x2-x3), x1-%2 = x2-x1, x1-1 = x1, x1-(x1) 1 = 1}.



Varieta okruht

Priklad. Uvazme typ Q = {+,-, —, 0,1}, kde operaéni symboly + a
- jsou binarni, symbol — je undrni a symboly 0, 1 jsou nuldrni.
Varieta vSech okruh je varieta 2-algeber uréend nasledujici teorii
typu Q:

{(x1+x)+x3=x1+ (x2 +x3), x1 + x2 = x20 + x1, x1 + 0 = xq,
x1+(—x1) =0, (x1-x2)-x3=x1-(x2-x3), x1 -1 =x1, 1-x1 = xq,
x1-(x+x3) = (x1-x2) + (x1 - x3),

(x1 +x2)-x3=(x1-x3)+ (x2-x3)}.
Neni jasné, jak zachytit podminky oboru integrity a télesa. Pozdéji

uvidime, Ze ani tfidu vSech oborll integrity ani tfidu vSech téles
nem(izeme dostat jako varietu univerzdlnich algeber.



Varieta svazl

Priklad. Uvazme typ Q = {V, A}, kde oba opera¢ni symboly jsou
bindrni. Varieta vsech svazil je uréend nasledujici teorii T typu €:

T={xaVx=xVxy, (xaVx)Vxs=xV(xVx3),xVx=x,
X1 N\ Xo = X2 A\ X1, (X1 /\X2)/\X3:X1/\(X2/\X3),X1/\X1:Xl,
(X1 \/X2)/\X1 = X1, (Xl /\X2)\/X1 :Xl}.

Teorie
Ti=TU{x1V(xxAx3)=(x1Vx)A(x1Vx3)}
urcuje varietu vSech distributivnich svazd, teorie
To=TU{(xaAx)V(xiAx3)=x1A(xV(x1Ax3))}

urcuje varietu vSech modularnich svazd.



Varieta vektorovych prostor( nad télesem (R, +, )
Priklad. Uvazme typ Q = {®, O, 0} U R, kde operaéni symbol @ je
binarni, symbol © je unarni, symbol o je nularni a pro kazdé r € R
je r undrni operac¢ni symbol. Uvazme nasledujici teorii T typu Q:

T={(x1®x)®x3=x1® (x®x3),
x1®x2 = X2 @ X1, x1 Do =x1, x1D(Ox1) = o}.
Tato teorie (uvazovana jako teorie typu {®, ©, 0}) uruje varietu
vSech komutativnich grup.
Vektorovy prostor nad télesem (R, +,-) je komutativni grupa

(V,®) a zobrazeni ® : R x V — V splfiujici pro kazdé u,v € V a
kazdé r,s € R

ro(uev)=>rou)d(rov)
(r+s)ou=(rou)®(sOu)
(r-s)Ou=ro(sou)
1ou=u.



K teorii T pfidame zbylé Ctyfi axiomy vektorovych prostord.
Ctvrty axiom 1 ® u = u je nejsnadnéji: 1 € R je unarni operaéni
symbol, tedy odpovidajici rovnosti je rovnost 1(x;) = x.

Pro druhy a treti axiom uvazime libovolné r,s € R. To jsou undrni
operacni symboly. Ale pak téz r +s a r - s jsou prvky R, a tedy
unarni operacni symboly. Dostdvame nasledujici rovnosti typu €:

(r+s)0a) = rla) ®s(a), (r-s)0a) = r(s(x))-

Prvni axiom pro libovolné r € R ddva rovnost
r(x1 @ x2) = r(x1) ® r(x2). Celkem tedy dostavame teorii

TU{l(a)=x}U <U {r(a ®x) = r(x) ® r(xz)}>U

rer

U <U U{(r +5)0qa) = r(xa) @ s(x), (r-s)(xa) = r(s(xl))}>.

reRseRrR

Tato teorie urcuje varietu vsech vektorovych prostord nad télesem R.



Variety jsou uzavrené na podalgebry algeber

Poznamka. Vidéli jsme, ze trida vSech grup, tfida vSech okruh,
tfida vSech vektorovych prostorii nad télesem R jsou priklady variet.
Ndasledujici véta proto zobecnuje trvrzeni, se kterymi jsme se
setkavali opakované: podgrupa grupy je sama grupou, podokruh
okruhu je sdm okruhem, podprostor vektorového prostoru nad
télesem R je vektorovy prostor nad télesem R atd.

Véta. Necht T je teorie typu 2, V varieta Q2-algeber urcend teorii T.
Pak pro kaZdou Q-algebru A € V a kazdou podalgebru B
Q-algebry A plati B € V.

Diikaz. Uvazme libovolnou rovnost t; = t» z teorie T.

Protoze A € V, plati tato rovnost v Q-algebre A.

Pro kazdy n-arni term t typu € a libovolné a;,..., a, € B plati
tB(al, ey a,,) = tA(al, ey a,,).

Proto rovnost t; = tp plati i v Q-algebre B.

Dokazali jsme, ze kazda rovnost teorie T plati v Q-algebre B,
atedy Be V.



Homomorfismy zachovavaji operace urcené termy

VEta. Necht A, B jsou univerzalni algebry typu Q, ¢ : A— B
homomorfismus S2-algeber. Pak pro libovolny n-drni term t typu 2
a libovolné ay, ..., a, € A plati

tg(p(a1), ..., ¢(an)) = ¢(ta(ar, ..., an)).

Dikaz indukci vzhledem ke slozitosti termu t. Je-li termem t
proménnd x; nebo nuldrni operacni symbol f € Q, pak véta plati.

Necht pro n-arni termy ty, ..., t, typu Q byla véta dokizdna a

term t = f(t1,..., tx) pro k-arni operaéni symbol f € Q, k € N. Pak

o(ta(al,-.-,an)) = e(fa((t1)a(a1, ..., an), ..., (tk)ala1, ..., an))) =
fo(e((t)a(ar, - an), - o ((B)a(ans - an))) =

= fe((t1)5(#(a )---w(an)) - (t)B(p(a1), - -5 p(an))) =
= te(p(at), -, ¢(an));

coz se mélo dokazat.



Variety jsou uzavrené na obrazy algeber v homomorfismech

Véta. Necht T je teorie typu €2, V varieta Q2-algeber urcend teorii T .
Necht A, B jsou Q-algebry, ¢ : A — B surjektivni homomorfismus
Q-algeber. Pak plati: je-li A€ V, pak téZ B e V.

Dikaz. Necht t; = t» je rovnost z teorie T, pficemz ze oba termy
t1, t» jsou n-arni. Protoze A € V/, plati tato rovnost v Q2-algebre A.
Je tfeba ovéfit, Ze pro libovolné by, ..., b, € B plati

(tl)B(bL e bn) = (t2)B(b]_7 ce bn).

Protoze je ¢ surjekce, existuji a1, ...,a, € A tak, ze by = ¢(a1),
.., by = v(an). Pak z pfedchozi véty dostdvame

(t1)s(b1, ..., bn) = (t1)s(p(a1), - .., ¢(an)) = @((t1)a(a1, - - -, an)) =
= ¢((t2)a(a1;---,an)) = (2)s(¢(a1), - - ., (an)) = (t2)8(b1, . - ., bn).

Dokazali jsme, ze kazda rovnost teorie T plati v Q-algebre B,
atedy Be V.

Disledek. Variety jsou uzaviené na faktoralgebry.



Operace urcené termy se v soucinu pocitaji po slozkach

Véta. Necht Q2 je typ. Necht pro libovolny prvek i mnoZiny | je
ddna univerzdini algebra A; typu Q. Oznacme A soucin téchto
Q-algeber, tj. A= [];c, Ai. UvaZme libovolny n-arni term t typu Q
a libovolné x1,...,xn € A. Oznaéme x = ta(x1,.-.,Xn). Pak pro
kazdé i € | plati x(i) = ta,(x1(i), ..., xn(i))-

Dikaz indukci vzhledem ke slozitosti termu t. Je-li termem t
proménnd x; nebo nuldrni operacni symbol € Q, pak véta plati.

Necht pro n-arni termy ty, ..., t, typu Q byla véta dokizdna a
term t = f(t1,..., tx) pro k-arni operalni symbol f € Q, k € N. Pak

(tA(le--an))() (fa((t)alxa, s xn)s -5 (tK)alxas -5 xn)) (1) =
= fa, (((t)alxzs -5 xn) (1), - -5 (1) (Xl,--an))( ) =
= fa, ((t) a0 (i), - xn(0))s -5 (B A (xa (i), - -+ X)) =
= ta,(xa(i); - xn(i)),

coz se mélo dokdzat.



Variety jsou uzavrené na souciny algeber

Véta. Necht T je teorie typu 2, V varieta Q-algeber uréend teorii T.
Necht pro libovolny prvek i mnozZiny | je ddna univerzaini algebra

A; typu 2. Oznacme A soucin téchto Q-algeber, tj. A= T];c, Ai.
Pak plati: jestlize pro kazdé i € | je A € V, pak téZ A€ V.

Dikaz. Necht t; = t je rovnost z teorie T, pficemz ze oba termy
t1, tp jsou n-arni. Protoze pro kazdé i € | je A; € V, plati tato
rovnost v 2-algebre A;. Pro libovolné x1,...,x, € A dokazme

(t1)a(x1,-- -5 xn) = (R2)alx1s - Xn)-
Stadi ovérit, ze pro kazdé / € | je

((t)alxa, -5 xa)) (1) = (t1) A (X2 (), -, xa(F)) =
= (t2)a,(x1 (), - - xn(0)) = ((t2)alx15 - -5 xn)) (),

kde prostfedni rovnost plyne z A; € V/, zbylé dvé z predchozi véty.



Priklady pouziti predchozich vét

Priklad. Ani tfida vSech oborl integrity ani trida vSech téles neni
varietou univerzalnich algeber typu {+,-, —,0,1}. Podle pfedchozi
véty k tomu staci najit dvé télesa, jejichz soucinem neni téleso, a
dva obory integrity, jejichZz sou¢inem neni obor integrity. To je
snadné: plati dokonce, Ze soucin libovolnych dvou téles (ktera jsou
samozfejmé i obory integrity) neni oborem integrity (a tedy ani
télesem). V kazdém takovém soudinu totiz mame délitele nuly,
nebot plati (0,1) - (1,0) = (0,0).

Priklad. T¥ida vSech svazi, které jsou retézci, netvori varietu
univerzalnich algeber typu {V, A}, nebot sou¢inem dvou
dvouprvkovych fetézcil je Ctyiprvkovy svaz, ktery neni fetézec.

Priklad. Trida vSech kone¢nych grupoidl netvofri varietu
univerzalnich algeber typu {-}. Soucinem netrividlnich kone¢nych
grupoidd pres nekone¢nou mnozinu indexl je totiz nekonecny
grupoid.



Jesté jeden priklad pouziti predchozich vét

Priklad. Ttida vSech grup netvori varietu univerzalnich algeber typu
{-}, nebot tato tfida neni uzavfena na podalgebry (existuji
podgrupoidy grup, které nejsou grupami, napriklad (N, +) je
podgrupoid grupy (Z, +).

Presto jsme dostali tfidu vSech grup jako varietu univerzalnich
algeber typu {-, 71, 1}. Rozsifenim typu jsme totiz dosdhli toho, Ze
zminéné podgrupoidy uz nebyly podalgebrami {-, %, 1}-algeber.
Nabizi se tedy otdzka, zda i v pripadé tridy vSech téles nebo tfidy
vsech obor(i integrity pfidanim dalSich operac¢nich symbolid k typu
{+,+,—,0,1} nedostaneme varietu Q-algeber. Zde je v3ak situace
odlisna: tyto tfidy nejsou uzavrené na soucin a soucin se pridanim
dalSich opera¢nich symboli nezméni (pfibudou pouze dalsi operace
na téze nosné mnoziné soucinu). Dostali jsme tedy, Ze ani tfida
vSech téles ani tfida vSech obor(i integrity netvori varietu -algeber
pro zadné Q D {+,-,—,0,1}. Podobné tfida vSech retézcl netvori
varietu Q-algeber pro zddné Q D {V, A}.



Birkhoffova véta
Pozndmka. Nésledujici véta zavrsi popis variet €-algeber.
Charakterizuje, které tfidy Q-algeber jsou varietami, tj. které t¥idy
Jje mozné charakterizovat néjakou mnozinou rovnosti.
Véta (Birkhoff). Necht Q2 je typ. Trida Q-algeber je varieta, prdvé
kdyZ splriuje vSechny tri nasledujici podminky:
» obsahuje vsechny podalgebry vsech svych Q-algeber;
» obsahuje obrazy vsech svych Q-algeber ve vsech surjektivnich
homomorfismech;
» obsahuje soucin libovolného (i prazdného) systému svych
Q-algeber.
Pozndmka. Pfedchozi véty dokazuji jeden smér (kazdd varieta
splfiuje vSechny tfi podminky). Pro kompletni diikaz budeme muset
zavést a studovat tzv. volné algebry.
Pozndmka. Treti podminku Birkhoffovy véty je mozné ekvivalentné
formulovat takto: ,obsahuje soudin libovolného neprazdného
systému svych Q-algeber a soucasné obsahuje alespon jednu
jednoprvkovou 2-algebru.”




Definice termu typu 2 nad mnozinou X
Definice. Necht Q je typ, X libovolnd mnozina disjunktni s 2.
Pro kazdé nezaporné celé Cislo n oznaéme €, mnozinu viech
operacnich symbol( z Q, které jsou n-arni.
Polozme My = Q¢ U X a pro kazdé i € N oznacme

M,':Mi_lU{f(tl,...,tn);HEN,fEQn, tl,...,tHEM,'_l}.

Pak Fx(Q) = ;2o Mi se nazyvd mnozina vech termi typu Q nad
mnozinou X, jejim prvkim fikdme termy typu £ nad mnozinou X.

Pozndmka. Vyrazem f(ty,...,t,) je nutno rozumét slovo nad
abecedou, kterd obsahuje kromé prvk( X U2 také zavorky a carku.
Termy typu €, které jsme uzivali dosud, jsou tedy termy typu Q2
nad mnozinou {x1, x2, ... }, plati tedy F(Q) = Fp ,,..1().
Podobné Fi,, . 1(Q2) je mnozina vSech n-drnich termd typu Q.

V dal$im textu nebudeme stéle opakovat predpoklad X N Q = 0,
striktné vzato jsme méli v definici také predpokladat, ze mnozina
X U neobsahuje zdvorky ani ¢arku. Kdykoli tedy dale napiseme
Fx(€2), mi¢ky predpokladame, ze zminéné predpoklady jsou
splnény.



Mnozina termt Fx () tvori Q-algebru
Definice. Necht Q je typ, X mnozina. Na mnoziné Fx()
definujeme Q-algebru nasledujicim zpisobem. Pro libovolny n-arni
operacni symbol f € (2 definujeme n-arni operaci fg, (q) na
Q-algebre Fx(Q) pfislusnou operaénimu symbolu f takto: pro
kazdé t1, ..., tp € Fx(Q) je

fFX(Q)(tl, coytn) = F(t1, ..o, th).

Poznamka. VSimnéte si, jak se pocitaji hodnoty operaci v pravé
popsané Q-algebre. D3 se fici, ze se vlastné nepoditaji. Termy se
do operacniho symbolu pouze dosadi, ¢imz vznikne novy term, a to
je vysledek. Znamena to, ze kazdy prvek mnoziny Fx(£2), ktery
nepatfi do X, je hodnotou pravé jedné operace na jednoznac¢né
uréenych operandech, je jej totiz mozné ziskat jediné tak, jak byl
sestrojen dle definice termu. Proto v této Q-algebre plati jen
trividIni rovnosti (tj. takové, kde na obou stranich stoji stejny
term). Protoze tato Q2-algebra neni svdzana zadnymi netrividlnimi
rovnostmi, nazyva se volna.



Volna algebra typu §2 generovana mnozinou X

Definice. Q-algebra Fx(2) z pfedchozi definice se nazyva volna
algebra typu Q generovand mnoZinou X.

Pozndmka. Abychom ospravedInili uzity nazev, je tfeba dokazat
nasledujici vétu. Pfipomefime, Ze symbolem (X) znacime
podalgebru generovanou mnozinou X.

Véta. Q-algebra Fx(Q2) je generovand mnozinou X, tj. plati
(X) = Fx(9).

Diikaz. Staci ukazat inkluzi Fx(Q2) C (X), tedy dokazat, ze kazdy
term t typu ©Q nad mnozinou X patfi do (X).

To provedeme indukci vzhledem ke slozitosti termu.

Pro nuldrni symbol f typu Q plati f = ff, (q), cozZ je prvek
libovolné podalgebry. Také kazdd proménnd, tedy prvek mnoziny X
jisté patfi do (X). Pro term f(ti,...,t,) vznikly z n-arniho
symbolu f € Q a term( ty, ..., t, patficich dle indukéniho
predpokladu do (X) je f(t1,..., tn) = frq)(t1, ..., ta) € (X) dle
definice podalgebry.



Dohoda o diagramech

Poznamka. Budeme pracovat s diagramy, v nichz budou
vystupovat 2-algebry i mnoziny. Proto nékteré Sipky v takovém
diagramu mohou odpovidat homomorfismim $2-algeber, kdezto
jiné budou odpovidat pouze zobrazenim.

Stale bude platit, ze neprerusované Sipky odpovidaji danym
zobrazenim, kdezto prerusovand pravé tomu zobrazeni, jehoz
jednoznacnou existenci véta tvrdi.

Fraze ,diagram komutuje" znamena, Ze kdykoli se z jednoho mista
diagramu Ize dostat do jiného dvéma cestami respektujicimi
orientaci Sipek, pak jsou stejna obé zobrazeni vznikla poskladanim
odpovidajicich zobrazeni podle téchto cest.

Pro snadnéjsi pochopeni diagramu zavedeme tuto dohodu:
obycejna Sipka —— znazorriuje homomorfismus 2-algeber,
vinici se Sipka ~~~> zndzoriuje zobrazeni, které
homomorfismus neni.

Napfiklad inkluze X C Fx () davéa zobrazeni X — Fx (), které

v diagramu znazornime takto: X ~—> Fx(Q) .



Charakterizace volnosti pomoci homomorfismi

Véta. Necht Q2 je typ, X mnoZina. Ddle necht A je libovolnd
Q-algebra a a: X — A libovolné zobrazeni. Pak existuje jediny
homomorfismus Q-algeber ¢ : Fx(Q) — A spliiujici podminku
©(x) = a(x) pro vsechny prvky x € X.

Diikaz. Libovolny prvek mnoziny Fx(2) je term nad mnozinou X.
Definujme zobrazeni ¢ : Fx(2) — A indukci vzhledem k definici
termu:

» Pro libovolny prvek x € X klademe ¢(x) = «a(x).

» Aby zobrazeni ¢ : Fx(2) — A mohlo byt homomorfismus
Q-algeber, je tfeba pro libovolny nuldrni operaéni symbol
f € Q polozit p(f) = fa.



» Pro libovolné ptirozené Cislo n uvazme nyni term
t =f(t1,...,tn) typu Q nad mnozinou X, ktery vznikl
z n-arniho operaéniho symbolu f € Q a termd tq, ..., t, typu
Q nad mnozinou X. Aby zobrazeni ¢ : Fx () — A mohlo byt
homomorfismus 2-algeber, je tfeba, aby

o(t) = p(f(ts, ..., ta)) = o(frg@)(ts, ., tn)) =
= fa(p(t1), ..., p(tn)).

Klademe proto ¢(t) = fa(e(t),- -, ¢(tn)).
Je zfejmé, Ze pro pravé zkonstruované zobrazeni ¢ plati
©(x) = a(x) pro véechny prvky x € X, a Ze je to jediné zobrazeni
s touto vlastnosti, které by mohlo byt homomorfismus Q-algeber.

Je také jasné, ze @ je skute¢né homomorfismem -algeber. Zajistili
jsme to pravé definicemi ve druhém a tretim bodu indukce.



