Charakterizace volnosti pomoci homomorfismi
Pozndmka. Pro volnou algebru Fx(Q2) typu Q generovanou
mnozinou X jsme dokazali nasledujici vétu:

Véta. Necht Q2 je typ, X mnoZina. Ddle necht A je libovolnd
Q-algebra a a: X — A libovolné zobrazeni. Pak existuje jediny
homomorfismus Q-algeber ¢ : Fx(2) — A spliiujici podminku
©(x) = a(x) pro vsechny prvky x € X.

Pozndmka. Tvrzeni véty znamena, Ze pro libovolnou Q-algebru A
plati, Ze kdyz v ni jakkoli predepiseme obraz kazdému prvku
mnoziny X (coZ je mnozina generatort Q-algebry Fx(Q2)), pak
vzdy existuje (jedind) moznost, jak tento pfedpis doplnit na
homomorfismus Q-algeber ¢ : Fx(2) — A. Prvky mnoziny X tedy
nejsou svazany zadnou netrividlni rovnosti.



Specidlni pfipad X = {x1,...,x,}
Véta. Necht Q je typ, n nezdporné celé Cislo, X = {x1,...,xn} je
n-prvkova mnozina proménnych. Dale necht A je libovolna
Q-algebra a a1, ...,a, € A libovolné. Necht o : X — A je
zobrazeni urcené predpisem a(x;) = aj pro kazdé i =1,...,n.
Predchozi véta zarucuje existenci jediného homomorfismu
Q-algeber ¢ : Fx(2) — A splriujiciho podminku ¢(x;) = a; pro
vSechny i =1,... n.

Pak plati: tento homomorfismus ¢ pfifadi libovolnému termu

t € Fx(Q2) hodnotu operace, kterou tento term urluje, v n-tici
(a1,...,an), tj. plati  o(t) = ta(a1,...,an).

Diikaz. Staci porovnat konstrukci z ditkazu pfedchozi véty s definici
n-arni operace urcené termem.



Cil: konstrukce volné Q2-algebry v dané varieté

Necht Q je typ, t1, t» dva rizné n-arni termy typu Q. Z pfedchozi
véty plyne, Ze pokud ma mnozina X alespon n prvk(, pak ve volné
algebfe Fx(Q) typu Q generované mnozinou X neni splnéna
rovnost t; = t». Proto pokud v teorii T typu € je alespon jedna
rovnost dvou riznych n-arnich term( a mnozina X ma alespon n
prvkd, pak ve varieté V urcené teorii T volnd algebra Fx(Q2) nelezi.

Potfebujeme tedy pro danou teorii T typu €2 konstruovat
Q-algebru generovanou mnozinou X, v niz plati viechny rovnosti
teorie T a vSechny dlsledky téchto rovnosti, ale zddnd rovnost,
ktera neni disledkem rovnosti teorie T, uz v konstruované algebre
platit nebude. Otazka je, jak takové disledky popsat. Asi prvni
cesta, ktera clovéka napadne, je pokusit se popisovat néjaka
odvozovaci pravidla, jak z rovnosti teorie T odvodit dalsi rovnosti.
My ale pouZijeme jinou cestu: disledkem rovnosti teorie T jsou
pravé ty rovnosti, které plati v kazdé Q-algebre z variety uréené
teorii T. Vyhoda takového postupu je, Ze jej lze uZzit i v situaci,
kdy nezname teorii T, ale jen ji urcenou varietu.



Uzavrena trida €2-algeber
Protoze nasim cilem je dikaz Birkhoffovy véty, nebudeme
konstrukci volné Q-algebry generované mnozinou X provadét
pouze ve varieté V typu €, ale zdanlivé obecnéji: v libovolné tzv.
uzavrené tridé Q-algeber dle nasledujici definice. (Podle Birkhoffovy
véty ovsem kazda uzavrend tfida Q-algeber je varietou.)

Definice. Necht V je tfida Q-algeber. O tfidé V fekneme, Ze je
uzavrena, pravé kdyz spliiuje vSechny podminky Birkhoffovy véty, tj.
» obsahuje vSsechny podalgebry vsech svych Q-algeber;
» obsahuje obrazy vsech svych Q-algeber ve vSech surjektivnich
homomorfismech;
» obsahuje soudin libovolného (i prazdného) systému svych
Q-algeber.

Poznamka. Uz vime, ze posledni podminka znamena, ze ve V lezi
také jednoprvkova Q-algebra {()}. Odtud druhou podminkou
dostaneme, ze ve V lezi viechny jednoprvkové Q-algebry, nebot
uzavrena tfida Q-algeber s kazdou 2-algebrou A obsahuje i vSechny
Q-algebry izomorfni s A. Tedy V neni mnozina, ale vlastni tfida.



Volnou 2-algebru generovanou X ziskame faktorizaci Fx(£2)

Necht V je uzavfena tfida Q-algeber. Protoze Fx () je Q-algebra
generovand mnozinou X, jeji libovolna faktorova algebra je
generovana tfidami obsahujicimi prvky z X. Je tedy nutné najit
kongruenci ~ na Fx(Q) tak, aby Fx()/~ € V. Takovych
kongruenci miize byt hodné, ale vzdy je alespon jedna, totiz
nejvétsi kongruence davajici jednoprvkovou faktorovou 2-algebru.

Definice. Necht Q je typ, X mnozina. Pro libovolnou uzavfenou
tfidu Q-algeber V definujeme relaci ~y na Q-algebre Fx () takto:
~y je prinikem vSech kongruenci ~ na Q-algebfe Fx () takovych,
ze Fx(S2)/~ patfi do tfidy V.

Pozndmka. Skutecné mlizeme o tomto prliniku mluvit: vSechny
relace na dané mnoziné tvofi mnozinu (tedy ne vlastni tfidu), proto
tvofi mnozinu i vSechny kongruence na dané Q-algebre. Dokazovali
jsme, Ze prinik libovolného neprazdného systému kongruenci na
dané Q-algebre je opét kongruence na ni, tedy ~\/ je kongruence
na Fx(€2). Neni v8ak hned jasné, zda faktorova algebra Fx(Q2)/~v
leZi v tfidé V. Pfipomerime vétu o priniku mnoziny kongruenci.



Véta o priniku mnoziny kongruenci
Véta. Necht' A je univerzaini algebra typu 2, K neprazdna mnoZina
kongruenci na Q-algebre A. Necht relace =~ na mnoZiné A je
prinikem vsech kongruenci z mnozZiny K, tj. pro libovolné a, b € A
klademe a ~ b pravé tehdy, kdyz pro kazdé ~ € K je a ~ b.

Uvazme soucin Q-algeber B =[] i A/~. Pro kazdé ~ € K
oznaéme 7., : B — A/~ projekci ze soucinu a pi~. . A— A/~
projekci Q-algebry A na faktorovou algebru A/~. Podle véty

o soucinu existuje jediny homomorfismus Q-algeber p: A — B
takovy, Ze m.. o ¢ = pu~.. Pak plati: jadrem homomorfismu ¢ je
kongruence ~.

@ e A~ L Al~ - (v, ... € K)



Véta. Necht Q2 je typ, X mnozZina, V je uzavrend trida Q-algeber.
Necht ~\, je relace z pfedchozi definice, tj. prunik mnozZiny K
vsech kongruenci ~ na Q-algebre Fx(S) takovych, Ze

Fx(2)/~ € V. Pak ~y je kongruence na Q2-algebre Fx(2) a
pfislusnd faktorovd algebra Fx(V) = Fx(Q)/~v lezi v tfidé V.

Ddkaz. Podle pfipomenuté véty existuje jediny homomorfismus
Q-algeber ¢ : Fx(2) = [[ock(Fx(2)/~), pro ktery komutuje:

[T (Fx(@)/ ~)
~eK -
N,
P Fx(Q)/~ Fx(Q)/= - (~, 2,
=
Fx(Q)

Pfitom jadrem ¢ je kongruence ~y. Proto Fx(V) = Fx(Q2)/~v je
izomorfni s podalgebrou p(Fx(2)) sou€inu Q-algeber z V. Protoze
V je uzavfena tfida, plati Fx(V) € V.



Volna algebra tridy V' generovana mnozinou X
Definice. Necht €2 je typ, X mnoZina, V je uzavieni trida
Q-algeber. Faktorovd algebra Fx(V) = Fx(Q2)/~v z predchozi
véty se nazyva volnd algebra tfidy V' generovand mnozinou X.
Necht @ X — Fx (V) je zobrazeni uréené podminkou
p(x) = m(x) pro vdechny prvky x € X, kde 7 : Fx(Q) — Fx(V) je
projekce na faktorovou algebru. Pak zobrazeni u se nazyva vnoreni
generatord do volné algebry Fx (V).

X
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Pozndmka. Pokud tfida V' obsahuje néjakou Q-algebru, ktera neni
jednoprvkova nebo prazdna, Ize snadno odvodit z nasledujici véty,
ze zobrazeni u je injektivni. Neni to vSak homomorfismus
Q-algeber, prestoze se nazyva vnoreni, vzdyt X je jen mnozina,
nikoli Q-algebra.



Charakterizace volnosti pomoci homomorfismi

Véta. Necht Q2 je typ, X mnoZina. Necht' V je uzavrend tfida
Q-algeber, Fx(V) = Fx(Q2)/~yv volna algebra tridy VV generovand
mnoZinou X, 7 : Fx(Q2) — Fx(V) je projekce na faktorovou
algebru a p : X — Fx (V) vnoreni generatorti do volné algebry

Fx (V). Necht A je libovolna Q-algebra z tfidy V aa: X — A
libovolné zobrazeni. Pak existuje jediny homomorfismus Q-algeber
Y Fx(V) — A spliiujici podminku ¢ o p = a.

I,

Fx(@) —= Fx(V) -~ = A

™

Pozndmka. Neformalné feceno, predchozi véta popisuje to, ze
prvky mnoziny X generuji Q-algebru Fx (V) v ramci tfidy V co
~nejvolnéji,” tedy Ze tyto generatory jsou v Q-algebfe Fx (V)
svazany jen rovnostmi platnymi v kazdé Q-algebre z tfidy V.



Dikaz véty X

Podle véty o volnosti Fx () existuje ﬁ”é o
jediny homomorfismus 2-algeber

v Fx(Q2) — A spliujici podminku Fx(Q) —== Fx(V) A
)

©(Fx(R)) je podalgebra Q-algebry A € V, z uzavfenosti V na
podalgebry ¢(Fx(f2)) € V. Z disledku hlavni véty o faktorovych
algebrach pro jaddro ~ homomorfismu ¢ je p(Fx(2)) = Fx(Q)/~,
z uzavrenosti V' na obrazy v surjektivnich homomorfismech
Fx(2)/~ € V. Tedy ~ je jedna z téch kongruenci, jejichz
prinikem je ~y/. Proto ~y C ~ a podle

hlavni véty o faktorovych algebrach existuje

jediny homomorfismus Q-algeber %yé R
¥ Fx(V) — A s vlastnosti

1 om = ¢, tedy komutuje diagram

Proto pou=9omoC=¢poC =a. 7

Jednoznalnost: Y ou=a = YPor=p = Y’ =1).



Volnd algebra je uréena predchozi vétou az na izomorfismus

Poznamka. Nasledujici véta umoznuje konstruovat volné algebry
jinak nez z definice: odhadnout, jak asi vypadd, a pak ukazat, ze je
to opravdu ona, protoze spliiuje tuto charakterizaéni vlastnost.

Véta. Necht Q2 je typ, X mnoZina, V je uzavrend trida Q-algeber,
Fx(V) = Fx(Q)/~v volnd algebra tiidy V generovand mnoZinou X,
w: X — Fx(V) vnoreni generdtorii do volné algebry Fx(V'). Necht
algebra U z tridy V' a zobrazeni v : X — U spliuji ndsledujici
podminku: pro libovolnou Q-algebru A z tfidy V' a libovolné
zobrazeni o : X — A existuje jediny homomorfismus C2-algeber

p: U — A spliujici podminku p o v = «.. Pak plati: existuje
izomorfismus Q-algeber 1) : Fx(V) — U takovy, Ze o = v.

VA Va X X



Dikaz véty

Podle predchozi véty pro Q-algebru U a zobrazeniv: X — U
existuje homomorfismus Q-algeber ¢ : Fx(V) — U splfujici
podminku ¢ o u = v. Protoze Q-algebra U spliiuje podminku véty,
pro Q-algebru Fx(V') a zobrazeni p1: X — Fx(V) existuje
homomorfismus Q-algeber p : U — Fx (V) spliiujici po v = p.

2 v
/w\\
e () Fx(V)<___= U Jw
P

Homomorfismus p o9 spliiuje potopu=pov =pu=1g)opu,
kde ¢, (v) je identita na Fx(V). Z jednoznacnosti popsané

v predchozi vété p o ¢ = if, (). Zcela analogicky se dokaze

z jednoznacnosti popsané v predpokladech véty, Ze ¢ o p = 1y.
To znamen3, Ze ) je inverzni zobrazeni k p, a tedy p je bijekce,
tedy izomorfismus.



Priklady pouziti véty

Priklad. Necht Q = {-, 71,1} a V je varieta véech grup. Pak
Fg(V) = {e} je jednoprvkova grupa, nebot do libovolné grupy jde
z grupy {e} jediny homomorfismus. Podobné& Fi,,(V) je
nekoneéna cyklickd grupa (x). (Kazda nekoneéna cyklicka grupa je
izomorfni s grupou (Z, +).) Pro libovolnou grupu G a libovolny
prvek g € G mame jediny homomorfimus (x) — G, totiz x" — g".

Priklad. Necht Q = {-, 4, —,0,1} a V je varieta vSech okruhi. Pak
Fy(V) je okruh celych ¢isel Z, nebot pro libovolny okruh R existuje
jediny homomorfismus okruhd Z — R. Podobné F,, (V) je okruh
polynom0 Z[x], protoze pro libovolny okruh R a libovolny prvek

r € R mame jediny homomorfimus Z[x] — R, totiz

anx"+ -+ aix+agr— apr" + -+ air + agl, kde vpravo jsou
celoliselné nasobky prvki z R.

Priklad. Necht Q = {4, —,0} a V je varieta v8ech komutativnich
grup. Pak Fg, ,1(V) = Z x Z, kde vnoeni generdtor( je definovéno
takto: x — (1,0), y = (0,1). Podobné& Fy, . 1(V)=Z".



