Dalsi priklady pouziti véty charakterizujici volné algebry

Priklad. Pro dané téleso (R, +,-) uvazme typ Q = {®,6,0} UR a
varietu V' vektorovych prostoril nad R.

Pro libovolné prirozené Cislo n ma vektorovy prostor R" nasledujici
vlastnost: pro libovolny vektorovy prostor U nad télesem R a
libovolnou n-tici vektorl vy, ..., u, € U existuje linedrni zobrazeni
(tedy homomorfismus vektorovych prostorti) ¢ : R" — U urlené
predpisem ©((r1,...,r)) = riuy + -+ + rpu,. Necht v; € R" je
n-tice majici v i-té slozce 1, jinde nuly. Zfejmé ¢ je jediny
homomorfismus R” — U splfiujici v; = u;. Proto Fr,, 1 (V) = R",
vnoreni generator( je definovano takto: x; — v;.

Priklad. Necht Q = {-} a V je varieta vSech pologrup.
Pak Fiy,,... x,1 (V) je izomorfni s pologrupou viech neprdzdnych
slov (tedy koneénych posloupnosti) nad abecedou o n pismenech

X1,...,Xn, kde operaci je konkatenace (napsani slov za sebe).
Jestlize totiz zvolime libovolnou pologrupu a v ni libovolné prvky
ai,...,an, pak existuje jediny homomorfismus zobrazujici pismeno

x; na prvek a; pro kazdé i.



Volné grupy
Priklad. Necht Q = {-, 71,1} a V je varieta vech grup. Pro
libovolnou mnoZinu X popisme konstrukci volné grupy Fx (V)
generované mnozinou X. Pro kazdy prvek x € X zavedeme novy
symbol X a ozna¢ime Y = X U {X; x € X}. Nosnou mnozinou
konstruované grupy je mnozina viech téch slov (tedy kone¢nych
posloupnosti) nad abecedou Y, v nichz nestoji vedle sebe nikde
zadné pismeno a jeho pruhovana varianta. Operace ndsobeni se
podita tak, ze se provede konkatenace danych slov (tj. zapisi se
slova za sebe) a pokud na rozhrani slov se objevilo pismeno vedle
své pruhované varianty, tak se obé odstrani, coz se provadi tak
dlouho, dokud dostdvame vedle sebe stojici pismeno a jeho
pruhovanou variantu. Neutrdlnim prvkem této grupy je prazdné
slovo. A konecné inverzni prvek k danému slovu se vytvori tak, ze
se napise slovo ziskané z daného slova vypsanim jeho pismen
v opacném poradi a ,,vyménou pruhd”, tj. pismena bez pruhl pruh
dostanou a pismena s pruhem o néj pfijdou. Tim jsme sestrojili
grupu a je mozné ovéfit, ze spliuje potfebnou podminku
o homomorfismech.



Rovnosti platné ve volné 2-algebre

Pozndmka. Pro uzavfenou tfidu Q2-algeber V a mnozinu generator(
X jsme konstruovali volnou algebru Fx(V) = Fx(2)/ ~v tak, ze
jsme faktorizovali volnou algebru Fx(Q2) typu Q co mozna nejmensi
kongruenci ~y/, aby platilo Fx(V) € V. Nasledujici véta pro
mnozinu generatord X = {x1,..., Xy} popisuje, které rovnosti
tvorené n-arnimi termy v Fx (V) plati: jsou to pravé ty rovnosti,
které plati v kazdé (2-algebfe A € V.

Véta. Necht Q je typ, n nezaporné celé Cislo, X = {x1,...,xn} je
n-prvkovd mnozina proménnych. Necht V' je uzaviena trida
Q-algeber a necht 7 : Fx(Q2) — Fx(V) je projekce na volnou
algebru tridy V' generovanou mnozinou X. Pak pro libovolné n-arni
termy t1, ta typu Q, tj. pro libovolné t1, ta € Fx(Q), jsou
nasledujici podminky ekvivalentni:

(i) (t1) = 7(t2),
(ii) rovnost t; = ty plati v Q-algebre Fx(V);
(iii) rovnost t; = tp plati v kazdé Q-algebre A € V.



Dikaz véty
(i) = (ii)" To plyne z Fx(V) € V.

»(ii) == (i)" Operace (t1)F,(v) a (t2)F,(v) jsou stejné.
Homomorfismus 7 zachovava operace urené termy, proto plati

(t) Evy(T(xa), - - (%)) = 7 ((t) Ay (31, - - xn))

pro i = 1,2. Podle definice operaci na Q-algebfe Fx(Q2) je

(ti)FX(Q)(Xla . ,X,,) = t;.

»(i) = (iii)" Zvolme libovolné A € V a libovolné ay,...,a, € A.
Dokazme (t1)a(a1,-..,an) = (t2)a(a1, ..., an). Pro zobrazeni

a: X — A dané predpisem «o(x;) = aj pro kazdé j=1,...,n
mame komutativni diagram X

Pro libovolny ¢ € Fx () plati ﬁﬁ“é o

o(t) = ta(a1, ..., an), a tedy W
(t1)a(at, ..., an) = o(t1) = Fx(Q) ——= Fx(V) —= A

= (1)) = v (t2)) =
= (p(tz) = (t2)A(31, Ce a,,).



Teorie uréena tridou 2-algeber

Poznamka. Pro kazdou teorii typu §2 jsme definovali varietu, kterou
tato teorie urCuje a dokazali, Ze tato varieta je uzavrenou tfidou
Q-algeber. Nyni naopak kazdé tridé Q-algeber pfifadime teorii,
kterou tato t¥ida urcuje:

Definice. Necht V je tfida Q-algeber. Teorii uréenou tfidou V
definujeme jako mnozinu vSech rovnosti platicich v kazdé 2-algebre
Ac V.

Poznamka. Pf¥imo z definic plyne, ze je-li T teorie typu €2,

V varieta uréend teorii T a T’ teorie uréend varietou V, pak plati
T C T'. Teorii T’ Ize pak chapat jako mnozinu viech dusledki
rovnosti z teorie T. Je to nejvétsi teorie (vzhledem k inkluzi)
urcujici varietu V.

Podobné je-li V libovolna tfida Q2-algeber, T teorie urcend tfidou
V a V/ varieta urlena teorii T, pak V C V'. Zfejmé je V'
nejmensi varietou (vzhledem k inkluzi) obsahujici t¥idu V.



Uzavrené tridy urcujici tutéz teorii maji stejné volné
algebry (pfipad koneéné mnoha generatort)

Dasledek. Necht Q2 je typ. Necht V1 a V, jsou uzavrené tridy
Q-algeber urlujici stejnou teorii T. Necht n je libovolné nezdporné
celé &islo a X = {x1,...,xn}. Pak plati Fx(V1) = Fx(V2).

Diikaz. Necht 7 : Fx(Q) — FX(Vl) a o Fx(Q) — FX(VZ) jSOU
projekce na volné algebry tfid Vi a V5.

Fx (V1) <2— Fx(Q) —2= Fx(V2)
Podle pfedchozi véty pro libovolné t1, t, € Fx(Q) plati
m1(t1) = m1(t2) pravé tehdy, kdyz rovnost t; = to plati v kazdé
Q-algebfe A € V4, tedy pravé kdyz rovnost t; = t patfi do teorie
T, coz znamena, Ze rovnost t; = tp plati v kazdé Q-algebre
A € V), a to podle této véty plati pravé tehdy, kdyz ma(t1) = ma(t2).
Obé projekce 71 a m maji stejna jadra, tedy Fx (V1) = Fx(Va).



Uzavrené tridy urcujici tutéz teorii maji stejné volné
algebry (obecny pfipad libovolné mnoha generatort)

Poznamka. Predchozi disledek o volnych algebrach s konecné
mnoha generatory zobecnime na pripad volnych algeber
s libovolnou mnozinou generatoru:

Véta. Necht Q2 je typ. Necht V1 a V5 jsou uzavrené tfidy 2-algeber
urcujici stejnou teorii T. Pak pro libovolnou mnoZinu proménnych
X plati FX(VI) = Fx(Vg).

Ddkaz. Vime, Ze véta plati, je-li X konecnd mnozina.
Predpokladejme, ze X je nekone¢nd mnozina.

Necht opét 7 : Fx(Q) — FX(Vl) a o Fx(Q) — Fx(Vg) jsou
projekce na volné algebry tfid V1 a V,. Dilkaz povedeme sporem,
budeme predpokladat, ze Fx(V1) # Fx(Va). Pak tedy 71 a m maji
rizna jaddra. Bez (jmy na obecnosti miizeme tedy predpokladdat, ze
existuji ty, tp € Fx(Q) splnujici 7T1(t1) = 7T1(t2) a 7T2(t1) 75 7T2(t2).
V termech t; a t vystupuje jen konecné mnoho generdtor(.



Zvolme neprazdnou kone¢nou mnozinu Y C X tak, ze kazda
proménna vystupujici v alespon jednom z terml t; a tp patfi do Y.
Zvolme libovolné zobrazeni i : X — Y takové, ze pro kazdé y € Y
plati u(y) =y (prvky y € X, y ¢ Y zobrazime zcela libovolné).

idy

T

Mame tedy komutativni diagram Y ~o> X ~r Y

Podle predchoziho disledku plati Fy(V;) = F_y(\/z), oznaéme
7w Fy(Q) — Fy(V4) projekci na volnou algebru. Pro kazdé
i = 1,2 doplnime predchozi diagram takto: idy

Existenci homomorfismu ¢ dava T T T T

volnost Fy () pro zobrazeni c X # 4
Y — Fx(), je jasné, ze Cé Cé Cé
 je zobrazeni inkluze. Fy(Q) - L Fx(Q) Fy(Q)
Existenci homomorfism0 ; a ¥; lﬂ iﬁ_ l”
davé volnost Fy (Vi) a Fx(V) , ' "

pro zobrazeni Y — Fx (V) FY(Vi):%>FX(Vi)**’;FY(Vi)

a X — Fy(V). i



Zobrazeni Y — Fx(V;) uréi M

homomorfismus Fy (Q2) — Fx(V;
Jednoznacne komutuje tedy , do|n|

&t ‘1] é z é é
Ctverec," tj. mio @ = pjom. FY(Q = = Fx(Q) Fy(Q)
S

,Diagondlni* obrazeni Y —> Fy
da homomorfismus Fy(V;) — Fy

jednoznaéng, komutuje tedy ,dolni Fx(V;) - Vi Fy(V5)
trojahelnik,” tj. ¥ o ;i = idg, (v S

Proto jsou ob& zobrazeni ¢1 a ¢ injektivni. 'dFY(Vf)

Dolni komutativni ¢tverce pro i =1i =2 Fx (V1)

Ize najednou nakreslit do diagramu: o1 m

Plati t;, & € Fy(Q), / X

o(t) = t, (o) = 1, Fy(V1) = Fy(Vo) ==—— Fv(Q) —— Fx(Q)
pa(m(t1)) = m2(p(t1)) =

—772(1“1) mo(t2) = ma(p(t2)) = (X /

= po(7(t2)), tedy m(t1) # m(t2). Fx(V2)

Protoze 1 je injektivni, ¢1(m(t1)) # v1(7(t2)), tedy m1(t1) =
= m(p(t1)) = e1(m(tr)) # pa(w(t2)) = m(p(t2)) = m(t2), spor.



Svou teorii je uzavrend trida jednoznacné urcena

Véta. Necht QQ je typ. Necht V1 a V, jsou uzavrené tridy Q2-algeber
urcujici stejnou teorii T. Pak Vi = V5.

Diikaz. Necht A € V4 je libovolnd. Oznaéme X nosnou mnoZinu

Q-algebry A. Mdme tedy zobrazeni idx : X — A. Volnost Fx( V1)

dava homomorfismus ¢ : Fx (V1) — A spliujici ¢ o u = idx, kde

p: X — Fx(Vi) je vnofeni generdtor do volné algebry Fx(V4).
X

N

Fx(Vh) —2 A
Protoze idx je surjektivni, je také 1) surjektivni. Podle predchozi
véty Fx(Vl) = FX(V2), tedy Fx(Vl) € V5. Protoze tfida V5 je
uzavrend, plyne odtud, Ze A, jakozto obraz algebry Fx (V1)
v surjektivnim homomorfismu ¢, patfi do V5.
Dokazali jsme inkluzi V3 C V5, opacna inkluze plyne ze symetrie.




Dokonceni diikazu Birkhoffovy véty

Véta (Birkhoff). Necht Q je typ. Trida Q-algeber je varieta, pravé
kdyZ spliiuje vSechny tri nasledujici podminky:

» obsahuje vsechny podalgebry vsech svych Q-algeber;

» obsahuje obrazy vsech svych CQ-algeber ve vsech surjektivnich
homomorfismech;

» obsahuje soucin libovolného (i prazdného) systému svych
Q-algeber.

Dikaz. Vime, ze kazda varieta je uzavrena tfida, a potfebujeme
dokazat, Ze také naopak kazda uzavrena trida je varietou.
Necht V je libovolna uzavrend tfida Q-algeber,

T je teorie, kterou urcuje tfida V/,

V' je varieta Q-algeber uréend teorii T, zfejmé& plati V C V/,
T’ teorie, kterou uréuje varieta V/, zfejmé plati T C T'.

ZV C V' plyne T DT, dohromady T = T".

Podle pfedchozi véty odtud plyne V = V’, je tedy V varieta.



Vyznam volnych algeber: prezentace grupy
Pozndmka. Prezentace grup je metoda, jak (jednoznaéné az na
izomorfismus) popsat grupu: zaddme generatory a relace mezi nimi.
Necht V je varieta vSech grup.
Mé&jme libovolnou pevné zvolenou grupu G a zvolme mnoZinu M
generatord grupy G, tedy M C G, (M) = G. Zfejmé takova
mnozina M vzdy existuje (napfiklad M = G).
Zvolme mnozinu X a bijekci v : X — M.
Mame volnou grupu Fx (V') generovanou mnozinou X, a tedy i

homomorfismus ¢ : Fx(V) — G. %

Obraz ¢(Fx(V)) je podgrupa " ,
grupy G obsahujici M, je tedy / \
1 surjektivni. Proto Fx(V) L G

G = Fx(V)/ ker.

Protoze jde o grupy, je kongruence ker v zadana tfidou H
obsahujici 1. Vime, Ze H je normalni podgrupa grupy G. Protoze
mnozina vSech normalnich podgrup grupy G tvori Gplny svaz, lze
definovat ,,normalni podgrupu generovanou mnozinou* obvyklym
zptsobem. To umozni zadat H mnozinou generator(.



Definice a priklad prezentace grupy
Definice. Prezentaci grupy rozumime zépis (X | R), kde X je
mnozina a R je podmnozina volné grupy Fx (V') generované
mnozinou X; zde V znadi varietu vSech grup. Prezentovanou
grupou je pak faktorgrupa Fx(V)/H, kde H je normalni podgrupa
grupy Fx (V) generovand mnozinou R. Prvkim mnoziny X fikdme
generatory grupy, prvkim mnoziny R generujici relace. Jsou-li

mnoziny X a R dény vy¢tem prvki, piseme (x1,...,Xn | r1,. ., m)
misto presnéjsiho ({x1,...,xa} | {r, ..., rm}).

Priklad. Pro libovolné n € N je (a | a") prezentaci n-prvkové
cyklické grupy, nebot Fi,3(V) = (a) je nekonecna cyklickd grupa,
v niz prvek a" generuje podgrupu (a"). Faktorgrupou tedy je grupa
(a)/(a"), coz je n-prvkova cyklicka grupa.

Pozndmka. Nékdy se relace v prezentaci grupy pisi jako rovnosti,

tedy zdpisem (x1,...,Xxn | n =1r{,...,rm = r},) znamenajicim

-1, -1,/
(X1, s Xn | 1 Ty ). Naopak (x1,.... X0 | r1,. .., rm) Ize
psat (x1,...,xn | n=1,...,rm = 1). Pozor: nejde o rovnosti v nami

zavedeném smyslu, nelze v nich za zapsané prvky dosazovat jiné!



Dalsi priklad prezentace grupy

Priklad. Grupa (ID,, o) vSech symetrii pravidelného n-thelnika je
generovana rotaci r o thel 27” a libovolné zvolenou osovou
soumérnosti s. Skute¢né, (r) je cyklickd podgrupa majici n prvkda,
tedy (r,s) C D, obsahuje vice nez polovinu z 2n prvki grupy D,
tedy z Lagrangeovy véty (r,s) = D,. V grupé D, plati r" =1,
s?=1,ros=sor ! atedyrosoros=1.

Zadejme prezentaci grupu G = {(p,o | p",0%,p-0-p- o).

Volna grupa generovana mnozinou {p,c} je grupa F vSech slov
nad abecedou {p, o, p,7}, ve kterych se nikde nevyskytne ani
pismeno o vedle & ani p vedle p; operaci je konkatenace a nasledné
umazani podslov oa, 6o, pp, pp, pokud se vyskytnou. Proto plati
o1 =5, p~! = p. Homomorfismus v : F — D, uréeny predpisem
p > r, 0 — s je surjektivni, protoze (r,s) = D,,.

Necht H je normalni podgrupa grupy F generovand mnozinou
{p",0%,p-0-p-c}, z definice tedy G = F/H. Ukdzeme G = D,,.



Protoze v grupé D, plati r" =1, s> =1, rosoros =1, plati
{p",0%,p-c-p-c} Ckeri (zde uzivdme jaddro homomorfismu
grup v pavodnim vyznamu normalni podgrupy), a tedy H C ker 1.

Hlavni véta o faktorovych gr~upéch dava F ¥ D,
surjektivni homomorfismus ¢ : G — D,.

Ukazeme, ze zz je injektivni. Zvolme WvL /1;1
tfidu rozkladu F/H a v ni reprezentanta, G=F/H

tedy slovo nad abecedou {p, o, 5,5}. V tomto slové nahradime
kazdy vyskyt pismene & pismenem o a kazdy vyskyt pismene p
nahradime n — 1 pismeny p. Protoze o2, p" € H, je nové slovo nad
abecedou {p, o} ve stejné tfidé jako slovo plvodni. Pokud nové
slovo obsahuje podslovo po, nahradime jeho prvni vyskyt slovem
op---p, vnémz se pismeno p opakuje (n — 1)-krat. Pfitom kdykoli
se objevi podslovo oo, smazeme jej. Protoze (po)H = (op" 1)H,
02 € H, jsme porad v téze tiidé. Casem dostaneme slovo majici
pouze pismena p az na pripadné jedno pismeno o na zacatku. Je-li
pismen p alespon n, odstranime jich n. V kazdé tfidé rozkladu
F/H tedy existuje slovo tvaru: nejvyse jedno o na zaatku a dale
nejvyse n — 1 pismen p. Takovych slov je 2n, tedy ¥ je injektivni.



Vyuziti prezentace grupy
Prezentaci (p,o | p",02,p-0 - p- o) grupy D, Ize vyuzit ke
snadnéjSimu provadéni vypoctl v této grupé.
Obecné vsak musime byt velmi opatrni pfi hledani prezentace pro
danou grupu.

Pro danou prezentaci mize byt nesnadné (nebo dokonce nemozné)
rozhodnout, zda zaddva konecnou grupu. Naptiklad grupa dand
prezentaci (x,y | x2,y2, (xy)?) je ¢tyFprvkova, kdezto grupa dana
prezentaci (x,y | x3,y3, (xy)3) je nekonedna.

Dalsi problém je v tom, zZe dané relace mohou mit necekané
disledky. Z predchoziho vime, ze grupa dand prezentaci

(x,y | x*,¥? xyxy) je izomorfni s Dy, je tedy osmiprvkova. Mirna
modifikace (x,y | x*, y?, x2yxy) viak ned4 osmiprvkovou grupu,
protoze je zde skryta relace: z x2yxy ~ 1 vynasobenim x? zleva a y
zprava plyne yx ~ x2y, tedy

X ~ y2x ~ yx2y ~ xzyxy ~ ><4y2 ~ 1,

a tedy tato grupa je dvojprvkovd, generovand prvkem y.



Dalsi vyuziti prezentaci

Priklad. Pfipomenme, ze SLy(Z) je mnoZina vech matic 2 x 2
s celoCiselnymi prvky a determinantem 1. Spolu s obvyklym
nasobenim matic tvori grupu majici dvojprvkovou normalni

1 0\ (-1 o vy ”
podgrupu {(0 1) , ( o _1) } Pfislusnou faktorgrupu znacime
PSLy(Z). (Grupa PSLy(Z) ma vyznamnou roli pfi studiu tzv.
moduldrnich forem.)

Je mozné ukazat (ale neni to Gplné snadné), Ze grupa dana
prezentaci (x,y | x3, y?) je izomorfni pravé s grupou PSLy(7Z).
Piitom prvek x odpovid tid& obsahujici matici ((1’ *11)

a prvek y tfidé obsahujici matici ((1) _01).

Pozndmka. Fakt, ze kazda Q-algebra dané variety je surjektivnim
obrazem volné Q-algebry je naprosto zdsadni napfiklad v teorii
moduld nad danym okruhem, kde umozni pro dany modul vytvaret
tzv. volné rezolventy. Ale to uz je latka z jiného predmétu. . .



