Variety Q-algeber zpravidla obsahuji nekonecné Q-algebry
Pozndmka. Je jasné, ze pro libovolny typ Q plati, ze pokud varieta
Q-algeber obsahuje alespon jednu alespon dvojprvkovou Q2-algebru,
musi obsahovat také nekonecné Q-algebry (napfiklad souéin
nekone¢né mnoha kopii této Q-algebry). Proto s vyjimkou variety
vech nejvyse jednoprvkovych Q-algeber, tedy variety dané teorii
{x1 = x2}, kazda varieta obsahuje také nekone¢né Q-algebry.
Pripomenme si Birkhoffovu vétu charakterizujici variety:

Véta (Birkhoff). Necht Q je typ. Trida Q-algeber V je varieta,
pravé kdyz spliiuje vsechny tfi nasledujici podminky:
» obsahuje vsechny podalgebry vsech svych Q-algeber;
» obsahuje obrazy vsech svych CQ-algeber ve vsech surjektivnich
homomorfismech;
» obsahuje soucin libovolného (i prazdného) systému svych
Q-algeber.

Pozndmka. Treti podminku Birkhoffovy véty je mozné ekvivalentné
formulovat takto: ,,obsahuje soucin libovolného neprazdného
systému svych Q-algeber a soucasné V # (), V # {0}.“



Pojem pseudovariety
Pozndmka. Vhodnou modifikaci pojmu varieta pro tfidy konecnych
Q-algeber poddva nasledujici definice:
Definice. Necht Q je typ. T¥ida Q-algeber V se nazyva
pseudovarieta, jestlize obsahuje pouze koneéné Q2-algebry, obsahuje
alespon jednu neprazdnou Q-algebru a splfiuje vSechny tfi
nasledujici podminky:

» obsahuje vSechny podalgebry vsech svych Q-algeber;

» obsahuje obrazy viech svych Q-algeber ve vSech surjektivnich
homomorfismech;

> pro libovolné A/B € V plati Ax Be V.

Pfiklad. Je-li W libovolna varieta Q-algeber, pak t¥ida W7 véech
koneénych Q-algeber patficich do W tvofi pseudovarietu.

Definice. Pseudovariety Q-algeber, které jsou rovny t¥idé W7
véech koneénych Q-algeber vhodné variety Q-algeber W, se
nazyvaji ekvacionalni.

Pozndmka. Existuji pseudovariety, které ekvacionalni nejsou.



Priklad pseudovariety, ktera neni ekvaciondlni

Priklad. Necht Q = {-}, kde - je bindrni opera¢ni symbol, Q-algebry
jsou tedy grupoidy. Oznac¢me V tfidu viech Q-algeber, které jsou
konecné grupy, spolu s prazdnym grupoidem. Protoze libovolny
prvek a konecné grupy ma konecny rad, mezi mocninami prvku a s
prirozenym exponentem najdeme a—! i 1. Proto kazdy neprazdny
podgrupoid konecné grupy je konecna grupa. Zrejmé také kazdy
homomorfni obraz konecné grupy je konecna grupa, soucinem dvou
konec¢nych grup je kone¢na grupa. Tedy V je pseudovarieta.

Ukazme sporem, Ze V neni tfidou W7 viech koneénych Q-algeber
zadné variety W. Predpokladejme, ze varieta 2-algeber W D V.
Pro libovolné n € N obsahuje V' cyklickou grupu radu n, proto W
obsahuje jejich soucin pres vSechna n € N, cozZ je grupa obsahujici
prvky nekonecného fadu, napriklad prvek g majici v kazdé slozce
generator prislusné grupy. Pak ale W obsahuje i podgrupoid G
tohoto soucinu, generovany prvkem g, totiz G = {g"; n € N}.
Rozklad {{g},{g?,&>,...}} zad4vd kongruenci ~ na grupoidu G,
proto W obsahuje koneény grupoid G/ ~ nepatfici do V.



Nékteré vlastnosti variet a pseudovariet

Véta. Necht Q2 je typ, | neprazdnd mnoZina takovd, Ze pro kazdé
i € | je ddna varieta Q-algeber V;. Pak (;., V; je varieta
Q-algeber.

icl

Dikaz. Je-li T; teorie urlujici varietu V;, pak sjednoceni Uiel T; je

teorie uréujici (;¢; Vi

Véta. Necht Q2 je typ, | neprazdnd mnoZina takovd, Ze pro kazdé
i € | je ddna pseudovarieta 2-algeber V;.

> Pak (¢, Vi je pseudovarieta Q-algeber.

» Predpokladejme navic, Ze nds systém pseudovariet je

usmérnény, tj. pro kazdé i,j € | existuje k € | tak, Ze

ViUV, C Vi. Pak |J;c, Vi je pseudovarieta Q-algeber.
Ddkaz je zfejmy, staci uzit definici pseudovariety; pro dikaz toho,
ze Jj¢; Vi s kazdymi svymi dvéma Q-algebrami obsahuje i jejich
soucin, je tfeba vyuzit usmérnénost systému V;, i € .



Varieta a pseudovarieta generované mnozinou {2-algeber

Pozndmka. Vzhledem k tomu, Ze systém vSech $2-algeber tvofi
varietu a systém vsech konecnych Q-algeber tvori pseudovarietu,
predchozi véty umoznuji nasledujici definice.

Definice. Je-li M libovolnd mnozina Q-algeber, varietu Var(M)
generovanou mnozinou M definujeme jako priinik vSech variet
Q-algeber obsahujicich kazdou Q-algebru z mnoziny M. Je-li
M = {A} jednoprvkovd, piseme Var(A) misto Var({A}).

Definice. Je-li M libovolnd mnozina kone¢nych Q-algeber,
pseudovarietu Psvar(M) generovanou mnozinou M definujeme jako
prinik vsech pseudovariet (2-algeber obsahujicich kazdou Q-algebru
z mnoziny M. Je-li M = {A} jednoprvkova, piseme Psvar(A) misto
Psvar({A}).

Poznamka. Za chvili ukdzeme, Ze pseudovarieta Psvar(A)
generovana jedinou konecnou $2-algebrou A je vzdy ekvaciondlni.
Za tim (celem v8ak budeme nejprve zkoumat varietu Var(A).



Varieta Var(A) pro konecnou -algebru A

Véta. Necht Q je typ, A konecna Q-algebra, X = {x1,...,%n}
kone¢na mnozina. Pak plati, Ze volnd algebra Fx(Var(A)) variety
Var(A) generovana mnoZinou X je izomorfni s vhodnou
podalgebrou soucinu kone¢né mnoha kopii Q-algebry A, a tedy
Fx(Var(A)) je konecna.

Diikaz. Var(A) je nejmensi varieta obsahujici A, proto je uréena
teorii obsahujici pravé vsechny rovnosti platné v Q2-algebre A.
Podle véty o rovnostech ve volnych Q-algebrach vime, Ze
Fx(Var(A)) = Fx(2)/ ~, pricemz pro libovolné termy

ti, tr € Fx(Q) plati t; ~ to, pravé kdyz rovnost t; = t plati v
kazdé Q-algebre ve Var(A), tj. plati v A. Z univerzalni vlastnosti
Fx(€2) vime, Ze pro kazdé zobrazeni f : X — A existuje (jediny)
homomorfismus ' : Fx(Q2) — A tak, ze f'|x = f. Rovnost t; = t,
plati v A, pravé kdyz oba termy uréuji na A tutéz operaci, coz
podle véty popisujici homomorfismus ' pro koneénou X nastane,
pravé kdyz pro kazdé f : X — A plati f'(t1) = f'(t2). Proto

~ = (¢, ker ', kde | je mnoZina viech zobrazeni f : X — A.



Oznacme B =[], A. Podle véty o soucinu Q-algeber existuje
jediny homomorfismus ¢ : Fx(Q2) — B tak, ze komutuje diagram

Tg
f

. LA A (f.g,...€1)

f‘/
g/

Pro libovolné t € Fx(Q) plati o(t) = (f'(t))fes. Proto

ker ¢ = (¢, ker f' = ~. Podle hlavni véty o faktorovych algebrach
Fx(Var(A)) = Fx(2)/~ = ¢(Fx(£)), coz je podalgebra Q-algebry
B =[Ifes A

Véta plyne z toho, ze | je kone¢nd mnozina.

B

|

|

|

1
Fx(9)



Pro koneénou Q-algebru A je Psvar(A) ekvaciondlni
Definice. Varieta se nazyva lokalné konecna, jestlize kazda jeji
Q-algebra, kterd ma kone¢nou mnozinu generatord, je koneéna.

Véta. Necht Q2 je typ, A libovolnd kone¢na Q-algebra. Pak plati:
» Psvar(A) = Var(A)”, a tedy Psvar(A) je ekvacionaini.
» Varieta Var(A) je lokdlné konecna.

Diikaz. Z¥ejmé je Var(A)]: pseudovarieta obsahujici A, a tedy
Psvar(A) C Var(A)”. Ukazme opa&nou inkluzi:

Necht B je libovolna koneénd Q-algebra z Var(A). Oznaéme X
nosnou mnozinu §2-algebry B. Pak idx : X — B je surjektivni
zobrazeni, a proto onen jediny homomorfismus Fx(Var(A)) — B,
ktery id uréuje, je surjektivni. Podle pfedchozi véty je Fx(Var(A))
izomorfni s vhodnou podalgebrou soucinu konecné mnoha kopii
Q-algebry A, a tedy Fx(Var(A)) € Psvar(A). Odtud B € Psvar(A).
Proto Var(A)” C Psvar(A).

Druhd ¢ast véty se dokaze podobné: pro libovolnou Q-algebru
B € Var(A) s kone¢nou mnozinou generatori X vezmeme
zobrazeni inkluze X — B a postupujeme analogicky.



Systém reprezentantli konecnych Q-algeber

Pozndmka. Zvolme pevné pfirozena Cisla k, m a premyslejme,
kolika zplsoby mizeme zadat k-arni operaci na mnoziné

M ={1,2,..., m}. VSech usporddanych k-tic prvkii mnoziny M je
m¥, pro kazdou z nich mame m moZnosti vysledku nasi operace na
této k-tici. Polet k-arnich operaci na mnoziné M je mm".

Odtud plyne:

Véta. Necht Q2 je typ, m pfirozené Cislo. Systém vsech Q2-algeber
s nosnou mnozinou M = {1,2,... m} tvofi mnoZinu (nikoliv
vlastni tridu). V pripadé konec¢ného typu S je tato mnoZina
konecna. Na této mnoZiné relace byt izomorfni* je relaci
ekvivalence. Zvolime-li systém reprezentant(i z odpovidajiciho
rozkladu, dostaneme mnoZinu Q-algeber s ndsledujici vlastnosti:
kazdd m-prvkovd Q-algebra je izomorfni s pravé jednou Q)-algebrou
z naseho systému reprezentant.

Ddsledek. Existuje mnozina Q-algeber (ktera je spocetna, je-li typ
Q konecény) takovd, Ze kazda kone¢nd Q-algebra je izomorfni
s pravé jednou Q-algebrou z této mnoZiny.



Charakterizace pseudovariet libovolného typu €2

Véta. Necht Q2 je libovolny typ. Kazdd pseudovarieta Q-algeber je
sjednocenim usmérnéného systému ekvacionalnich pseudovariet.

Diikaz. Necht V je libovolna pseudovarieta 2-algeber. Podle
predchoziho dasledku existuje mnozina M neprazdnych Q-algeber
patficich do V takovd, ze kazdd neprazdna 2-algebra z V je
izomorfni s pravé jednou Q-algebrou z M. Pak Psvar(A), A € M,
je systém pseudovariet, o kterych uz vime, Ze jsou ekvacionalni.
Ztejmé plati V = [Jpc 0  Psvar(A).

Zbyvé dokazat, zZe je tento systém pseudovariet usmérnény, tj. ze
pro libovolné A;, Ay € M existuje B € M tak, ze
Psvar(A1) U Psvar(Az) C Psvar(B).

Protoze A1 X Ay € V, existuje B € M tak, ze B = A; x Ap.
Protoze projekce ze soucinu neprazdnych Q-algeber jsou
surjektivni, plati A;, A € Psvar(B), odkud plyne potfebnd inkluze.



Charakterizace pseudovariet kone¢ného typu €2

Véta. Necht Q2 je konecny typ. KaZdd pseudovarieta Q-algeber je
sjednocenim neklesajici posloupnosti ekvacionadlnich pseudovariet.

Dikaz. Protoze typ € je konecny, mizeme v dikaze predchozi véty
predpokladat, ze M = {A1, A2, ...} je nejvyse spoletnd. Pro
kazdé pfirozené Cislo n oznaéme V,, = Psvar(A; x --- X A,), coz
podle jedné z predchozich vét je ekvaciondlni pseudovarieta.
Protoze Ay X --- x A, € V, plati V, C V.

Z dikazu predchozi véty vime, ze |J;_; Psvar(A;) C V, a ze
U2, Psvar(A;) = V, a tedy

V= D Psvar(A; U U Psvar(A U V,C V.

i=1 n=1i=1

Vzhledem k tomu, ze A; X -+ X A, je obrazem

Ar X - X Ap X App1 = (A1 X -+ X Ap) X Apt1 v surjektivnim
homomorfismu (v projekci ze soucinu), plati Ay x -+ x A, € Vpy1,
tedy V,, C Vj41, a proto je posloupnost Vi, Va, ... neklesajici.



Véta Eilenberga a Schiitzenbergera

Véta. Necht Q2 je konecny typ a V libovolnd pseudovarieta

Q-algeber. Pak existuje posloupnost rovnosti (¢;)icn (kde kazda
rovnost €; je tvaru y; = z; pro nékteré termy y;, z; typu Q) splriujici
nasledujici podminku: oznaclime-Ili W, varietu urcenou teorii
To={e;i>n}, pak Wy CWa C... aplati V=2, W,”.

Jinymi slovy: konecna 2-algebra patfi do V', pravé kdyz spini

rovnost €; pro skoro vSechna i € N (tj. vSechna aZ na konecné mnoho).

Dikaz. Podle predchozi véty mame neklesajici posloupnost
ekvacionalni pseudovariet V7 C Vo C ..., jejichz sjednocenim je V.
Vime, Ze existuje nejvySe spoletny systém 7 = {By, B,,... }
takovych Q-algeber, Ze kazda konecna 2-algebra nepatrici do V je
izomorfni s pravé jednou Q-algebrou z 7. Prokazdé i > 1, j > 1
plati B; ¢ V;. Protoze V; je ekvaciondlni, existuje rovnost &,
kterou spliiuji vSechny Q-algebry z V;, av3ak nikoli B;. Véta bude
dokazana, ukdzeme-li, ze pro libovolnou konec¢nou $2-algebru A
plati A € V, pravé kdyz A splni rovnost ¢;; pro skoro vSechny
dvojice (i,j), pro které i > j.



Dikaz. Podle predchozi véty mame neklesajici posloupnost
ekvacionalni pseudovariet V7 C Vo C ..., jejichz sjednocenim je V.
Vime, ze existuje nejvyse spocetny systém 7 = {B1, B,,... }
takovych Q-algeber, Ze kazda konecna 2-algebra nepatrici do V je
izomorfni s pravé jednou Q-algebrou z 7. Prokazdé i > 1, j > 1
plati B; ¢ V;. Protoze V; je ekvaciondlni, existuje rovnost &,
kterou spliiuji vSechny Q-algebry z V;, av3ak nikoli B;. Véta bude
dokazana, ukazeme-li, ze pro libovolnou konec¢nou $2-algebru A
plati A € V, pravé kdyz A splni rovnost ¢;; pro skoro vSechny
dvojice (i,j), pro které i > j.

Jestlize A € V, pak existuje n tak, ze A€ V,, a tedy A € V; pro
viechna i > n, proto A splfiuje rovnost ¢;; pro kazdé i > n a
kazdé j, tedy z rovnosti €;;, kde i > j, mize nespliiovat jen rovnosti
ejj pro j < i < n. Takovych dvojic (i, /) je jen konecné mnoho.

Jestlize A je kone¢na Q-algebra takova, ze A ¢ V, pak existuje j
tak, ze A= B;. Pak A nesplfiuje rovnost ¢;; pro zadné /, takovych
dvojic (i,j), i > j, je nekone¢né mnoho.



Implicitni a explicitni operace na pseudovarieté
Definice. Necht 2 je typ, V pseudovarieta Q-algeber, n nezdporné
celé Cislo. Méjme pro kazdou Q-algebru A € V ddnu n-arni operaci
7a: A" — A. Rekneme, Ze systém (m4)acy tvofi n-arni implicitni
operaci na pseudovarieté V/, jestlize pro kazdé A, B € V a kazdy
homomorfismus ¢ : A — B komutuje diagram

A" "2 A kde " : A" — B" je definovano po slozkach, tj.

11

B"——=B ©"(a1,...,an) = (¢(a1),...v(an)).
Jinymi slovy, pro kazdé a;,...,a, € A plati

o(ma(ar, ..., an)) = ma(p(a1), ... ¢(an)).
Priklad. Pro libovolny n-arni term typu Q je systém (ta)acv
operaci danych timto termem n-arni implicitni operaci na libovolné
pseudovarieté V typu €.

Definice. Implicitni operace z predchoziho prikladu nazyvame
explicitni.



Struktura pologrup generovanych jednim prvkem

Definice. Necht (G, -) je kone¢na pologrupa, g € G je libovolny.
Pak podpologrupou generovanou prvkem g je (g) = {g*; k € N}.
Z konecnosti pologrupy plyne existence m, n € N takovych, ze

g" = g"™™. Nejmensi n € N s touto vlastnosti se nazyva
predperioda pologrupy (g). Nejmensi m € N, které tuto podminku
spini pro predperiodu n, se nazyva perioda pologrupy (g).

Véta. Necht (G, -) je konecnd pologrupa, g € G je libovolny. Necht
n je predperioda pologrupy (g) a m jeji perioda. Pak plati:
> Pro libovolné r;s € N je splnéno g" = g°, pravé kdyz
r=s<nanebor>n,s>n r=s (modm).
> Pro libovolné k € N spliiujici m | k > n plati
» gk je jediny idempotentni prvek pologrupy (g).
> Mnozina {g",g"1,...,g" ™™ 1} tvoii podpologrupu; je to
cyklickd grupa Fddu m generovand prvkem g“*1, jejimz
neutralnim prvkem je g*.

Dikaz je zfejmy.



Priklad implicitni operace, ktera neni explicitni
Priklad. Necht Q = {-} je typ, kde - je binarni; Q-algebry jsou tedy
grupoidy. Oznaéme S pseudovarietu typu €2, jejimiz prvky jsou
pravé vsechny konec¢né pologrupy.

Na libovolné konecné pologrupé (G, -) definujme undrni operaci
we : G — G takto: pro libovolné g € G je wg(g) onen jediny
idempotentni prvek pologrupy (g) generované prvkem g

v pologrupé G.

Systém (wg)ges je undrni implicitni operace na pseudovarieté S.
Skuteéné, je-li ¢ : G — H homomorfismus pologrup a

je-li g* jediny idempotentni prvek pologrupy (g) C G, pak

0(g¥) - p(") = v(g" - &) = v(g"). v(g¥) = w(g)" € (v(g)). a
tedy ©(g*) je jediny idempotentni prvek pologrupy ((g)) C H.
To znamend p(weg(g)) = wr(e(g))-

Pro libovolny unarni term typu 2 existuje pfirozené Cislo t tak, ze
operace uréena timto termem na libovolné pologrupé je
umocriovani na toto t. Proto implicitni operace (wg)ges neni
explicitni.



Pseudorovnosti a Reitermanova véta

Definice. Necht Q je typ, V pseudovarieta (2-algeber, n nezdporné
celé Cislo. Méjme na V dany dvé n-arni implicitni operace

T = (ma)acv a p = (a)acyv. Formalni zapis m = p nazyvame
pseudorovnosti na pseudovarieté V; fikime, ze Q-algebra A € V
spliiuje tuto pseudorovnost, jestlize w4 a 114 jsou stejné n-arni
operace na -algebre A.

Nasledujici vétu Jana Reitermana si uvedeme bez dlikazu:

Véta. Necht Q je typ, V pseudovarieta Q-algeber, U podtrida

pseudovariety V. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:
» U je pseudovarieta;

> existuje mnozina T pseudorovnosti na pseudovarieté V
s touto vlastnosti: pro libovolnou A € V plati A € U, pravé
kdyz A spliiuje kaZdou pseudorovnost z T .

Pozndmka. Reitermanova véta ukazuje, Ze pseudovariety Ize
zkoumat pomoci pseudorovnosti, tedy pomoci implicitnich operaci.



MnozZina n-arnich implicitnich operaci na pseudovarieté V

Kazda implicitni operace na pseudovarieté V' je ddna svym chovanim
na mnoziné reprezentantl kone¢nych 2-algeber, mame proto
mnozinu vSech n-arnich implicitnich operaci na pseudovarieté V.

Na této mnoziné lIze definovat strukturu Q-algebry (v niz podmnozina
explicitnich operaci tvofi podalgebru): mame-li k-arni f € Q, pak pro

n-arni implicitni operace m1 = (71 4)AcV, - - - » Tk = (Tk.A) Acv je
f(ﬂ'l, e ,wk)A(aL ey a,,) = fA(ﬂ'LA(al, N a,,), ey TI'k’A(al, N a,,))
pro kazdou A € V a kazdé ay,...,a, € A.

Také zde mizeme definovat strukturu metrického prostoru: je-li
m1 = (m1,4)Acv # T2 = (m2,4)Acv, pak definujeme vzdalenost
p(m1,m2) = 27K, kde k je nejmensi prirozené &islo takové, Ze
existuje k-prvkova A € V tak, Ze m; o4 # m A.

Tento metricky prostor je dokonce ultrametricky a Gplny,

podmnozina explicitnich operaci v ném tvofi hustou podmnozinu.
V pripadé konecného typu je také kompaktni.



