Zkouskova pisemka z Geometrie 2

Varianta V

Datum: 24.12.2016 1234 X
Jméno: Jezisek 50555 20

1) (5 x 1b.) Udejte priklad (pokud takovy’ priklad neexistuje, podejte strucné vysvétlent, proc):

(a) dvou primek v &€ s odchylkou %

(b) nadrovinu v As, kterd oddeluye body [5,5,-3] a [2,4,-5];

(c) dvou mimobéznijch rovin v As, které nemagi Zadny spolecny smeér;

(d) tr bodi A, B,C v & takovych, Ze obsah rovnobézniku ABCD je roven 4;

(e) dvou aﬁnmch podprostord By, By v Az takovyjch, Ze dim(U) + dim(V) # dlm(u +V).

2) (5b.) V Ay jsou ddny podprostory By a Bs.
Bi:xi+x9 +2235—24—9 =0
3x1 — Dy —x4—11=0
By: X =1[5,53,2 +s(1,1,-2,—2) + £(3,1,0,4)
Urcete polohu obou podprostori a neparametricky vyjdadrete jejich soucet.
3) V & jsou ddany primky p: X = [3,2,—1] +5(2,0,1) aq: X =[4,-2,2] +t(1,—-1,5).
(a) (1b.) Dokazte, Ze jsou piimky p a ¢ mimobézné.
(b) (1b.) Urcete odchylku primek p a q.

(¢) (3b.) Parametricky vyjddrete piimku r, kterd je riznobéind s p a q a prochdzi bodem

MI[-3,2,4] .
4) Je ddan pravidelny cétyrboky jehlan ABCDV , kde |AB| = |AV| = 8cm.

(a) (1b.) Jehlan vhodné umistéte do kartézské soustavy soufadnic.
(b) (1b.) Uréete odchylku sten ABV a BCV.

(c) (1b.) Urcete vzddlenost bodu D od roviny steny BCV .

(d) (2b.) Urcete vzddlenost hrany AV a wihlopFicky BD.

1. (a) Obé dvé piimky umistime do roviny z = 0 a pro jednoduchost budou obé& prochéazet

poc¢atkem. Staci proto najit dva vektory u, v takové, Ze jejich odchylka bude %. Z
lu-v]|
[ull-[Ivll

platit ||v|| = 2 a |[u-v| = 1. Odsud napi. v = (1,1/3,0). Piikladem takové dvojice
jsou proto pifmky p: X = [0,0,0] 4+ 5(1,0,0) a ¢ : X = [0,0,0] + s(1,/3,0).

definice odchylky proto musi platit % = . Zvolme napf. u = (1,0, 0); pak musi

Jiné tesent pro ty, co maji radsi analyjzu. Opét umistime obé piimky do roviny z = 0
a pro jednoduchost budou obé prochézet pocatkem. Polozime p : y = 0,z = 0 (tj.
p je vlastné osa x). Z analyzy vime, Ze smérnice piimky je tangens smérového tihlu
(ten vezmeme za odchylku), tj. smérnice hledané pfimky ¢ bude rovna tg(3) = V3.
Proto q : y —2v/3 = 0, z = 0. Zdiiraznéme, 7e piimku v £ musi charakterizovat dvé
neparametrické rovnice, proto je dodatek z = 0 nedilnou soucésti feseni.

(b) Z véty 9.8 plyne, Ze pokud nadrovina oddéluje dva body, musi se po dosazeni soutad-
nic téchto bodl do neparametrického vyjadieni nadroviny lisit vysledky znaménkem.
Proto sta¢i vzit napf. nadrovinu « : x — 3 = 0, protoze po postupném dosazeni sou-
fadnic obou bodt do rovnice vyjde nejdiive 2 a pak —1.

(¢) Uéebnicovy piiklad: o : X = [0,0,0,0,0] 4+ #(1,0,0,0,0) + s(0,1,0,0,0) a 0 : X =
—[0,0,1,0,0] + £(0,0,0,1,0) + 5(0,0,0,0, 1).

(d) Zvolme pro jednoduchost body A, B, C' tak, aby urcovaly ¢tverec o obsahu 4. Napf.
AJ0,0], B[2,0],C[0,2].



2.

3.

(e) Takovym piikladem jsou v A3 napi. dvé mimobézky (viz napf. poznamka 6.7). Proto
mize byt By : X = [0,0,0] +£(1,0,0) a By : X = [0,1,0] + (0,0, 1).

Nejprve prevedeme vyjadieni B; na parametrické. Prakticky to udélame vyfeSenim sou-
stavy, kterou je By zadan.

1 1 2 —-1]9 112 —-11]9

3 =5 0 —1]11 043 —1/8
Za parametr zvolime druhou a tfeti nezndmou, FeSeni ndm proto vychazi tvaru (3s +
+t+1,s,t,4s + 3t — 8), tedy By : X = [1,0,0,—8] + s(3,1,0,4) + #(1,0,1,3). Jako

zkousku miizeme ovérit, ze souradnice bodu vyhovuji pivodnim rovnicim a soufadnice
obou vektortu vyhovuji piavodnim zhomogenizovanym rovnicim (tj. bez absolutniho ¢lenu).

Nyni nasadime znamy algoritmus pro zjisténi polohy dvou podprostorii.

11 -2 =2 11 -2 =2
31 0 4 01 -3 -5
31 0 4 ~oeno 00 0 0
10 1 3 00 0 O
45 3 10 0 0 14 23

Z tvaru upravené matice mizeme tict, Zze oba prostory jsou rovnobézné rizné. Dale mu-
zeme vyjadiit parametricky soucet obou podprostoru (béze zaméreni souétu jsou nenulové
fadky v upravené matici, jako bod zvolime napt. [1,0,0, —8] — muze to byt i kterykoliv
jiny bod B; nebo By). Tedy:

By + By : X =1[1,0,0,—8] + (1,1, -2, —2) + 5(0,1, =3, —5) + (0,0, 14, 23)

Nyni toto vyjadreni prevedeme na neparametrické — prakticky to znamené vytesit sou-
stavu homogennich rovnic, jejichz koeficienty tvori soutfadnice smérovych vektori, provést
nezavislou volbu proménnych a dopoéitat absolutni ¢len dosazenim bodu [1, 0,0, —8].

11 -2 =210

01 =3 =510

0 0 14 2310
Reseni dostavame ve tvaru (—%t, ﬁt, —%t, t). Zvolenim t = —14 dostavame vektor (19, —
—1,23, —14), ktery je vlastné normalovym vektorem souc¢tu 3; + By (miizeme pro zkousku
ovérit, zda je kolmy na vSechny smérové vektory). Neparametrické vyjadieni je proto
tvaru:

Bl—|—82 . 19.’13’1 —l’2+23$3—14$4+d20

Dosazenim bodu [1, 0,0, —8] do rovnice zjistime, ze d = —131, tedy neparametrické vyja-
dfeni souctu je tvaru:

Bl +BQ . 19.751 —I2+23SL’3 — 141’4 —131=0

(a) Na prvni pohled lze vidét, ze piimky nejsou rovnobézné, takze staci akorat overit, ze
nejsou ruznobézné. Mizeme proto ovérit, ze prinik obou piimek je prazdny, kratsi
vSak bude ovéfit mimobéznost algoritmem na zjistovani polohy podprostor.

1 -1 5 1 -1 5
2 01 ]~~~ 0 2 =9
1 -4 3 0 0 1



Protoze posledni rfadek ztistal apravami nenulovy, obé primky jsou mimobézné.

Trikove: JiZ jsme Tekli, Ze staci ovérit, Ze primky nejsou riznobéiné. Lze vidét, Ze
kazdy bod primky p musi mit druhou souradnici rovnu 2. Bod na primce q, ktery md
druhou soutadnici 2 je bod [0,2,—18] a jde hned vidét, Ze tento neleZi na piimce p
(neexistuje prislusny parametr). Neni snad nutno doddvat, Ze tento postup jde pouZit
jen ve specidalnim pripadé a rozhodné jej nelze aplikovat obecné.

(b) Dosazenim do vzorce (na pisemce staci vysledek uvést v tomto tvaru):

I(1,-1,5) - (2,0,1)] 7 7V/15

(c) Hledame vlastné piicku mimobézek p, ¢ prochazejici bodem M.

Bod M a piimka p zadavaji rovinu «, ktera protina primku ¢ v jistém bodé Q) —
ten bude prisec¢ikem hledané pricky s piimkou ¢. Parametrické vyjadieni roviny « je
tedy ziejmé o : X = [3,2, —1] + 5(2,0,1) 4+ ¢(6,0, —5), kde vektor (6,0, —5) vznikl z
bodu [3,2,—1] a bodu M. Protoze (2,0,1) x (6,0, —5) = (0, —4,0) a [3,2, —1] € a,
obecnéa rovnice roviny « je y — 2 = 0. Dosadime y = 2 do parametrického vyjadireni
piimky ¢ a vypocteme parametr ¢.

2=-2_¢
t=—4

Plati tedy @ = [4,—2,2] — 4(1,—1,5) = [0,2, —18]. Pak je pfimka r zadana dvéma
body ) a M a miizeme ji parametricky vyjadfit.

riX =[0,2,—18] + a(3,0, —22)

4. (a) Podstavu jehlanu umistime nasledovné: A[0, 0, 0], B[8,0, 0], C|0, 8, 0], D[8, 8, 0]. Stied
¢tverce ABC'D oznaéme S — jeho soufadnice jsou ziejmé S[4,4,0]. Prvni dvé sou-
fadnice vrcholu V' jsou stejné, jako u S; tieti souradnici vypocteme z Pythagorovy
véty (trojuhelnik ASV| jehoz pfepona je dlouh& 8cm a jedna z odvésen %ﬁ cm —
polovina uhlopticky étverce ABCD):

z=1/82 — (4v2)2 = 4V2
Tedy V[4,4,4v/2].

(b) Odchylku dvou rovin pfevedeme na odchylku jejich normalovych vektori (viz véta
16.5). Proto nam staci zjistit normalové vektory obou rovin, které spocitame po-
stupné vektorovym soucinem.

i. Normdlovy vektor roviny ABV. Plati AB =B - A = (8,0,0) a AV = v -
— A = (4,4,4/2). Pak (pro zjednodugeni vektory vhodné upravime) (1,0, 0) x
x (1,1,v/2) = (0,v/2, —1).

ii. Normdlovy vektor roviny BCV. Plati @ =C-B=(-8,8,0aBV =V-B=
= (—4,4,44/2). Pak (pro zjednoduseni vektory vhodné upravime) (1, —1,0) x

x (1, -1, —v2) = (v/2,1/2,0).

Dosazenim do vzorce:

|(07\/§7_1)'(\/§7 \/E,O)| _ 2
100, V2, =D|[ - [[(V2,V2,0)]| 23

<%

cos p =

Lze dale upravit na p¥fjemndjsi (0, 1,0).



()

Vyuzijeme vzorce uvedeného ve vété 15.4. Nejprve vSak vyjadiime rovinu BC'V obec-
nou rovnici. Z minulého prikladu zname normélovy vektor této roviny, tj. jeji obecna
rovnice bude tvaru (po vhodném upraveni) x + y + d = 0. Po dosazeni soutfadnic

libovolného bodu roviny zjistime, ze d = —8, tj. §CV x+y—8=0.

Dale dosazenim do vzorce:

23—> 8+8—§|
v(D, BCV Br8-8_ =42
V12 + 12

Pro vypocet vzdalenosti obou (zjevné) mimobézek vyuzijeme vzorec uvedeny ve
vété 15.3. Oznacme u smérovy vektor pfimky AV, v smérovy vektor pfimky BD a
w = 1@ Pak u = (4,4,4v/2), v = (0,8,0) a w = (8,0,0). Nyni mitzeme dosadit do

vzorce:

AV% VG uvw): |[u, v, w]|
VG(u,v) VG(u,v)

4 4 42
|[u, v, w]| = 0 8 0 = 256

64 32
VG (u,v) 32 64 = 32V/3

o(W, 51 = vl
G(u,v) 32\/_ 3




