3) vV

RovnobéZnostén

As jsou ddany ctyri body Al4,2,-3], B[1,3,0],C[0,—-2,1], E[—1,1, 2], jeZ jsou vrcholy

rovnobéznosténu.

(a)
(b)
(c)
(d)
R
(a)

(1b.) Urcete souradnice zbyvagicich vrcholid rovnobéznosténu,

(1b.) Zjistéte, zda je rovina o : 3x + 2y + 3z — 6 = 0 Fezovou rovinou télesa;
(1b.) Urcete teziste T ctyrsténu ABCE;

(2b.) Urcete, zda bod M(3,0,1] lezi uvniti nebo vné rovnobéznosténu.

eseni

ur¢ime vektory B =(-3,1,3), ﬁ = B? =(—=1,-5,1), E =(=5,—-1,1).

Zbylé body urc¢ime napiiklad takto:

D=A+BC =[3,-3,-2]

F=B+AE = [-4,2,1]

G=C+AE = [-5,-3,2)

H=D+AE = [-2,—4, 1]

Rovina rozdéluje prostor na dva poloprostory. Je-li rovina o fezovou rovinou, pak nékteré z
vrcholt rovnobéznosténu lezi v jednom poloprostoru a minimalné jeden vrchol ve druhém
poloprostoru ji uréeném, tzn. existuje alespon jedna dvojice vrcholu, které jsou oddélovany
rovinou p. Sta¢i tedy dosadit soufadnice vrcholi do rovnice roviny a zjistit znaminka
vyrazi:

A:1244-9-6=1

B:3+6—-6=3

C:—-4+4+3-6=-7

Tedy naptiklad body A a C nebo body B a C jsou oddélovany nasi (nad)rovinou ¢ a
rovina nas rovnobéznostén reze.

Rovina se samoziejmé miize télesa pouze dotykat, coz miizeme rozdélit do tii nasledujicich
pripadi:

(a) rovina se dotyka télesa v jednom z vrchola

(b) rovina se t&lesa dotyka podél jedné hrany

(c) rovina se dotyka télesa podél celé stény

To nastane pii splnéni nasledujicich podminek:

(a) pravé jeden z vrcholi leZi v roving (po dosazeni je vyraz roven nule) A ZAROVEN
viechny zbyvajici vrcholy lezi v jednom poloprostoru (neni zadna dvojice vrchol,
ktera by byla rovinou oddélovana)

(b) pravé dva vrcholy lezici na jedné hrané lezi v roving A ZAROVEN vsechny zbylé
vrcholy lezi ve stejném poloprostoru

(c) nalezneme tii (respektive ¢tyfi) vrcholy, které lezi v zadané roviné. Je-li téleso kon-
vexni, pak zbylé vrcholy nutné musi vSechny lezet ve stejném poloprostoru.

Tézistém tsecky AB je jejf stied S = (A + B)
T&zisteém libovolného trojthelnika ABC je bod T = (A + B+ C)
Tezistém libovolného &tytsténu ABCD je bod T' = (A + B + C + D) Tézistém naseho
¢tytsténu ABCE je tedy bod [1,1, —1].
Rovnobéznostén je konvexni mnozina a mnohostén, a plati pro néj tedy naptiklad véta
10.4 a nasledujici odstavce ve skriptech. Pro zjisténi, zda bod M lezi uvnitf mnohosténu
miiZeme pouZit postup, ktery je popsan tieba v Uloze 10.1. Stadi ovéfit tedy nésledujici
rovnosti a nerovnosti:

M=aA+bB+cC+dD+eE+ fF+ gG+ hH,
kdea+b+c+d+e+f+g+h=1,a>0,0>0,...,h >0.



Rozepiseme-li tedy prvni rovnost po soutradnicich a pridame-li druhou rovnost, dostaneme
soustavu rovnic:

3= 4a +b +3d —e —4f —bg —2h
= 2a +3b —2¢ —-3d +H4e +2f -39 —h
= —3a +c —2d —2e +f +29 —h
1= a +b H4+c +d +e +f +g h

V feSeni soustavy se ndm objevi spoustu parametrii, pomoci nichz vyjadiime neznamé.
Neznamé zaroven musi byt vSechny vétsi nez 0. Muzeme zjistit, jestli nékteré hodnoty
parametri viubec spliiuji dané nerovnosti. Pokud ano, bod M lezi uvnitf, pokud zadné
hodnoty parametri nerovnosti nespliuji, M je vné. Vzhledem k poctu parametri neni
tento postup prilis vhodny.

KDY BY SE TAKOVY POSTUP HODIL: pokud bychom méli zjistovat, zda M lezi
uvniti ¢tyrsténu (simplexu) ABCE. Po rozepséani rovnice M = aA + bB + ¢C + eE po
soufadnicich a pridani zbylé rovnice z podminek totiz dostaneme soustavu ¢ty rovnic
o Ctyfech neznamych. Regen{ této rovnice provérime jesté nerovnicemi. Zménme si tedy
zadani a ukazme si, jak by to vypadalo:

V' Az jsou dany étyii body Al4,2,—3], B[1,3,0],C[0,—2,1], E[—1, 1, —2], jeZ jsou vrcholy
ctyistenu. Urcete, zda bod M[3,0,1] leZi uwoniti nebo vné ctyrsténu.
Budeme ovérovat, zda existuji realné ¢isla a, b, ¢, e spliujici nasledujici podminky:

M =aA+bB + cC + eF,
kdea+b+c+e=1,
a>0,0>0,c>0,e>0.

Rozepiseme a dostaneme soustavu:

3= 4da +b —e

=  2a +3b —2c +He
1= —-3a +c —2e
1= a +b +c +e

Soustava nemé feseni, tudiz ¢isla a, b, ¢, e neexistuji a M uvnitf ¢tyfsténu nelezi. (Pokud
by nahodou feseni existovalo, muselo by vyhovovat jesté nerovnostem, abychom mohli
prohlasit, ze M lezi uvnitr)

Co tedy s polohou M vii¢i rovnobéznosténu?

Podle definice 10.4. lze n&s rovnobéznostén zapsat jako mnozinu bodu tvaru X = A +
a@—l—bz@—l—cﬁ, kde 0 < a,b,c < 1.

Zkusime tedy, jestli M témto podminkam vyhovuje, rozepiSeme po soutradnicich a dosta-
neme nasledujici soustavu:

3= 4 —-3a —-b —be

0= 2 +4a —-5b —c
1= -3 43a +b +c
Regenim je a = %, b= %, c= —%. Protoze ¢ = —% nevyhovuje podmince 0 < ¢ < 1, lezi

M mimo rovnobéZnostén.

Co ¢cisla a, b, c ve skute¢nosti znamenaji?

Pokud si muzeme vybrat, vzdycky si rovnobéznostén umistujeme do soustavy soutradnic



,rozumné®, tj. volime takovy repér, ktery mé pocatek v jednom z vrcholii rovnobéznosténu
a bazové vektory shodné s ,,vektory hran®, nejcastéji tedy repér <A; zﬁ, @, E>
Vyjadiime-li vrcholy rovnobéznosténu v tomto repéru, budou se v jejich souradnicich
vyskytovat jenom 1 a 0:

o A=1[0,0,0]

o B=A+1AB +0AD + 0AE = [1,0,0]

C = A+1AB + 1AD + 0AE = [1,1,0]

D= A+0ADB + 14D + 0AE = [0, 1,0]

E = A+0AB + 0AD + 14E = [0,0, 1]

F = A+1AB + 0AD + 14E = [1,0, 1]

G = A+ 1AB + 1AD + 14E = [1,1,1]
o H=A+0AB+1AD + 1AE = [0,1,1]

Jaké souradnice budou mit:

(a) body na hranach?

(b) body ve sténach?

(¢) vnitini bod rovnobéznosténu?

Pojdme si néjaké vyjadiit. PHi nejasnostech si zkuste nakreslit obrazek a predstavit si,
jak se po télese budete pohybovat.
(A) Hrany
e Vnitini bod K hrany BC ma jisté souradnice K = A + 1@ + kﬁ + Oﬁ =
[0,k,1], kde 0 < k < 1 (pro rovnost k = 0 nebo k = 1 dostanu piimo soufadnice
vrcholi B nebo C
e Vnitini bod L hrany GH ma4 jisté souradnice L = A+l@+1@+lﬁ =[1,1,1],
kde 0 < I < 1 (pro rovnost [ = 0 nebo [ = 1 dostanu pfimo soufadnice vrchola
H nebo G

(B) Stény
e Vnitinf bod J stény ABCD ma soutadnice J = A+aAB+bAD+0AE = [a,b, 1],
kde 0 < a,b< 1
e Vnitini bod N stény BCGF ma soutfadnice N = A+ 1@%—0@4—(1@ =[1,¢,d],
kde 0 <c,d < 1
(C) Vnitini bod
e Libovolny vnitini bod X bude mit souradnice souradnice X = A+xﬁ+y@+

zAE = [z,y, 2], kde 0 < z,y,z < 1 (nastane-li u nékteré soutfadnice rovnost, je
bod X na povrchu télesa, tedy ve sténé nebo na hrané télesa)

Dostali jsme se tak vlastné zpét k vysSe zminénému vyjadieni rovnobéznosténu.

Zjistujeme-li polohu M viéi rovnobéznosténu, mizeme to vlastné pochopit i jako tikol
»Zjistete soutadnice bodu M vici repéru <A; 1@, E, ﬁ>“.

-

Soufadnice bodu M jsou vlastné soutadnice vektoru AM (protoze A je pocatek naseho

,rovnobéznosténového repéru“. Kazdy vektor miizeme jednoznacné vyjadrit jako linearni

kombinaci bazovych vektori, tedy AM = azﬁ —i—b/ﬁ—i—cA = (a, b, c). Pritom ¢isla a, b, ¢

nejsou zavisla na tom, vici jakému puvodnimu repéru/bézi mame vektory ﬁ, AD, A
Ty VRS o . o C . . D

a zejména AM vyjadieny (vzpomente si napiiklad, jak jsme hledali matici pFechodu, tam

jsme to dokazovali).

Vyjadrime si tedy vSechny ¢tyti vektory v té bazi, v jaké jsou v zadani prikladu:



o AB = (-3,1,3),
. @:@: (—1,-5,1),
o AE = (-5 —1,1)
o AM = (—1,-2,4)
Po souradnicich rozepiSeme rovnici m = azﬁ + bzﬁ + cﬁ :
—-1= —-3a —-b —bc

-2 = a —bb —c

4= +3a +b +c
Resenfm jsou nam uz znama ¢isla a = fé, b= 16, c = —=. 7 celé predchozi konstrukce pak
plyne, pro¢ pro vnitini body mnohosténu plati 0 < a, b ¢, < 1 a pro¢ je tedy nas bod M
vné.



