Minule jsme si definovali, co to je topologicky prostor, dnes se podivame na metodu, kterd umoziuje
popsat velké mnozstvi téchto prostoru. Této metody nejprve vyuzijeme k definici nékolika topologickych
prostoru, které budeme v piistich hodindch potiebovat. Dédle zobecnime nerovinnost K5 do vyssich
dimenzi. Popisu topologickych prostoru pozdéji vyuzijeme ke klasifikaci vSech souvislych kompaktnich
dvoudimenzionélnich variet.

Nejprve si vSak dokazeme jednu délici vétu.

Véta 1. Jsou-li A, B dvé uzaviené konvexni mnoziny v R?, z nichZ aspori jedna je kompaktni, tak
AN B =0 prdvé tehdy, kdyz existuje nadrovina h, kterd je strikiné oddéluje. (Tj. takovd nadrovina h, Ze
celd mnoZina A leZi v otevieném poloprostoru h™ a celd mnoZina B leZi v otevieném poloprostoru h™.)

Tato véta se pouziva napiiklad v linearnim programovani k dikazu Farkasova lemmatu. My se s jeji
pomoci podivdme na vicedimenzionalni analogie nerovinnych grafi Ks a Ks 3.

Diikaz. Bud ¢ := inf{dist(a,b) | a € A,b € B}. Jelikoz alesponi jedna z mnozina A, B je kompaktni a
obé jsou uzaviené, existuji takové body a € A, b € B, ze dist(a,b) = £.

Nyni stac¢i definovat h jako nadrovinu kolmou na dsecku ab (se spravnou orientaci) a prochdzejici
stfedem této usecky.

Domaci kol 1: Dokazte, ze takovato nadrovina skute¢né striktné oddéluje A a B. O

Konstrukce topologickych prostori

Na§im cilem je stavebnice, ktera
e umozni vytorit velké mnozstvi topologickych prostoru,
e mdi jednoduché dilky a

e jednoduchy popis jak dilky spojovat.

Jednou z takovych stavebnic jsou simplicidlni komplexy. Dilky této stavebnice jsou simplexy
(srovnej anglické simple).

Definice 2. k-dimenziondlni simplex je konvexn{ obal® (k + 1) afinné nezdvislych bod.? Tyto body
se nazyvaji vrcholy simplexu. Simplexy se ¢asto zna¢i malymi feckymi pismeny o, 7, p.

Standardni d-simplex je Ay := conv(eq,ez,e3,...,eq11) C RIHL

Sténou simplexu o rozumime kazdy simplex conv(F"’), kde F” je podmnozina vrcholu o. Dle definice
je tedy 0 sténa kazdého simplexu o.

k-dimenzionalni simplexy:

0D  bod (vertex) 1D hrana, usecka (edge, segment)
2D trojuhelnik (triangle) | 3D  &tyfstén (tetrahedron)
-1D  prazdnd mnozina 4D  pentatop/pentachoron/. ..

Nyni jiz zndme zdkladni dilky nasi stavebnice a muzeme se zabyvat tim, jak je spojovat. Nejjednodussi
popis spojeni poskytuji tzv. simplicidlni komplexy, u kterych jiz vybér dilkt samotnych urcuje jejich
napojeni. Jinou moznost spojovani nabizi tzv. A-komplexy, u nichz vyslovné specifikujeme, které strany
simplext a jakym smérem k sobé slepit. To jiz vyzaduje jisté “ohybani” nagich dilku. Plati, Ze topologicky
prostor je homeomorfni simplicilnimu komplexu pravé tehdy, kdyz je homeomorfni A-komplexu. A-
komplexy maji tu vyhodu, ze obsahuji méné stén, pocitd se s nimi tedy lépe. Pro teoretické tucely a
definice jsou vsak vyhodnéjsi simplicidlni komplexy, u kterych odpada nutnost specifikovat lepeni stén
k sobé. Dalsim zobecnénim pak jsou CW-komplexy, ve kterych prvné spojime simplexy dimenze < k,
a pak na tyto simplexy induktivné nalepime simplexy dimenze (k + 1), pficemz mame jediny pozadavek
na lepici zobrazeni: spojitost.

1Konvexnf obal ddva smysl pouze v afinnich prostorech nad uspofddanymi télesy &i jejich zobecnéni — abstraktnich
konvexnich prostorech.
2Tj. bodd, které nelezi v zidném afinnim podprostoru dimenze (k — 1).



Obrazek 1: Stavebnice simplicidln{ komplexy. Vybudujte (témét) cokoli! Dily vsech celych dimenz{ > —1.
Nejdou ohnout ani zni¢it! Nepodléhaji opotiebeni! Nové: fazeno do priuhlednych krabic dle dimenze.

Definice 3. Geometricky simplicidlni komplex K je mnozina simplexu v redlném vektorovém
prostoru X, splaujici:

1. Je-li 0 € K, tak i kazdy sténa 7 simplexu o lezi v K a
2. jsou-li o, 7 € K, tak o N7 je sténa simplexu o i sténa simplexu 7.

Rozlisujme prazdny simplicidlni komplex () a simplicidln{ komplex obsahujici pouze prazdny simplex

A ASP A

Tti z téchto obrazku reprezentuji simplicidlni komplexy a dva ne. Dovedete urcit které to jsou?

Obrazek 2: Simplicidlni komplexy

Nyni se podivame na zdkladni pojmy, které jsou se simplicidlnimi komplexy spojeny.

Zakladni pojmy u simplicialnich komplext

Kazdy simplex o € K nazyvame sténa K (face of K). Dimenze K je nejvyssi dimenze stény K (G
00). Simplicidlni komplex dimenze 1 se nazyvéa graf.

Nazvy stén

Stény dimenze 0 se nazyvaji vrcholy K (vertices of K) a znaéi V(K). Stény dimenze 1 jsou hrany
(edges). Maximaln{ stény se nazyvajf fasety (facets). Sténam kodimenze® 1 se v angli¢tiné ifk4 ridges,
cesky ekvivalent chybi. Sténou stény o € K rozumime kazdy simplex 7 C ¢. Nadsténou stény
(coface) o € K rozumime kazdy simplex 7 D o.

Homogenni komplexy

Simplicidlni komplex K je homogenni (pure & homogeneous), pokud vSechny jeho fasety maji
stejnou dimenzi.

Topologicky prostor a triangulace

Je-li K geometricky simplicidlni komplex, tak klademe ||K|| := |J K, jde tedy o mnozinu vsech bodu
obsazenych v néjakém simplexu v K. Jedna se o topologicky prostor s topologii zdédénou z ptislusného

3Sténou kodimenze 1 komplexu K rozumime takovou nefasetu 7, jejiz nadstény jsou pouze fasety a ona samotna.




redlného vektorového prostoru X, ve kterém ziji simplexy K. Je-li Y topologicky prostor homeomorfni
||[K||, tak o K mluvime jakoZto o triangulaci Y a Y nazyvame triangulovatelny®.

Konstrukce
Podkomplexy

Podkomplex K je kazda podmnozina L simplicidlnitho komplexu K, kterd je sama simplicidlnim kom-
plexem. Je-li V' podmnozina vrcholu K, tak indukovany podkomplex K (V') jest {c NV’ |0 € K}.
Existuje-li néjakd mnozina vrcholt V' takovd, ze L = K (V') je L uplny (full) podkomplex K, lze se
viak setkat i s ozna¢enim indukovany. Viechny stény K dimenze < k tvoii tzv. k-skeleton K ).

Spojeni

Jsou-li K a L dva simplicidlni komplexy, muzeme definovat jejich spojeni (join) K * L. Je-li ||K|| C
X =RFal|lL|| CY 2R mizeme X a Y vnofit jakozto dva mimobézné prostory do RF+1. Simplexy
K % L pak definujeme jakozto {conv(c UT) |0 € K,7 € L} v tomto vnofeni.

Pro L bod nazyvame spojeni K x L kuzel (cone) CK. Pro L dva body mluvime o suspenzi SK.

Podrozdéleni

Simplicidlni komplex L je podrozdélenim (subdivision) komplexu K, pokud ||L|| = ||K]|| a kazd4
sténa L je obsazena v néjaké sténé komplexu K. Specidlnim piipadem je barycentrické podrozdéleni
(barycentric subdivision) sd K. Barycentrum k-simplexu o = conv(vg,...,vk) je bod v =

%4—1 Zf:o vi. Barycentrické podrozdéleni komplexu K se nejsndze konstruuje rekurzivné: Barycentrické
podrozdéleni 0-skeletonu je 0-skeleton sdm. Pro konstrukei barycentrického podrozdéleni (k+1)-skeletonu
priddme barycentra (k 4+ 1)-simplext a tyto spojime se simplexy podrozdélujicimi hranice pifslusnych
simplex.

Lokalni vlastnosti

Lokalni vlastnosti simplicidlnich komplexu se popisuji obzvlasté dobfe.

Link, hvézda, uzavér

Predstavme si, ze mame malého panacka, kterého muzeme postavit do libovolné stény naseho sim-
plicidlniho komplexu a ktery kdyz se rozhlédne, vidi jenom skrz simplexy, ve kterych stoji. Horizont,
ktery tento panacek uvidi, se nazyva link. Link ndm popisuje, jak slozité je okoli stény o. Jednd se
vlastné o prunik male “sféry se stfedem o” s komplexem K.

Link lkg o stény o je

kg o := {conv(V (1) \V(0)) | T€ KAo CT}.

Jednd se o simplicidlni podkomplex K. Specidlnim piipadem je lkx (), ktery se dle definice rovnd K.
Nechceme-li kvili prehlednosti psat K do dolnfho indexu pouzijeme zépis k(K o), tedy napi. Ik(CK’ *
SLxAp,Ay).

Pro tplnost doddvame, ze vSe co nds panicek muze vidét (bez horizontu) se nazyvd hvézda stény
o (star of 0). Tedy stg 0 := {7 | 7 € K Ao C 7}. Hvézda ovSem neni simplicidlni komplex.

Je-li S C K néjakd mnozina simplexii, tak jejf uzavér (closure) S &i Cl1S je nejmensi simplicidln{
podkomplex K obsahujici S. Specidlnim pfipadem je sto, uzaviend hvézda stény o, jednéd se o body,
které nas panacek muze vidét, pocitame-li i jeho horizont. Muzeme si rozmyslet, Ze link ¢ je uzaviend
hvézda o, ze které odebereme hvézdy vSech podstén o.

4Ne vsechny prostory jsou triangulovatelné. Dokonce existuje kompaktni 4D varieta Eg, kterd neni triangulovatelnd
a stejné tak existuji netriangulovatelné kompaktni variety vech dimenz{ d > 5 (Ciprian Manolescu: Pin(2)-equivariant
Seiberg—Witten Floer homology and the Triangulation Conjecture, 2016.)



Simplicialni zobrazeni

Simplicidlni zobrazeni je zobrazeni f: || K|| — ||L|| mezi dvéma simplicidlnimi komplexy, jez posila vr-
choly na vrcholy a jehoz restrikce na libovolny simplex je linedrni. Je-li f: || K|| — ||L]| spojité zobrazent,
nazyvame kazdé simplicidln{ zobrazeni fa: K — L spliujici f(st(v)) C st(fa(v)) simplicidlni aproxi-
maci f. Simplicialni aproximace fa je homotopicky ekvivalentni f. Ne vzdy musi simplicidlni aproximace
spojitého zobrazeni mezi dvéma komplexy K a L existovat. Lze vsak ukézat, ze pro dostatecné velké
m,n (zdvisejici na f) bude existovat simplicidln{ aproximace z sd™ K do sd™ L.

Globalni vlastnosti
f-vektor a h-vektor

Pocet stén dimenze k se znaci® fi1(K) (k > —1). Pokud je K jasné z kontextu, lze toto zkratit na
fr- Dle definice je fy = 1 pravé tehdy, kdyz je K neprazdny. Pocty stén se obvykle tadi za sebe to
tzv. f-vektoru (fo, f1, f2, .-, fa+1), kde d = dim K.

Lze se viak také setkat s tzv. f-polynomem Fg(z) := fox@! + fiz? + fox®™ ' + ... + fa12°
Pokud do f-polynomu Fk dosadime z — 1, dostaneme polynom v z s jinymi koeficienty. Fix(z — 1) :=
hoxd*t + hyx? 4+ ...+ hgx + hgi1, vektor (ho, hi,ha, ..., hay1) se nazyva h-vektor komplexu K.

Domaci kol 2: Najdéte vétu, ktera charakterizuje f-vektory simplicidlnich komplexii.

Svaz stén

Stény simplicidlniho komplexu jsou ¢astecné usporadané inkluzi. Pokud K neni simplex, tak tato uspo-
fadand mnozina nemd nejvétsi prvek. V tom piipadé si nejvétsi prvek pridame: budiz onen simplex K
samotny nejvétsim prvkem. A ejhle, tato usporddand mnozina je svazem. Nazveme ho svaz stén F(K).
V tomto svazu vrcholy odpovidaji atomum, a fasety koatomum.

Simplex jakozto simplicialni komplex

7 predchoziho odstavce vyplyva, ze pokud pouzivame terminologii simplicidlnich komplext pro k-simplex,
jsou fasety stény dimenze k — 1 a anglicky termin ridge odpovid4 sténdm dimenze k —2. (V jistém smyslu
nds samotny simplex nezajim4, radéji studujeme jeho plast.)

Okruh stén (Face ring)

Téz nazyvany Stanley-Reisneruv okruh (Stanley-Reisner ring).
Jedna se o dalsi zptisob, jak zakddovat informaci o sténach. Tentokrdt algebraicky. To ndm umozn{

pouZivat na simplicidlni komplexy algebraickou masginerii (lokalizace, Krullova dimenze, ...). Nechf A
je simplicialni komplex a k né&jaké komutativni téleso. Nechf vrcholy A jsou vi,va,...,Vvny. MlZeme
zvazit okruh R = k[vy,Vva,...,Vy] vSech polynomi nad k s nezndmymi vq,va,...,v,. V tomto okruhu

sedf idedl stén (Ci téz Stanley-Reisnertuv ideél) Ia, generovany nesténami, tedy presnéji feGeno souciny
proménnych [[,cyvi, kde N CV, N ¢ K (I je samoziejmé generovany minimdlnimi nesténami).
Okruh stén (Stanley-Reisneruv) k[A] pak jest faktor R/Ia.

Nehledime-li na homeomorfismus, lze ||K|| popsat jen na zdkladé toho, které simplexy jsou spolu
spojené.
Definice 4. Abstraktni simplicialni komplex K je mnozina koneéngch mnozin splnujici:

e Jelli Fe K aF' CF,tak F' € K. (Jinymi slovy K je dolu uzaviend).

V tomto kontextu mnozinu F' € K velikosti (k + 1) nazyvéame k-simplex nebo k-dimenzionalni sim-
plex.

I zde disledné rozlisujme prazdny simplicidlni komplex () a simplicidlni komplex obsahujici pouze
prazdnou mnozinu {@}, spoustu tvrzeni a dikazi pak budeme moci formulovat snadnéji.

5 ;. tedy oznaluje pocet stén, co maji k vrcholi.



Konstrukce
Retézcovy komplex

Pro kazdou uspofddanou mnozinu P muzeme definovat tzv. fetézcovy komplex A(P).
A(P) :={X C P | X je linedrné usporddand}.

Zjevné se jednd o abstraktni simplicidlni komplex.

Realizace

Kazdému geometrickému simplexu K muZeme piifadit abstraktni simplicidlni komplex K’, nazyvany
schéma vrchola (vertex scheme). Jeho stény budou nékteré podmnoziny vrcholi K’, konkrétné ty
podmnoziny F', pro néz conv F' € K. Obracené lze kazdému abstraktnimu simplicidlnimu komplexu
pfifadit geometricky simplicialni komplex: Je-li K’ koneény®, mtizeme piedpoklddat, ze jeho vrcholy (az
na prejmenovani{) jsou ey, ez, . .., e,. Simplexy v geometrickém komplexu K pak definujeme jako conv F'
pro F' € K'. AZ na homeomorfismus a piejmenovéni vrcholu jsou tyto operace navzdjem inverzni.

Muzeme tedy vSechny pojmy, které jsme definovali pro geometrické simplicidlni komplexy, prenést na
abstraktni simplicidlni komplexy a naopak. Nebudeme tedy jiz rozliSovat mezi abstraktnimi a geomet-
rickymi simplicidlnimi komplexy.

Odpovida-li geometricky komplex K abstraktnimu komplexu K’, ifkame, ze K realizuje K'.

Domaéci kol 3: Dokazte, ze A(F(K)) =sd K.

Zajimavé simplicialni komplexy

Nyni si zadefinujme nékolik simplicidlnich komplexu. Jesté predtim si ale feknéme, co znamena slovicko
antipodélni. Dva body x a y nazveme antipodalni, pokud x = —y.

k-skeleton n-simplexu je tvofen vSemi sténami A,, které maji dimenze < k, jelikoz 1-skeleton
n-simplexu je uplny graf K, 1 s (n+ 1) vrcholy, jednd se o zobecnéni tiplnych grafi do vyssich dimenzi.
Zjevné je A,, homeomorfni n-dimenzionaln{ kouli a 0A,, jest az na homeomorfismus sféra dimenze n — 1.

Hranice crosspolytopu (Boundary of a crosspolytope) v R je (d — 1)-dimenzionalni kom-
plex v R%. Jeho vrcholy jsou V = {e;, —e;,ea, —€a,...,eq, —€q}. Simplexy hranice crosspolytopu jsou
tvofeny takovymi podmnozinami F' C V', které neobsahuji dvojice antipodalnich vrcholi. Zjevné je hra-
nice crosspolytopu izomorfn{ (d—1)-dimenzionéln{ sfére. Na rozdil od hranice simplexu je véak symetrickd
vuci reflexim podél souradnicovych nadrovin a viéi zobrazeni x — —x, ¢ehoz jde ¢asto vyuzit.

Sachovnicovy komplex Ay, . Vrcholy tohoto komplexu jsou policka na Sachovnici m x n. Simplexy
tohoto komplexu jsou takové mnoziny policek, ze pokud na policka z této mnoziny umistime véze, tyto
véze se nebudou navzajem ohrozovat. Vsimnéme si, ze Ay, = Ay . & ze pro K = Ay, 4 je kazdd
(dim K — 1)-sténa obsazena pfesné ve dvou fasetdch.

Videéli jsme, ze kazdy koneény komplex K lze realizovat v R™, kde n je pocet vrcholu K. Lze to vsak
udélat i 1épe; abychom to dokézali, zadefinujeme nejprve jeden pojem, ktery se nam bude hodit i pozdéji.

Definice 5. Momentova kiivka v v R? je zobrazeni v: R — RY, ~(t) == (¢,¢2,3,...,t?).

Lemma 6 (Vlastnosti momentové kiivky). KaZdd nadrovina h protne momentovou kiivku nejvijse v d
bodech. Navic protne-li ji presné v d bodech, neni v Zidném bodé te¢nou nadrovinou vy a v tedy v kazdém
bodé pruniku prochdzi z jedné strany h na druhou.

Z toho vyplyvd, zZe kazdych < d+ 1 bodi na momentové kiivce je afinné nezdvisljch (jinak bychom je
mohli doplnit body z v na (d + 1) bodu leZicich na spoleéné nadroviné.)

Diikaz. V soutadnicich mé h tvar a1z + asxs + ... + agxqg — b = 0. Body na momentové kiivce maji
soufadnice (t,2,...,t%). Kazdy bod momentové kiivky na h tedy fesi rovnici a1t +ast?+...+agt®—b =0
a ta ma jakozto nenulova rovnice stupné d nejvyse d feseni. Pokud mé presné d feSeni, tak nema nasobné

6Pokud K’ koneény neni, zkonstruujeme geometricky simplicidlni komplex jakozto “limitu” geometrickych simplicidlnich
komplexti realizujici koneéné podkomplexy K’. JelikoZ nekone¢né komplexy nebudeme potiebovat, upoustime od pfesného
popisu technického limitniho kroku.



kofeny, tedy polynom a1t + ast® + ... + agt® — b = 0 méni znaménko v kazdém takovém bodé, neboli v
prechazi z jedné strany h na druhou. O

O mnoziné bodt v R? fekneme, Ze je v obecné poloze, pokud zadnych k + 1 bodi nelezi v afinnim
podprostoru dimenze k—1, pro kazdé k < d. Jakdkoli podmnozina momentové kiivky poskytuje konkrétni
piiklad mnoziny bodu v obecné poloze. Momentova kiivka je nejjednodussi kiivka s touto vlastnosti, ale
existujf i dalsf (n: Rt — R? ¢+ (%, t—%l’ t—s-%’ ce H%d), ¢ (n': (—m,m),t — (sint, cost,sin 2t, cos2t, .. .).)
Véta 7. Kazdy simplicidlni komplex K dimenze d lze realizovat v R24+1,

Diikaz. Umistime-li vrcholy K do obecné polohy v R%, tak se zadné dvé d-stény nemohou protnout
mimo sdilené vrcholy (véta o dimenzi spojeni a pruniku), muzeme tedy beze strachu doplnit kyzené
simplexy. O



