
Minule jsme si definovali, co to je topologický prostor, dnes se pod́ıváme na metodu, která umožňuje
popsat velké množstv́ı těchto prostor̊u. Této metody nejprve využijeme k definici několika topologických
prostor̊u, které budeme v př́ı̌st́ıch hodinách potřebovat. Dále zobecńıme nerovinnost K5 do vyšš́ıch
dimenźı. Popisu topologických prostor̊u později využijeme ke klasifikaci všech souvislých kompaktńıch
dvoudimenzionálńıch variet.

Nejprve si však dokážeme jednu dělićı větu.

Věta 1. Jsou-li A, B dvě uzavřené konvexńı množiny v Rd, z nichž aspoň jedna je kompaktńı, tak
A∩B = ∅ právě tehdy, když existuje nadrovina h, která je striktně odděluje. (Tj. taková nadrovina h, že
celá množina A lež́ı v otevřeném poloprostoru h− a celá množina B lež́ı v otevřeném poloprostoru h+.)

Tato věta se použ́ıvá např́ıklad v lineárńım programováńı k d̊ukazu Farkasova lemmatu. My se s jej́ı
pomoćı pod́ıváme na v́ıcedimenzionálńı analogie nerovinných graf̊u K5 a K3,3.

D̊ukaz. Bud’ ` := inf{dist(a,b) | a ∈ A,b ∈ B}. Jelikož alespoň jedna z množina A, B je kompaktńı a
obě jsou uzavřené, existuj́ı takové body a ∈ A, b ∈ B, že dist(a,b) = `.

Nyńı stač́ı definovat h jako nadrovinu kolmou na úsečku ab (se správnou orientaćı) a procházej́ıćı
středem této úsečky.

Domáćı úkol 1: Dokažte, že takováto nadrovina skutečně striktně odděluje A a B.

Konstrukce topologických prostor̊u

Naš́ım ćılem je stavebnice, která

• umožńı vytořit velké množstv́ı topologických prostor̊u,

• má jednoduché d́ılky a

• jednoduchý popis jak d́ılky spojovat.

Jednou z takových stavebnic jsou simpliciálńı komplexy. Dı́lky této stavebnice jsou simplexy
(srovnej anglické simple).

Definice 2. k-dimenzionálńı simplex je konvexńı obal1 (k+ 1) afinně nezávislých bod̊u.2 Tyto body
se nazývaj́ı vrcholy simplexu. Simplexy se často znač́ı malými řeckými ṕısmeny σ, τ, ρ.

Standardńı d-simplex je ∆d := conv(e1, e2, e3, . . . , ed+1) ⊆ Rd+1.
Stěnou simplexu σ rozumı́me každý simplex conv(F ′), kde F ′ je podmnožina vrchol̊u σ. Dle definice

je tedy ∅ stěna každého simplexu σ.

k-dimenzionálńı simplexy:
0D bod (vertex) 1D hrana, úsečka (edge, segment)
2D trojúhelńık (triangle) 3D čtyřstěn (tetrahedron)
-1D prázdná množina 4D pentatop/pentachoron/. . .

Nyńı již známe základńı d́ılky naš́ı stavebnice a můžeme se zabývat t́ım, jak je spojovat. Nejjednodušš́ı
popis spojeńı poskytuj́ı tzv. simpliciálńı komplexy, u kterých již výběr d́ılk̊u samotných určuje jejich
napojeńı. Jinou možnost spojováńı nab́ıźı tzv. ∆-komplexy, u nichž výslovně specifikujeme, které strany
simplex̊u a jakým směrem k sobě slepit. To již vyžaduje jisté “ohýbáńı” našich d́ılk̊u. Plat́ı, že topologický
prostor je homeomorfńı simplicálńımu komplexu právě tehdy, když je homeomorfńı ∆-komplexu. ∆-
komplexy maj́ı tu výhodu, že obsahuj́ı méně stěn, poč́ıtá se s nimi tedy lépe. Pro teoretické účely a
definice jsou však výhodněǰśı simpliciálńı komplexy, u kterých odpadá nutnost specifikovat lepeńı stěn
k sobě. Daľśım zobecněńım pak jsou CW-komplexy, ve kterých prvně spoj́ıme simplexy dimenze ≤ k,
a pak na tyto simplexy induktivně naleṕıme simplexy dimenze (k+ 1), přičemž máme jediný požadavek
na lepićı zobrazeńı: spojitost.

1Konvexńı obal dává smysl pouze v afinńıch prostorech nad uspořádanými tělesy či jejich zobecněńı – abstraktńıch
konvexńıch prostorech.

2Tj. bod̊u, které nelež́ı v žádném afinńım podprostoru dimenze (k − 1).
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Obrázek 1: Stavebnice simpliciálńı komplexy. Vybudujte (téměř) cokoli! Dı́ly všech celých dimenźı≥ −1.
Nejdou ohnout ani zničit! Nepodléhaj́ı opotřebeńı! Nově: řazeno do pr̊uhledných krabic dle dimenze.

Definice 3. Geometrický simpliciálńı komplex K je množina simplex̊u v reálném vektorovém
prostoru X, splňuj́ıćı:

1. Je-li σ ∈ K, tak i každý stěna τ simplexu σ lež́ı v K a

2. jsou-li σ, τ ∈ K, tak σ ∩ τ je stěna simplexu σ i stěna simplexu τ .

Rozlǐsujme prázdný simpliciálńı komplex ∅ a simpliciálńı komplex obsahuj́ıćı pouze prázdný simplex
{∅}!

Tři z těchto obrázk̊u reprezentuj́ı simpliciálńı komplexy a dva ne. Dovedete určit které to jsou?

Obrázek 2: Simpliciálńı komplexy

Nyńı se pod́ıváme na základńı pojmy, které jsou se simpliciálńımi komplexy spojeny.

Základńı pojmy u simpliciálńıch komplex̊u

Každý simplex σ ∈ K nazýváme stěna K (face of K). Dimenze K je nejvyšš́ı dimenze stěny K (či
∞). Simpliciálńı komplex dimenze 1 se nazývá graf.

Názvy stěn

Stěny dimenze 0 se nazývaj́ı vrcholy K (vertices of K) a znač́ı V (K). Stěny dimenze 1 jsou hrany
(edges). Maximálńı stěny se nazývaj́ı fasety (facets). Stěnám kodimenze3 1 se v angličtině ř́ıká ridges,
český ekvivalent chyb́ı. Stěnou stěny σ ∈ K rozumı́me každý simplex τ ⊆ σ. Nadstěnou stěny
(coface) σ ∈ K rozumı́me každý simplex τ ⊇ σ.

Homogenńı komplexy

Simpliciálńı komplex K je homogenńı (pure či homogeneous), pokud všechny jeho fasety maj́ı
stejnou dimenzi.

Topologický prostor a triangulace

Je-li K geometrický simpliciálńı komplex, tak klademe ||K|| :=
⋃
K, jde tedy o množinu všech bod̊u

obsažených v nějakém simplexu v K. Jedná se o topologický prostor s topologíı zděděnou z př́ıslušného

3Stěnou kodimenze 1 komplexu K rozumı́me takovou nefasetu τ , jej́ıž nadstěny jsou pouze fasety a ona samotná.
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reálného vektorového prostoru X, ve kterém žij́ı simplexy K. Je-li Y topologický prostor homeomorfńı
||K||, tak o K mluv́ıme jakožto o triangulaci Y a Y nazýváme triangulovatelný4.

Konstrukce

Podkomplexy

Podkomplex K je každá podmnožina L simpliciálńıho komplexu K, která je sama simpliciálńım kom-
plexem. Je-li V ′ podmnožina vrchol̊u K, tak indukovaný podkomplex K(V ′) jest {σ ∩ V ′ | σ ∈ K}.
Existuje-li nějaká množina vrchol̊u V ′ taková, že L = K(V ′) je L úplný (full) podkomplex K, lze se
však setkat i s označeńım indukovaný. Všechny stěny K dimenze ≤ k tvoř́ı tzv. k-skeleton K(k).

Spojeńı

Jsou-li K a L dva simpliciálńı komplexy, můžeme definovat jejich spojeńı (join) K ∗ L. Je-li ||K|| ⊆
X ∼= Rk a ||L|| ⊆ Y ∼= Rl, můžeme X a Y vnořit jakožto dva mimoběžné prostory do Rk+l+1. Simplexy
K ∗ L pak definujeme jakožto {conv(σ ∪ τ) | σ ∈ K, τ ∈ L} v tomto vnořeńı.

Pro L bod nazýváme spojeńı K ∗ L kužel (cone) CK. Pro L dva body mluv́ıme o suspenzi SK.

Podrozděleńı

Simpliciálńı komplex L je podrozděleńım (subdivision) komplexu K, pokud ||L|| = ||K|| a každá
stěna L je obsažena v nějaké stěně komplexu K. Speciálńım př́ıpadem je barycentrické podrozděleńı
(barycentric subdivision) sdK. Barycentrum k-simplexu σ = conv(v0, . . . ,vk) je bod v =

1
k+1

∑k
i=0 vi. Barycentrické podrozděleńı komplexu K se nejsnáze konstruuje rekurzivně: Barycentrické

podrozděleńı 0-skeletonu je 0-skeleton sám. Pro konstrukci barycentrického podrozděleńı (k+1)-skeletonu
přidáme barycentra (k + 1)-simplex̊u a tyto spoj́ıme se simplexy podrozděluj́ıćımi hranice př́ıslušných
simplex̊u.

Lokálńı vlastnosti

Lokálńı vlastnosti simpliciálńıch komplex̊u se popisuj́ı obzvláště dobře.

Link, hvězda, uzávěr

Představme si, že máme malého panáčka, kterého můžeme postavit do libovolné stěny našeho sim-
pliciálńıho komplexu a který když se rozhlédne, vid́ı jenom skrz simplexy, ve kterých stoj́ı. Horizont,
který tento panáček uvid́ı, se nazývá link. Link nám popisuje, jak složité je okoĺı stěny σ. Jedná se
vlastně o pr̊unik male “sféry se středem σ” s komplexem K.

Link lkK σ stěny σ je

lkK σ :=
{

conv
(
V (τ) \ V (σ)

)
| τ ∈ K ∧ σ ⊆ τ

}
.

Jedná se o simpliciálńı podkomplex K. Speciálńım př́ıpadem je lkK ∅, který se dle definice rovná K.
Nechceme-li kv̊uli přehlednosti psát K do dolńıho indexu použijeme zápis lk(K,σ), tedy např. lk(CK ′ ∗
SL ∗∆n,∆n).

Pro úplnost dodáváme, že vše co náš panáček může vidět (bez horizontu) se nazývá hvězda stěny
σ (star of σ). Tedy stK σ := {τ | τ ∈ K ∧ σ ⊆ τ}. Hvězda ovšem neńı simpliciálńı komplex.

Je-li S ⊆ K nějaká množina simplex̊u, tak jej́ı uzávěr (closure) S či ClS je nejmenš́ı simpliciálńı
podkomplex K obsahuj́ıćı S. Speciálńım př́ıpadem je stσ, uzavřená hvězda stěny σ, jedná se o body,
které náš panáček může vidět, poč́ıtáme-li i jeho horizont. Můžeme si rozmyslet, že link σ je uzavřená
hvězda σ, ze které odebereme hvězdy všech podstěn σ.

4Ne všechny prostory jsou triangulovatelné. Dokonce existuje kompaktńı 4D varieta E8, která neńı triangulovatelná
a stejně tak existuj́ı netriangulovatelné kompaktńı variety všech dimenźı d ≥ 5 (Ciprian Manolescu: Pin(2)-equivariant
Seiberg–Witten Floer homology and the Triangulation Conjecture, 2016.)

3



Simpliciálńı zobrazeńı

Simpliciálńı zobrazeńı je zobrazeńı f : ||K|| → ||L|| mezi dvěma simpliciálńımi komplexy, jež pośılá vr-
choly na vrcholy a jehož restrikce na libovolný simplex je lineárńı. Je-li f : ||K|| → ||L|| spojité zobrazeńı,
nazýváme každé simpliciálńı zobrazeńı f∆ : K → L splňuj́ıćı f(st(v)) ⊆ st(f∆(v)) simpliciálńı aproxi-
maćı f . Simpliciálńı aproximace f∆ je homotopicky ekvivalentńı f . Ne vždy muśı simpliciálńı aproximace
spojitého zobrazeńı mezi dvěma komplexy K a L existovat. Lze však ukázat, že pro dostatečně velké
m,n (závisej́ıćı na f) bude existovat simpliciálńı aproximace z sdmK do sdn L.

Globálńı vlastnosti

f-vektor a h-vektor

Počet stěn dimenze k se znač́ı5 fk+1(K) (k ≥ −1). Pokud je K jasné z kontextu, lze toto zkrátit na
fk. Dle definice je f0 = 1 právě tehdy, když je K neprázdný. Počty stěn se obvykle řad́ı za sebe to
tzv. f-vektoru (f0, f1, f2, . . . , fd+1), kde d = dimK.

Lze se však také setkat s tzv. f-polynomem FK(x) := f0x
d+1 + f1x

d + f2x
d−1 + . . . + fd+1x

0.
Pokud do f -polynomu FK dosad́ıme x − 1, dostaneme polynom v x s jinými koeficienty. FK(x − 1) :=
h0x

d+1 + h1x
d + . . .+ hdx+ hd+1, vektor (h0, h1, h2, . . . , hd+1) se nazývá h-vektor komplexu K.

Domáćı úkol 2: Najděte větu, která charakterizuje f-vektory simpliciálńıch komplex̊u.

Svaz stěn

Stěny simpliciálńıho komplexu jsou částečně uspořádané inkluźı. Pokud K neńı simplex, tak tato uspo-
řádaná množina nemá největš́ı prvek. V tom př́ıpadě si největš́ı prvek přidáme: budiž onen simplex K
samotný největš́ım prvkem. A ejhle, tato uspořádaná množina je svazem. Nazveme ho svaz stěn F (K).
V tomto svazu vrcholy odpov́ıdaj́ı atomům, a fasety koatomům.

Simplex jakožto simpliciálńı komplex

Z předchoźıho odstavce vyplývá, že pokud použ́ıváme terminologii simpliciálńıch komplex̊u pro k-simplex,
jsou fasety stěny dimenze k−1 a anglický termı́n ridge odpov́ıdá stěnám dimenze k−2. (V jistém smyslu
nás samotný simplex nezaj́ımá, raději studujeme jeho plášt’.)

Okruh stěn (Face ring)

Též nazývaný Stanley-Reisner̊uv okruh (Stanley-Reisner ring).
Jedná se o daľśı zp̊usob, jak zakódovat informaci o stěnách. Tentokrát algebraicky. To nám umožńı

použ́ıvat na simpliciálńı komplexy algebraickou mašinerii (lokalizace, Krullova dimenze, . . . ). Necht’ ∆
je simpliciálńı komplex a k nějaké komutativńı těleso. Necht’ vrcholy ∆ jsou v1,v2, . . . ,vn. Můžeme
zvážit okruh R = k[v1,v2, . . . ,vn] všech polynomů nad k s neznámými v1,v2, . . . ,vn. V tomto okruhu
sed́ı ideál stěn (či též Stanley-Reisner̊uv ideál) I∆, generovaný nestěnami, tedy přesněji řečeno součiny
proměnných

∏
i∈N vi, kde N ⊆ V , N /∈ K (I∆ je samozřejmě generovaný minimálńımi nestěnami).

Okruh stěn (Stanley-Reisner̊uv) k[∆] pak jest faktor R/I∆.

Nehled́ıme-li na homeomorfismus, lze ||K|| popsat jen na základě toho, které simplexy jsou spolu
spojené.

Definice 4. Abstraktńı simpliciálńı komplex K je množina konečných množin splňuj́ıćı:

• Je-li F ∈ K a F ′ ⊆ F , tak F ′ ∈ K. (Jinými slovy K je dolu uzavřená).

V tomto kontextu množinu F ∈ K velikosti (k + 1) nazýváme k-simplex nebo k-dimenzionálńı sim-
plex.

I zde d̊usledně rozlǐsujme prázdný simpliciálńı komplex ∅ a simpliciálńı komplex obsahuj́ıćı pouze
prázdnou množinu {∅}, spoustu tvrzeńı a d̊ukaz̊u pak budeme moci formulovat snadněji.

5fk tedy označuje počet stěn, co maj́ı k vrchol̊u.
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Konstrukce

Řetězcový komplex

Pro každou uspořádanou množinu P můžeme definovat tzv. řetězcový komplex ∆(P ).

∆(P ) := {X ⊆ P | X je lineárně uspořádaná}.

Zjevně se jedná o abstraktńı simpliciálńı komplex.

Realizace

Každému geometrickému simplexu K můžeme přǐradit abstraktńı simpliciálńı komplex K ′, nazývaný
schéma vrchol̊u (vertex scheme). Jeho stěny budou některé podmnožiny vrchol̊u K ′, konkrétně ty
podmnožiny F , pro něž convF ∈ K. Obráceně lze každému abstraktńımu simpliciálńımu komplexu
přǐradit geometrický simpliciálńı komplex: Je-li K ′ konečný6, můžeme předpokládat, že jeho vrcholy (až
na přejmenováńı) jsou e1, e2, . . . , en. Simplexy v geometrickém komplexu K pak definujeme jako convF
pro F ∈ K ′. Až na homeomorfismus a přejmenováńı vrchol̊u jsou tyto operace navzájem inverzńı.

Můžeme tedy všechny pojmy, které jsme definovali pro geometrické simpliciálńı komplexy, přenést na
abstraktńı simpliciálńı komplexy a naopak. Nebudeme tedy již rozlǐsovat mezi abstraktńımi a geomet-
rickými simpliciálńımi komplexy.

Odpov́ıdá-li geometrický komplex K abstraktńımu komplexu K ′, ř́ıkáme, že K realizuje K ′.

Domáćı úkol 3: Dokažte, že ∆(F (K)) = sdK.

Zaj́ımavé simpliciálńı komplexy

Nyńı si zadefinujme několik simpliciálńıch komplex̊u. Ještě předt́ım si ale řekněme, co znamená slov́ıčko
antipodálńı. Dva body x a y nazveme antipodálńı, pokud x = −y.

k-skeleton n-simplexu je tvořen všemi stěnami ∆n, které maj́ı dimenze ≤ k, jelikož 1-skeleton
n-simplexu je úplný graf Kn+1 s (n+ 1) vrcholy, jedná se o zobecněńı úplných graf̊u do vyšš́ıch dimenźı.
Zjevně je ∆n homeomorfńı n-dimenzionálńı kouli a ∂∆n jest až na homeomorfismus sféra dimenze n− 1.

Hranice crosspolytopu (Boundary of a crosspolytope) v Rd je (d − 1)-dimenzionálńı kom-
plex v Rd. Jeho vrcholy jsou V = {e1,−e1, e2,−e2, . . . , ed,−ed}. Simplexy hranice crosspolytopu jsou
tvořeny takovými podmnožinami F ⊆ V , které neobsahuj́ı dvojice antipodálńıch vrchol̊u. Zjevně je hra-
nice crosspolytopu izomorfńı (d−1)-dimenzionálńı sféře. Na rozd́ıl od hranice simplexu je však symetrická
v̊uči reflex́ım podél souřadnicových nadrovin a v̊uči zobrazeńı x 7→ −x, čehož jde často využ́ıt.

Šachovnicový komplex ∆m,n. Vrcholy tohoto komplexu jsou poĺıčka na šachovnici m×n. Simplexy
tohoto komplexu jsou takové množiny poĺıček, že pokud na poĺıčka z této množiny umı́st́ıme věže, tyto
věže se nebudou navzájem ohrožovat. Všimněme si, že ∆m,n

∼= ∆n,m. a že pro K = ∆m,m+1 je každá
(dimK − 1)-stěna obsažena přesně ve dvou fasetách.

Viděli jsme, že každý konečný komplex K lze realizovat v Rn, kde n je počet vrchol̊u K. Lze to však
udělat i lépe; abychom to dokázali, zadefinujeme nejprve jeden pojem, který se nám bude hodit i později.

Definice 5. Momentová křivka γ v Rd je zobrazeńı γ : R→ Rd, γ(t) := (t, t2, t3, . . . , td).

Lemma 6 (Vlastnosti momentové křivky). Každá nadrovina h protne momentovou křivku nejvýše v d
bodech. Nav́ıc protne-li ji přesně v d bodech, neńı v žádném bodě tečnou nadrovinou γ a γ tedy v každém
bodě pr̊uniku procháźı z jedné strany h na druhou.

Z toho vyplývá, že každých ≤ d+ 1 bod̊u na momentové křivce je afinně nezávislých (jinak bychom je
mohli doplnit body z γ na (d+ 1) bod̊u lež́ıćıch na společné nadrovině.)

D̊ukaz. V souřadnićıch má h tvar a1x1 + a2x2 + . . . + adxd − b = 0. Body na momentové křivce maj́ı
souřadnice (t, t2, . . . , td). Každý bod momentové křivky na h tedy řeš́ı rovnici a1t+a2t

2+. . .+adt
d−b = 0

a ta má jakožto nenulová rovnice stupně d nejvýše d řešeńı. Pokud má přesně d řešeńı, tak nemá násobné

6Pokud K′ konečný neńı, zkonstruujeme geometrický simpliciálńı komplex jakožto “limitu” geometrických simpliciálńıch
komplex̊u realizuj́ıćı konečné podkomplexy K′. Jelikož nekonečné komplexy nebudeme potřebovat, upoušt́ıme od přesného
popisu technického limitńıho kroku.
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kořeny, tedy polynom a1t+ a2t
2 + . . .+ adt

d − b = 0 měńı znaménko v každém takovém bodě, neboli γ
přecháźı z jedné strany h na druhou.

O množině bod̊u v Rd řekneme, že je v obecné poloze, pokud žádných k+ 1 bod̊u nelež́ı v afinńım
podprostoru dimenze k−1, pro každé k ≤ d. Jakákoli podmnožina momentové křivky poskytuje konkrétńı
př́ıklad množiny bod̊u v obecné poloze. Momentová křivka je nejjednodušš́ı křivka s touto vlastnost́ı, ale
existuj́ı i daľśı (η : R+ → Rd, t 7→ ( 1

t ,
1

t+1 ,
1

t+2 , . . . ,
1

t+d ), či (η′ : (−π, π), t 7→ (sin t, cos t, sin 2t, cos 2t, . . .).)

Věta 7. Každý simpliciálńı komplex K dimenze d lze realizovat v R2d+1.

D̊ukaz. Umı́st́ıme-li vrcholy K do obecné polohy v Rd, tak se žádné dvě d-stěny nemohou protnout
mimo sd́ılené vrcholy (věta o dimenzi spojeńı a pr̊uniku), můžeme tedy beze strachu doplnit kýžené
simplexy.
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