16. Poissoiiv proces

16.1. Definice:Definice Poissonova procesu
Nech {X ;tOT} je homogenni markovskgtizec se spojityndasem, ktery ma mnozinu stay = {0, 1, 2, ...}, vektor
pocateenich pravédpodobnostp(0) = (1, O, ...) a matici intenzitfpchodu

-A A 0 0 .. Prechodovy diagram:
0O -A A 0 .. _ L B =0t S
Q= 0 0 -x A , kdeA >0 je konstanta, nazyva seenzita ]

Tento HVR se nazyv&oissoiiv proces(s parametrerh). (Vidime, Ze v Poissoné\procesu je mozné jen setrvani
v dosavadnim stavu nebéeghod do nejblizSiho vyssSiho stavu.)

Poissofiv proces je pojmenovan po Siméonu Denisi Poissofid\d1 — 1840), coz byl francouzsky teoreticky Kyzi
matematik, geometr a astronom. Je mezi 72 slavRyamicouzi, jejichZ jména jsou na Eiffetovézi, a je po #m
pojmenovan krater na &gici.




Vysvétleni: Uvazujeme udalosti téhoz typu, které nastavajodahv ¢ase. Pro t > 0 ozime X pocet udalosti, které
nastanou v interval(o, t>. Nech’ jsou splgny tyto podminky:
v kratkemcasovém intervaILﬁt,t + h) nastane udalost s praymbdobnostih + o(h) nezéavisle na t a nezavisle na
postu udéalosti, které nastaly v interve(lD;t),

vic nez jedna udalost nastane s p&adiobnosti o(h),

pocty udalosti, které se vyskytnou v disjunktnéasovych intervalech, jsou nezavislé.,
nech’ X, =0,

stredni hodnota pau udalosti, které nastanou &esovou jednotku, je konstama> 0.

Ah+ dh)proj=i+1

, ) . 1-Ah+ qh)proj =i
Pak proCt = oplati: P(X,,, =j/X, =i)=p;(h)= c(h)procj(>)ip+1j

Oproj<i

, Po(0) = 1, p(0) = 0 pro j£ 0.

Odtud dostavame, Ze intenzitfephodu jsou: g1 = A, G = A, G; = 0 pro i, j#i+1, tedy
-A A 0 O

Q_O—)\)\O
10 0 -A A



Priklady uvazovanych udalosti:

- dopadycastic kosmického zéani zaznamenavaréacemdcastic
- rozpady radioaktivniho prvku

- vyzvy pichazejici do telefonni Gstdny

- dopravni nehody registrované ngakém silnénim Useku

- poruchy automatického stroje

- prichody zakaznik do rejakého systému obsluhy apod.

Upozorreni: U &chto praktickych fikladia neni splgn predpoklad, Ze intenzita vyskytu udaldsie nezavisla naase.
Provoz v telefonni Gstdre je jist ZivéjSi dopoledne nez ¥er; silnini provoz zalezi jak na denni dotak na dnu v tydnu;
mnozZstvi radioaktivni latkyasem ubyva a tedy ubyva i intenzita rozpadu jgioimni; poruchovost stroje setibe zvySove
s jeho opaebenim apodCasto se ale sleduje vyskythto udalosti jen posakou omezenou dobughem niz Ize

predpokladat negmnost intenzityh.



Grafické znazornéni realizaci Poissonova procesu

Predpokladejme, zethem 15 minut zaznamenavaniécpozi hovory do informaniho stediska. Prvni
zakaznik volal 3 minuty po zahajeni sledovani, dakaznici pak 4, 7, 9 a 13 minut po zahajeni sladov

Béhem sledovanych 15 minut tedy nastalaisipozich hovai.
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16.2. Véta: Véta o pravdpodobnostnim rozlozeni slozek Poissonova procesu

j
Nectt {X,;tOT} je Poissofiv proces s parametreinPak plati:0t 0T 0j0 J:p, (t )—@e‘“ .
J:

Diikaz: Sestavime systém evehich diferencialnich rovnip'(t)=p(t)Q s paateni podminkowp(0) = (1, 0, ...).
-A A 0 0 ..} p,/(t)=-Ap,(t)
0 -2 X 0 .| p'(t)=xp,(t)-Ap,(t)
(R (9.8(0)p,"(t)...) = (ps (1), P, (t).p,(2)....) :
0 0 A . pz()= )20
Obecr: p,'(t)=Ap.,(t)-Ap,(t)j=12... s pa:ata:nl podminkou 5(0) =1,%0)= 0,j=1, 2,
Pti feSeni &chto rovnic pouZzijeme LT.
i = =1l=- :i =11 1 — M
Obraz 1. rovnicezR,(z) - p,(0)=1=-AP,(z) = P,(2) — = p,(t)=L (z+)\] e
Obraz 2. rovnicezF}(z)—pl(O){:O(:)\Po(z):%)\‘—)\Pl(z): R0)=, fx)z :pl(t):L'l( ; :\)\)z}:)\te‘“
Obraz 3. rovnicezP(z) - p, ()= 0 = AR (2)=— | ~AP,(2) = B,(2) = = p, (1) =L - | = L (e
’ ? U (z+) ’ T (z+A) T (z+A)) 2

j
Obecr: p, (t):%e'“, j=012,...



Vysvétleni: Nahodna vetiina X;, ktera udava nappaiet zakaznik, ktei prijdou do fronty v intervaIL(O, t>, seridi
rozloZzenim Pd(t). Stedni hodnota pttu udalosti, které nastanou v intervéﬂ),:t), je rovnagisluit, tedy konstanta
predstavuje $edni hodnotu ptiu udalosti, které nastanou za jednotkdagovy interval. Proto Senazyva intenzita
procesu.

Cisla p(t) udavaji pravépodobnosti, Ze v interval(.ﬂ,t) nastalo pra¥j udalosti.
Cislo p(t) = € udava pravépodobnost, Ze v intervalg, t) nenastala Zadna udalost.

Ozna&ime-li S dobwekani na zénu mezi stavy (tj. dobtekani na fichod udalosti resp. dobu setrvani ve stavu),

1-e™t=>0

el . To znamena, Ze je-li rozloZenigho udalosti, které nastaly v interve(KD; t>
1<

pak P(S > 1) =¥, tedy P(S< t) ={
Poissonovo, je rozloZeni dobgkani na znu resp. doby setrvani ve stavu exponencialni.

Upozornéni: Pro Poissoiiv proces neexistuje limitni rozlozeni, protoze
. . () L Nt
0j03: limp,(t) = Ilmge M =" lim—=0
o t-o |l Jl t-= €



16.3. Fiklad: Maijitel obchodu s potravinami zjistil, Ze v raréipicce gichazi do obchodu pmerné 20 zakaznik za 5
minut. Majitelova manzelka se domniva, ze #8hu 10 minut nize a@ekavat v piiméru 30 zakaznik, zatimco
optimistictéjSi majitel v pfibchu 10 minut éekava 40 zakaznik Ktery odhad je pravbodobrgjsi?

Reseni:

Prichody zakaznik do obchodu lIze modelovat Poissonovym proce{@ém DT}, kde X =, kdyz zatasovy intervaI(O,t>
prijde do obchodu prayj zakaznik, j=0, 1, 2, ...

Parametr procesu (intenzita procesus 2—50 = 4 zakaznicizalminutu.

_ () e

Podle gedpokladu: X~ Po(4t), tedyP(X, = j)—Te
. _an - (400" g _ _
Odhad manzelkyP(X,, =30) = g & - p,,(10)=0,01847

V MATLABU: poisspdf(30,40)

4110)°

Odhad manzelal(X,, =40) = ( 20 e ™ =p,,(10)=0,06297

V MATLABU: poisspdf(40,40)

Optimisticky odhad majitele je pragplodobrjSi nez opatrny odhad jeho manzelky.



16.4. \&ta: Véta o pravdpodobnostechipchodu v Poissoné\procesu
(At)”
Nectt {X,;tOT} je Poissofiv proces s parametreknPak plati:JtOT i, jOJ:p, (t) =4 (j—i)
Oproj <i
Diikaz: Z matice intenzit fechodu plyne, ze jediny@chod s nenulovou praggplodobnosti je fechod do stavu o 1 vySSiho.

(At)”

Pritom pasateini stav je nulovy, tedy;ft) = py(t). V disledku homogenityp, (t)=p,,. (t)=1(j =i}
Oproj<i

e™ proj =i

e’ proj =i

16.5. \ta: Véta o stedni hodnat a rozptylu Poissonova procesu
Necht {X ;t0T} je Poissofiv proces s parametrelnPak E(X) = At, D(X;) = At.

Diikaz: Plyne z vlastnosti Poissonova rozlozeni, protoze Ro{.t).



16.6. \Bta: Véta o koeficientu korelace dvou slozek Poissonovagsu

t
Neclt {X ;tOT} je Poissofiv proces s parametrein Pak plati:Jt.h O T,h >0 R(X,, X 1) = an
. R(X X ) C(X xt+h) — E(X Xt+h) E(Xt)E(X t+h) i ., o
Diikaz: t+h \/D ) \/D . Ve Wté 16.5. bylo ukazano, ze E& At, D(Xy)
t+h t+h

= At. St&i tedy spdoitat E(X¢Xt+h)

E(X X )= 2 DiP(X, =i DX,y =)= D DiiP(X, =0)P(X = /X, =i)=

i=0 j=0 i=0 j=0

P(X, =i)=p,(0.P(X,, = /X, =i)=p,(t.t+h)=p (W proj=i podier6.4 =33 ijp, (tp, ,(h) =[k =-il =

i=0 j=i

b2 il el e (M) Ay (A & ()
—\' =ifi-1)+i=e” hz(' AP e AN LA b Vv
ez ehanah + e S0 TS B o oy o fregh 4 ae)= atth + A2+
(i-2) < (i-1)
Nth+ A%t + Mt —AtA(t+h) _ t

Po dosazeni.R(xt ’ Xt+h) m m m

8




16.7. Véta: Véta o rozlozeni doby setrvafdizce v daném stavu
Neclt {X;tOT} je Poissofiv proces s parametreknOzname $ dobu, kterodetszec setrva ve stavu j-1, j = 1, 2, ... Pak
S ~ ExQ.) a stedni hodnota doby setrvawiczce ve stavu j-1 j%.

Diikaz: Plyne z ¥ty 14.9.

16.8. Wta: Véta o nezavislosti dob setrvémiézce v danych stavech
Nahodnéveliciny S, j =1, 2, ... jsou stochasticky nezavislé.

Diikaz: Nebudeme provaitl



VA v s

linek tvaii udalosti Poissonovych prodes parametry,, A,, pricemz tyto procesy probihaji nezavisle nassdypoctéte

pravéEpodobnost, Ze zéasovy interval délky tijede na zastavku préak autobus.

Reseni:

i
At i 1201, 2, .

Ozname X poity pifiezdi linky &. 1 v intervalu(0,t), X ~ Pogat), P(X, =) |
j!

i
Ozname Y, paity prijezdi linky ¢. 2 v intervalu(0,t), Y, ~ Pogat), P(Y, =) %e‘“‘, j=0,1,2, ...

Dale ozname Z pocty prijezdi autobug obou linek v intervaIL(O,t>, Z.= X + Y. Mame pd¢itat P(Z=Kk), k=0, 1, 2, ...

Podle ¥ty o rozlozeni sattu dvou stochasticky nezavislych ndhodnychéueldostavame:

@ . L Y ) O i L TANRYPARVI [ D U9 | A
Pz, =k)= Y P(X, = P, =k—J)=Z( jl') e ((kz_)j)l e =2 . Z{J J(?\lt)J(Azt)k =1 k|2)] g el
j=0 j=0 . ] . j=0 .

Znamena to, ze;Z Po(f.1 + \)) t).



16.1C. Véta: Véta o bodovém a intervalovém odhadu paraniefPoissonova procesu
Neclt v intervalu<0,T> byl sledovan Poissdn proces s neznamym parametrembylo pozorovano n udalosti.

, pricemz E(X)zA (tj. A je nestranny odhad) D()A\):%

~

a) Bodovy odhad parametkje dan vzorcemA 22

b) 100(1e)% empiricky interval spolehlivosti pfoma mezed :Z—%FX%/Z(Zn), h :%le_alz(Zn +2).

16.11. Riklad: Na ugitém za&izeni byly po dobu 580 h sledovany poruchy. Za tlatou jich nastalo 22. Zagdpokladu
Ze poruchy tvii udalosti Poissonova procesu s parame#eothadste tento parametr a n&pe pro & 95% empiricky
interval spolehlivosti.

Reseni:

T =580, n = 22, ted :2 :52—2 =0,0379

1 1 1
d=—x%2(2n) = —=——x20025(44) =——2757=0,0238
o X 2(2n) 2Bac ones(44) 162’
= ile_m(zn +2)= szoms(%) -1 6662=00574
2T 2[%8C 116C ’

0,0238 <\ < 0,0574 s prawpodobnosti aspo0,95.



16.12. PoznamkaPoissoiiv proces Ize v MATLABuU simulovat pomoci funkce Pmia.m:
function [v,abscet,relcet,p, tabulkal, tabulka2]sBon(CPS,lambda,t)
%vstupni parametry

%CPS ... celkovy pocet simulovanych prichodu zakagzn

%lambda ... intenzita vstupniho proudu zakazniku

%t ... casovy krok

%vystupni parametry

%V ... vektor variant poctu zakazniku

%abscet ... abs. cetnosti jednotlivych variant

%relcet ... relativni cetnosti jednotlivych variant

%p ... pravdepodobnosti jednotlivych variant

%tabulkal ... empiricke a teoreticke charakteryssiknulovaneho poctu
%zakazniku

%tabulka? ... empiricke a teoreticke charaktenystikby simulace

Tuto funkci pouzijeme ip feSeni nasledujicihdigladu.



16.13. Riklad: V sobotu v dob od 8 do 20 h sledujeme provoz v klidné ulici viewe ¢tvrti mésta. V tomto obdobi
exponencialnim rozlozenim. Pomoci MATLABuU simulwjezd 20 aut do této ulice.

Redeni:V tomto @ipack jsou vstupni parametry tyto: CPS = 20, lambda8z¢Hsovy krok zvolime napt = 8.
Teoreticka celkova doba simulace bylanbyt 20.8 = 160 min, gmeér = 8 min, smirodatna odchylka = 8 min.)
[v,abscet,relcet,p, tabulkal, tabulka2]=Poisson(@RHda,t)

Patet aut, ktera vjizgi vzdy kehem 8 minut Abs. ¢etnost| Rel. ¢etnost| pravéEpodobnost
0 15 0,5357 0,3679
1 6 0,2143 0,3679
2 6 0,2143 0,1839
4 1 0,0357 0,0153
Pramérny paiet aut za&asovy krok: 0,7857 Realizace Poissonova procesu:

Stredni hodnota pitu aut zatasovy krok: 1 "
Pozorovana sién. odch. pdtu aut zatasovy krok: 1,0313 s
Smeérodatna odchylka @iou aut zatasovy krok: 1
Celkova doba simulace: 214,7869
Teoreticka celkova doba simulace: 20*8 = 160
Primérna doba mezi vjezdy aut: 10,7393

Stredni hodnota doby mezi vjezdy aut: 8

Pozorovana sien. odch. doby mezi vjezdy aut: 14,8255
Smeérodatna odchylka doby mezi vjezdy aut: 8
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