6. Odhady pravdpodobnosti v HMR a testy hypotéz o nich

6.1. Popis situacePredpokladejme, ze HRMI{X ,;nON,} s kon&nym patem stau k ma vektor pdatesnich
Py - Pu

pravdEpodobnostp(0) = (p.(0), px(0), ..., p(0)) a matici pechoduP =| --- --- ... |. Tyto pravé&podobnosti vSak
Pa - Pu

nezname, rizeme je pouze odhadnout na zakldibuhodobého pozorovani systému.

Proi, j=1, ..., kozname:

Cj ... patet pozorovani fechodu systemu ze stavu i do stavu j,

k
C = ZCij ... celkovy p@et prechod, které zainaly ve stavu i,
=1

k

C=>.C ... celkovy paet vSech pozorovanychezhodi.

i=1

Pozorované hodnoty zaznamename do tabulky:

1 12| ...k [
1 |cyfCia|...|Cul|Cy
2 C1 | Coo| ... | Cokl| Co
K | Ga|Ci| .. | Cik| Ck
> C




6.2. Bodové odhady p&atec¢nich pravdépodobnosti a pravd@podobnosti grechodt

Bodovy odhad p&atesni pravdpodobnosti §0) ziskame metodou maximalrirehodnosti. Fedpokladame, zesase n =
mame celkem ¢ pozorovanigghoduretzce, z nichz v qiipadech byfettzec ve stavu ICislo G povaZzujeme za realizaci

C & e
nahodné vetiny Y. Je zejmé, zeY, ~Bi(c,p,(0)), teayP(Y: =€) =| _ |pi(0)*t-p/(0)™" ¢ =04...c.

Zlogaritmovanim pravtpodobnostni funkce P(¥ ¢) ziskame logaritmickou&ohodnostni funkci:

(5 (0 ) =10 | 0,1, (0)+(e=cinft-p,0).

Tuto funkci derivujeme podle () a derivaci poloZzime rovnu O:
dl(pi (O);Ci) __ G C—¢

dp, (O) P (O) 1-p (O)
. C

VytieSenim této rovnice ziskame maxindakrohodny odhad pteni pravapodobnosti [§0): P; (O) = -
Je to relativnietnost potu prechodi, které zainaly ve stavu i.

o

. _|—proc #0

Analogicky Ize odvodit, Ze maximadvérohodnym odhadem prasgodobnosti pechodu p je P =16 , tedy

Oproc, =0

FAJi,- je relativnicetnost pipadi, kdyietzec, nachazejici se v okamziku n ve stavu i, pdsufase n + 1 do stavu j.



6.3. Intervalové odhady pdéate¢nich pravdépodobnosti a pravdpodobnosti g‘echodu

a) Waldiv interval spolehlivosti

Pri vypoctu mezi intervalu spolehlivosti vyuzijensentralni limitni v étu:

Jsou-li ndhodné veiliny X, ..., X, stochasticky nezavislé a vSechny maji stejné reribse sedni hodnotou

Zn:Xi — Ny

: , — =l :
a rozptylems?, pak pro velka n (& 30) Ize rozloZeni standardizovanéhoiouV = - o \/ﬁ aproximovat

standardizovanym normalnim rozlozenim N(0,1). Z&rd@iSeme Y= N(0,1).



Vratme se k H\R. Na nahodnou velinu Y, ~ Bi(c,pi (0)) mazeme pohlizet jaksoltet ¢ nezavislych nahodnych v,
2 nich? kazda s#di alternativnim rozlozenim A@)). Fitom E(Y;)=cp,(0) a D(Y,)=cp (0)[1— P, (0)] :

— Yi —C i(O) ~
Podle CLV tedy plati = Jop (0)[1F1 O =N(01)

— Yi/C_pi(O)

Citatele a jmenovatele péime ¢ a g0) ve jmenovateli nahradime odhadérnﬁO): U= \/ D, (0)[1_ D (O)J = N(O’l)

C
100(1e)% asymptoticky Waldlv interval spolehlivosti pro gateni pravd&podobnost §0) ma tedy meze:

D= L _ \/ P (O)[l_ P, (O)J Y \/ﬁ. (O)I.l_ P, (O)J U

u., H:_i+
C C /2, C C

1-0/2

Po nahrazeni ndhodné vally Y; jeji realizaci cdostaneme empiricky interval spolehlivosti:

50 POEBOL,  p0-5

C 1-a/2’?
Analogicky se odvodi 100(@)% asymptoticky Waldv interval spolehlivosti pro pra¥godobnost fechodu. Empirické
. D + Mu a0 = i
meze jsouMj - - 1-o/2, kde Pij = c

Waldiv interval spolehlivosti lze korekirpouZit, je-li splina podminka dobré aproximacz, (O)[1-p. (0)] > 9resp.
C ﬁij (0)[1‘ f)i,- (O)J >9 . Neni-li tato podminka spina, doportuje se pouzit skérovy interval spolehlivosti.



b) Skérovy interval spolehlivost

Yi/C_pi(O)

Pokud ve statisticé? = /o (O)[l— 5 (O)J e nenahradime(®) ve jmenovateli odhadei (0), mizeme sestrojit skérovy

interval spolehlivosti pro;®).

Yi/c_pi(o)

Meze tohoto intervalu siulji nerovnost:‘ \/p- (O)[l— = (O)J /C‘ SUq)0,

Yi/C_pi(O)

Umocnime na druhOLL/pi (O)ll— D (O)J/C:l = uzl““z.

Resenim kvadratické rovnice prg@) obdrzime : 2[1 U%—q ,zj
+

Po nahrazeni nahodné valy Y; jeji rea

2£+ U21—a/2 + 2£+ U21—a/2 2_ 1+ U21—a/2 L ‘
C C C C C C

C
lizaci cdostaneme empiricky interval spolehlivosti:

~ u 21—0( /2 ~ u 21—0( /2
29 (0)+ " 2 | 26,(0)+

2 2
_4[1_'_ u 1:/2jﬁi (0)2

2
1+ U 1-a/2
C

"~ C.
(0)=—L
kdeD (0) -



Analogicky se odvodi 100-a)% asymptoticky skorovy interval spolehlivosti grmavcEpodobnost fechodu.

Empirické meze jsou

u21—a /2 u21—a /2 ‘ U21—a /2 2
C C C C.

ij

2[1+ Uzl—a/ZJ ' kdepij - C_I




6.4. Priklad: V jistém regionu bylo nahodrnvybrano 2501 domacnosti. Bylo zf8o, Ze k utitému datu
629 domacnosti népdplacelo zadny denik, 75@eplplacelo regionalni denik a zbytek celostatnikdeni

Z téch domacnosti, které netg Zzadné pedplatné, hodla vifstim nesici 126 pedplacet regionalni a 63
celostatni denik. Z domacnosti, ktetédplaceji regionalni denik, &jnv pristim nmeésici Zistane 525
domacnosti a 75 ¢ae gedplacet celostatni denik. A nakoneé¢chtdomacnosti, které@gdplaceji celostatni
denik, 673 nezemi predplatné a 112ipjde na pedplatné regionalniho deniku.

Modelujte situaci pomoci homogenniho markovsk#dtzce a najéte bodové a intervalové odhady (se

spolehlivosti 95 %) pmateinich pravdpodobnosti a pravgpodobnosti fiechodu



Re3eni:Zavedeme homogenni markovsiezec{X :nON,} s mnoZinou stavd = {1, 2, 3}, kde X = 1, kdyZ v n-tém
meésici ndhod#é vybrand domacnost nema zadmédplatné, X = 2, kdyZz ma fedplatné na regionalni denik a X3, kdyz

ma redplatné na celostatni denik. Udaje obsazenéw idoty uspsadame do tabulky:

440( 126| 63 | 629
150| 525| 75 | 750
337|112| 673| 1122
2501

M| W N

Nejprve odhadneme péteni pravdpodobnosti podle vzorcg(0)=—=,i=12,... k.

V naSem pipact k = 3, g = 629, ¢ = 750, g = 1122, ¢ = 2501.
A 629 A 750 A 1122
p,(0)=——=0,2515 p,(0) = —— = 10,2999 p,(0) = =====0,4486
2501 2501 2501
Odhad vektoru peatesnich pravédpodobnostiH(0) = (025 ;0,3,045).
Znamena to, Ze na patku sledovani 25 % domacnosti v daném regionitloeradné pedplatne, 30 %iedplacelo

regionalni denik a 45 % celostatni denik.



Ped vypatem intervail spolehlivosti owime, zda jsou spimy podminky dobré aproximacp, (0)|1— . (0)|c > 9.

. 62¢ . 75C . . 1127
prtom B.(0)= 2<% . (0)=-">% 5 (0) =2 c = 2501 Ted
tom ,(0) 2501 p.(0) 2501 p.(0) 2501 =y
- ;@(1—@ 2501= 469
2501 2501
i= :7—50(1—7—50 2501=525,
2501 2501

i=3: £2(1—£22 2501=619
2501 2501




Vidime, Ze podminky jsou sg@iny. Pro i =1, 2, 3 & =0,05dosadime do vzorcp (0) + \/p‘ (O)[l_ b (O)Ju

Dostaneme meze 95% asymptotickych Waldovych intéispolehlivosti pro g0), px(0), ps(0).
p,(0)0(0,23450,2683, p,(0)0(0,28190,3178), p,(0)1(0,42910,4681) vzdy s pravépodobnosti 95 %.

Interpretujeme ndap 1. interval spolehlivosti: Ve sledovaném regigald danému datu s pragbdobnosti 95 % 23,45 %
az 26,85 % domacnosti, které regplaceji zadny denik.

Pro porovnani nyni vypteme meze 95% skdérovych interivabolehlivosti pro g0), px(0), ps(0).

2
Zﬁi (O)'l‘ U21(-:a/2 i\/[zﬁl (0)+ uzl(;a/Z _4(1_'_ uzl—q/ZJﬁi (0)2

C
Proi=1, 2, 3 ax =0,05dosadime do vzorce 2(1

2
- U t-a/2
C
Dostaneme meze 95% asymptotickych skérovych iniesfolehlivosti pro g0), p(0), p(0).

p,(0)10(0,23490,2689, p,(0)11(0,28220,3191), p,(0)[1(0,42920,4682) vxdy s praveépodobnosti 95 %.




C.
Nyni se budeme&novat odhadm pravipodobnosti fechodu. PouZiigme vzorgs, =—,i,j=1,... K.
Cc

Znovu uvedeme tabulku se zadanymi udaji:

1 2 3 |X
1(440|126|63 | 629
211501 525(75 | 750
31337(112| 673| 1122
)y 2501
V naSem pipac k = 3,
Cy1 = 440, g,= 126, g3 =63, g = 629,
Cy1 = 150, 6,= 525, 653 =75, ¢ = 750,
C31 = 337, G = 112, G3 = 673, G= 1122.
" 440 126 . _ 63 _
pll a 5 12 629 052003 p13 - —“ - 0,1002
" 150 " 525 " 75
__:O,Z’ i 0’7, =—— =0
P = 750 P =20 P =20 2
" 337 " 112 " 673
=——=0,300 =——=0,099 =——=0,5998
Pa1 =712 4P 1122 8 Pss 1122

P=0,2 0,7 0,1| neodebirala Zadny denik, tak \i§tim n¥sici s pravépodobnosti 0,7 aj nebude mit Zadnégdplatné,

0,7 0,2 0,1) Interpretujeme nap l.fadek odhadnuté maticégehodu: Pokud v jednomeésici nahodt vybrana domacnost
P=
0,3 0,1 0,6) spravépodobnosti 0,2 sitpdplati regionalni denik a s prépddobnosti 0,1 celostatni denik.



Pied vypaitem interval spolehlivosti owiime spléni podminek dobré aproxima&ed; (L-p;)>9
Pripominame, ze

Ci1 = 440, Go = 126, G3 = 63, G = 629,
Co1 = 150, 6o = 525, 63 = 75, G = 750,
C31 = 337 G = 112, G3 = 673 G= 1122.

= 1: 440{1—440]629 132@(1— 126]629 101—(1— 03 ]629 57

629" 629 629" 629 629" 629
i::2:1§9(1 150j 50=1 Q§3§(1—§E§j 50= 58———(1—-Z§)750:68
750" 750 7500 750 7500 750

| = 3: 337 (1— 337)1122 236, 1122( 112)1122 109, 6732( 673]1122: 269
11220 1122 112 1122 112 1122



Ve vSech deviti fipadech jsou podminky dobré aproximace &mnmizeme tedy spitat meze 95%
Waldovych asymptotickych intervakpolehlivosti pro prawibodobnosti fechodu. Proi,j=1,2,3 a

‘ . [p,-p
a =0,05dosadime do vzorcp + P;\d— P,

u

1-a/2 "

p,. 0(0,6637,0,7354),p,, 1(0,169,0,2316),p,, 1(0,0767:0,1236),

p,,1(017140,2286),p,, 1(0,66720,7328,p,, 1(0,078501215),

p,, 1(0,27350,3272),p,, 1(0,08230,1174),p,, 1(0,57120,6285).

Interpretujeme napinterval spolehlivosti prog Pokud v jednom gsici nahoda vybrana domacnost
neodebirala zadny denik, tak &§tim nesici mizeme se spolehlivosti 95 % zaituze s pravdpodobnosti
66,37 % az 73,54 % épnebude odebirat Zzadny denik.

Pro srovnani spbeme meze 95% skorovych asymptotickych intergglolehlivosti pro prawbodobnosti
prechodu. Pro i, j=1, 2, 3@=0,05 dosadime do vzorce

A Uzl—a/Z ~ Uzl—a/Z ‘ U21—a/2 ~ 2
2p; + c +.12p; + c -4 1+ - Bj
A1+ U21—0(/2

G

p,, 1(0,66260,7341),p,, 0(017090,2334),p,, 0(0,0791,01267),
p,, 0(017290,2301),p,, 1(0,66630,7317),p,, 0(0,08050,1236)
p,, 0(0,27430,3278),p,, 1(0,08360,1188),p., 1(0,57090,6281)




6.5. Testy o pdatecnich pravdépodobnostech

Mame HVMR {Xn ;N0 No} s kon€énym paitem stav k a vektorem p&ateinich pravdpodobnosti
P(0) = (pu(0), p(0), ..., ,(0)). Nechr ¢ je paet €ch pipadi, kdy sefettzec v okamziku n = 0 nachazi ve

stavu i a poet vSech vyskyittetzce v jednotlivych stavech =3 C .

Na hladiré vyznamnostix testujeme hypotézugip,(0) =pi L ... L p(0) = p (P >0, ..

., k=0 jsou

predem dané pra¥godobnod, jejich souet je 1) proti alternatié/H,: aspa jedna rovnost neplati.

a) Walduv test (znamy také jako Pearaibnchi-kvadrat test dobré shody)

< (Ci —Cp )2
Testova statistikalo = ZT

i=1 i
Kriticky obor: W = <X21—a (k —1),00)
T, OW = Hj zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti.
b) Test pomérem vérohodnosti

=x*(k=1) kdyz H, plati.

X c/c
Testova statistikalo = 2_C; In —p/ =x*(k=1), kdyz H, plati.
i=1 i

Kriticky obor: W = <X21—a (k-1))
T, UW = H, zamitame na asymptotické hlaglinyznamnostix.

Upozornéni: Musi byt splgny podminky dobré aproximace;ep5 pro vSechna i =1,
nékteré stavy tato podminka spira, sliujeme tyto stavy se stavy jim nejblizSi

..., K. Neni-li pro



6.6. Priklad: Vratme se k fikladu s pedplacenim denniho tisku v daném regiorfipdinaime, ze z 2501
nahod® vybranych domacnosti jich k&rému datu 629 népdplacelo Zzadny denik, 756eaplacelo
regionalni denik a zbytek (tj. 1122) celostatniidew celostatnim réitku k témuz datu Zadné&gxplatné
nema 23 % domacnosti, jakykoliv regionalni denipredplaci 29 % domacnosti a 48 % domacnosti si
predplaci celostatni denik. Na hlaglivyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vektasapgnich
pravdEpodobnosti v daném regionu se shoduje s vektoreédignich pravdpodobnosti v celostatnim
metitku.

Reseni:Testujeme hypotézty: pi(0) = 0,23c py(0) = 0,29¢ ps(0) = 0,48.

Ovéfime podminky dobré aproximace:eb proi=1, 2, 3.

i =1:2501.0,23 =575,23,i=2:2501.0,29 = 795j2 3: 2501.0,48 = 1200,48

Testova statistika Waldova testu:

T = Z( cp,) _ (629-2501023  (750-2501029)°  (1122- 2501 DA8)"
2501023 2501029 2501048

Kriticky obor: W = (X?095(2),0) = (5,9915 o)

T, OW = Hy zamitame na asymptotické hlaglmyznamnosti 0,05. Pro Uplnost: p = 0,0041.

Testova statistika testu p@nem wrohodnosti:

= 2Zc n<iL< C'/ = (629[!] 0 8292501 250 +11220n

=10,9986

750/2501 1122/250

1) =10,9551

Kriticky obor: W = (X%0ss(2),0) = (59915 o)
T, OW = Hy zamitame na asymptotické hlaglimyznamnosti 0,05. Pro Uplnost: p = 0,0042.



6.7. Testy o pravépodobnostech ffechodu
Nech’ {X,;n0ON,} je HMR s konénym pastem stawi k a matici pechoduP = (p, )kJl Na hladir

vyznamnostix testujeme hypotézugp; = p;° pro Ui, ] =1,...,K (p;°> 0 jsou pedem dané
k

pravcspodobnosti 2Py =11 =1....K) proti alternatie Hy: existujf i,j takové, Zeip# p;°
i1

a) Walduyv test (znamy také jako Pearaibnchi-kvadrat test dobré shody)

C\Py — ID.
Testova statistikalo = ZZ ( : : )

i=1 j=1 ij
Kriticky obor: W = (X% (k(k ~1)),e0)
T, OW = Hj, zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti.

=~ X*(k(k-1), kdyz H, plati.

b) Test pomérem vérohodnosti
k k
p;
Testova statistikalo =2 2. ¢; In—5 = x*(k(k ‘1)), kdyz H, plati.

i=1 j=1 pu
Kriticky obor: W = (X% (k(k ~1)),e0)
T, UW = H, zamitame na asymptotické hlaglinyznamnostix.



Upozornéni:

Musi byt splgny podminky dobré aproximacgc> 5 pro vSechnai,j=1, ..., k. Neni-li prékteré stavy
tato podminka spkma, slé¢ujeme tyto stavy se stavy jim nejblizSimi.

Tvrzeni o rozlozeni testové statlstl ky za platnblgtje pravdive, pokud vSechny praymbdobnosti p jsou
kladné. V mpadé Ze rkktera Q jsou nulova, pak ve vzorci prg Evazu;eme pouze takové dvojice index
@i, j), pro které @ > 0. Pak § ma za platnosti flasymptoticky rozloZenf(k(k-1)-s), kde s je peet
nulovych pravdpodobnosti.



6.8 Priklad: V prikladu s pedplacenim denniho tisku jsme na zakladaji zjisSttnych v daném regionu, tj.
pomoci tabulky

1 |12 |3 |z 0,7 0,2 0,1

440|126| 63 | 629 | odhadli matici pechodu:ﬁ:{o,z 0,7 0,1|.Je znamo, Ze v celostatningiitku ma

150/ 525/ 75 | 750 03 01 06
337|112|673[ 1122 072 019 0,09

200 0,21 0,68 0,11|.
0,30 0,12 0,58

MWN -

matice gechodu tvamr® =

Na hladiré vyznamnosti 0,05 testujte hypotézg R = P° proti Hy: P # P°.
Reseni:

Ad a) Waldv test

Musime o¥fit splnéni podminek dobré aproximace.

| = 1: ¢y =440, g,= 126, G3=63, G = 629
clpllo =629.0,72 = 452,88,1|nlz° =629.0,19 = 119,511|n13° = 629.0,09 = 56,61

| =2: 6= 150, 6,=525, 63=75, 6 =750
CoPor’ = 750.0,21 = 157,5,8,,° = 750.0,68 = 510,,p,5 = 750.0,11 = 82,5

| =3: Gy =337,6,=112, 63=673, g =1122
CaPsr’ = 1122.0,3 = 336,6gp3,° = 1122.0,12 = 134,644m3° = 1122.0,58 = 650,76

Podminky dobré aproximace jsou sypiy, miZzeme vypditat testovou statistiku.



Pro vypdet testové statistiky pfgbujeme vychozi tabulkéetnosti pechodu mezi

jednotlivymi stavy a matidP®:

1 2 3 > 0,72 0,19 0,09
11 440] 126] 63 | 629 P°:{0,21 0,68 0’11}
21150] 525] 75 | 750 0.30 012 058
3[337] 112] 673] 1122
> 2501
2 2 2
oo -pof (‘61‘218— o,72) (ézg—olg) (66239—0,09j
T, =) ) ————— =629 + +
=& ) 072 019 009
2 2 2
(150 _ 0,21) (525 _ 0,68) (75 _ O;Llj
+ 754 L750 L 750 L 750 .
021 068 011
2 2 2
(337 _ 0,3) (112 _ O;sz (673 _ 0,58)
+1127 11122 401122 411122 = 74877
03 068 058

Kritick_y obor: W = <X21—0( (k(k —l)), 00) = <X20,95(6), 00) = <12,5916 00)

Testova statistika negat do kritického oboru, nulovou hypotézu tedy nezami na

asymptotické hladi&vyznamnosti 0,05.



Ad b) Test porrem Wrohodnosti
Pro vypa@et testové statistiky ptgbujeme vychozi tabulkéetnosti pechodu mezi jednotlivymi stavy a

matici P*:

1 [2 [3 [z 0,72 0,19 0,09
1|440| 126|163 | 629 | P°=|0,21 0,68 0,11
21150|525( 75 | 750 0,30 0,12 0,58
3(337|112| 673( 1122
)y 2501
k k p
T,=2> >¢ In—% =
i=1 j=1 IO.
440 126 63 150 525 75
44070 829 + 126711 629 + 6311 629 + 15071 750 + 5257 750 + 75 750
0,72 019 009 021 068 0,11
5 =7,7073
337 112 673
+3370n 1122+ 11000 1122 4 67300 1122
012 058

Kriticky obor: W = (X%-a (k(k 1)), ) = (X?0s5(6), ) = (12,5916 o)
Testova statistika negatdo kritického oboru, nulovou hypotézu tedy nezamie na asymptotické hladin
vyznamnosti 0,05.



6.9. Test homogenity dvou vektol poc¢ateé¢nich pravdépodobnost

Predpokladame, Zze mame dva nezavislé homogenni rrEkéfmézce{Xn ;nt No} a{Yn;n [ No}, které
maji stejnou kon&ou mnozinu stavJ = {1, 2, ..., k}. Ozname px(0) vektor pé&atenich pravdpodobnos-
ti 1.ret¢zce apy(0) vektor paatenich pravdpodobnosti 2iettzce. Na hladi&ivyznamnostu testujeme
hypotézu H: px(0) = py(0) proti alternati¥ Hy: px(0) # py(0). Fitom mame k dispozici celkové ¢y pre-
chodi, které zainaly ve stavech 1, 2, ..., k:

1 2 ..l K >

1.retezec| ¢ Co o C

2.tetézec| d; d | Ok d

2 Citoh | Gty | ... | GtOk [ c+d

(C _dc +di)j2 (d _d(c +d, ))2
T :Zk: ' c+d ' c+d
Testova statistika: ° < clc, +d.) dic, +d.) se za platnosti glasymptotickytidi rozlo-
c+d c+d

zenimy*(k-1).

Kriticky obor: W = <X21—a (k —2),0)

T, OW = Hy zamitame na asymptotické hlaglvyznamnosti.

Upozornéni: Musi byt splgny podminky dobré aproximace, tj. teoreticletnosti

dc +d) dlc +d)
c+d = c+d

J=1...,K musi byt aspt v 80 % gipadi > 5 a ve zbylych 20 % nesmi klesnout pod 2.



6.1C. Piiklad: Budeme se zabyvatigkumem pedplaceni tisku ve dvouiznych regionech. V regionu 1

z 2501 ndhodnvybranych domacnosti jich kditému datu nefedplacelo zadny denik 629, regionalni denik
piedplacelo 750 a celostatni denidegplacelo 1122. V regiontt 2 z 2793 nadhodnvybranych domacnosti
jich ktémuz dat 678 négdplacelo zadny denik, 1322egplacelo regionalni denik a 1322 celostatni denik.
Na hladig vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vektorgapginich pravépodobnosti v 1. a 2. regionu se
shoduiji.

Reseni:
Zjisténa data zapiSeme do kontingentabulky.

bez pedplatnéhg regionalni denikcelostatni denik:
1. region 629 (25,15 %) | 750 (29,99 %) 1122 (44,86|2501
2. region 678 (24,27 %) | 793 (28,39 %) 1322 (47,35|®)93
> 1307 1543 2444 5294

Vypoéteme teoretickéetnosti.

bez pedplatnéhg regionalni denik celostatni denik X
1. region| 25011807 _ - " 25011543__ o[ 250112444 _ . 2501
5201 5202 5201
2. region| 27931307 _ oo~ 279811543__ | 27932444 _ 0 12793
5204 5201 5201
> 1307 1543 2444 5294

Vidime, ze podminky dobré aproximace jsou &pin



bez gedplatnéhg regionalni denik celostatni deniks
1. region 629 750 1122 2501
2.region 678 793 1322 2793
)Y 1307 1543 2444 5294
bez gedplatnéhg regionalni denik celostatni denik =
1. region| 25011307 _ ., | 25011543__ o | 25012444 ., | 2501
529¢ 529¢ 529¢
2. region| 27931307_ oo | 27931543 o o | 279312444 _ 00, [ 2793
529¢ 5291 5291
)Y 1307 1543 2444 5294

Dosadime do vzorce pro testovou statistiku.

2
+

C(Ci +di))2 d(ci +di))2_
Kk Ci B — di - _ 2 _ 2 _
=3 ctd ) c+d _(629-61746)°  (750-72895)  (1122-11546)
° 4| de+d) d(c +d,) 61746 72895 11546
c+d c+d
_ 2 _ 2 _ 2
, (678-68955)°  (793-81405)  (1322-12894) — 33062

68955

814,05

12894

Kriticky obor: W = <X21—0( (k-2),0)= <X20,95(2), )= (59915 )
ProtozeT, UW | hypotézu o shadvektori pocateinich pravdpodobnosti nezamitame na asymptotické hla-

diné vyznamnosti 0,05.



6.11. Test shody stochastickych vektar matice prechodt
Mame homogenni markovskgtzec{x,;nON,} S mnozinou stavJ ={1, 2, ..., k} a matici fechodu

P P P,
P:[--- J:[ : J Na hladig vyznamnostia testujeme hypotézugHp, = ... = px proti alternati¥ Hy:
Pa P P

aspai jedna dvojice vektdr se liSi. Ritom mame k dispozici tabulku pozorovanyatnosti vSechigchod:
danehaetézce:

112 ]..]k Y
1 |cif{Cio|...|Cik|C1
2 | G1|Co|...[Cx|C

K |GGk | Ckk| Ck
> C

Tuto tabulku pepiSeme do jiného tvaru, ktery nam umozni provegagdovany test.

stav| setrvani ve stavpprechod jinam >

1 C1 C1-C11 C1
2 G2 C-Co2 C
K |G« Ci-Cik G

Z Zk:Cii C_;klcii ¢




Pro gehledrjSi zapis kontingedni tabulky (a nasledntestové statistiky) zavedeme nasledujici éena

stav| setrvani ve stavuprechod jinam )

1 1 Ny Ny,

2 1741 Moo Ny,

K Ni1 N2 Ny

> | hg N2 n

2
_nn;
k 2 [n” n j
Testova statistika © =1 nn, se za platnosti $asymptotickyridi rozlozenimy“(k-1).
n

Kriticky obor: W = <X21—a (k - 1), 00)
T, OW = H, zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti.

Upozornéni: Musi byt spligny podminky dobré aproximace, tj. teoreti«ﬂeénosti%, i=1,2,...,kj=1,2
musi byt aspov 80 % gipadi > 5 a ve zbylych 20 % nesmi klesnout pc



6.1z. Priklad: V prikladu 6.4. jsme ziskali dajecetnostech fechodu domacnosti mezi jednotlivymi stavy
(1 — Zadné fedplatné, 2 —imdplatné regionalniho deniku, 3 teg@platné regionalniho deniku) \&sitnim
kroku:

1 (2 |3 |Z

440| 126| 63 | 629
150(525| 75 | 750
337|112|6/7/3| 1122
2501

M| W N|

Na hladirt vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze vSechingtéchastické vektory v maticiiechodu jsou

shodné.
0,7 0,2 0,1

Reseni:V piikladu 6.4. jsme vypstali odhad maticeﬂechodupz 02 07 01 ,
0,3 0,1 0,6

p,=(07 02 01),p,=(02 07 01),p,=(03 01 086).Na asymptotické hladénvyznamnosti 0,05
testujeme ly: p; = p» = p3 proti alternativ Hy: aspa jedna dvojice stochastickych vekiae liSi

tedy



Zjisténé Udaje fepiSeme do kontingéni tabulky. Vypocteme teoretickéetnosti.
stav| setrvani ve stavuprechod jinam ) stav| setrvani ve stavupirechod jinam| >
1 440 189 629 1 629(1638_ ,1,5c | 6291863_, -, |629
2 | 525 225 750 Z0 20
3 | 673 449 112p |2 | >Fea02 | B Peasss | 790
> 11638 863 2501 13 11221638 _ o, | 11221863 _ oo 11122
2501 2501
> 11638 863 2501

Podminky dobré aproximace jsou siy.
Dosadime do vzorce pro testovou statistiku:

2
ni_n.j
K (nij B j 5 2 . 2 B 2 .
TfZi n ) _(440-41196)°  (189-21704)f  (525-4912)° (225-2588)

2
+
=4  nn, 41196 21704 4912 2588
n
2 2
, (673-73484) (449-38716) — 273533
73484 38716

Kriticky obor: W = <X21—ot (k -1),00) = <X20,95(2), )= (59915 )
ProtozeT, UW | hypotézu o shadstochastickych vektérv matici gechodu zamitame na asymptotické hla-
diné vyznamnosti 0,0!



6.13. Test shody dvou matic fechodu

Mame dva nezavislé homogenni markovisiézce {Xn ;N No} a{Yn ;n0 No}, které maji stejnou
koneznou mnozinu stavJ = {1, 2, ..., k}. Ozn&mePyx matici glechodu 1ietzce aPy matici prechodu 2.
rettzce. Na hladi&ivyznamnosti testujeme hypotézuddPy = Py proti alternati¢ H,: Py # Py. Pritom
mame k dispozici tabulk§etnosti pechodi 1. a 2ietézce:

1.fetézec 2.1ek€zec
112 |..]k |Y 1 (2 | ...k [
1 |G |Ci2|... [Ci|Cr 1 | ig|Cip|... |y |Ch

2 | 01[Cop|... [Cxk|Co| |2 | 1| ... Oy |Ch

K |Ga|C| - |Ck|C | [K [Chka|Cka|... | O | Ok
> c | X d

Jednotlivéradky matice fechodu 1ret€zce ozndime pxy. .. Pxk, 2.7et€zce pakpvr .. Pvk.
Test hypotézy o shédnatic fechodu pevedeme na k tasshody stochastickych vektartj. Ho;: pxj = py;
proti Hhj: pxj # pvj, j = 1, 2, ..., k.



Tabulky cetnosti pechod prepiSeme do k kontingénich tabulek, tedy j-ta tabulka (j = 1, 2, ..., K)deumit
tvar:

1 2 .| K Z
1.fet€zec| cy Cp .. | Ck C
2.1etézec dil di2 dik di
z Gutdy | Gp+dp | ... | Gty | G+d

Testova statistika pro test shody j-t&aaku maticd’x a j-téhoradku maticd®y je dana vztahem

(3 L LR

| + ¢
= ¢;\c; +d;) djlc; +d;) . Za platnosti nulové hypotézyoH pxj = py; Se tato
C; +d; C; +d,

statistika asymptotickgidi rozlozenimy?(k-1).
Kriticky obor: W = <X21—a (k —12), )

To; UW = Hp; zamitdme na asymptotické hlaglvyznamnosti.

Upozornéni: Musi byt splgny podminky dobré aproximace, tj. teoreticlednosti
Ci(cji +dii) dj(cji +d")
c,+d, ' ¢ +d,

=0 =1k musi byt asp v 80 % ipadi> 5 a ve zbylych 20 % nesmi klesnout
pod 2.



6.14. Hiklad: Budeme se oft zabyvat pizkumem pedplaceni tisku ve dvouiznych regionech. V 1.
regionu bylo nahodnvybrano 2501 domacnosti a ve 2. regionu 2793 doasit Pdty pirechodi mezi
stavy 1 (Zzadnéigdplatné), 2 (fedplatné regionalniho deniku) a 3€gdplatné celostatniho deniku) mame
uvedeny ve dvou tabulkach:

1. region 2. region
1 2 3 | 1 2 3 |

440( 126| 63 | 629 4921 111| 75 | 678
150| 525| 75 | 750 136| 574| 83 | 793
337|112| 6/3| 1122 388| 183| 751| 1322
2501 2793

Ml W N B
Ml W N B

Na hladi vyznamnosti 0,05 testujte hypotézu o shothtic fechodu 1. a Zetézce.

ReSeni:Budeme testovatithypotézy o sho&lprvnich, druhych aétichtadka matic frechodu. Podrobsi

ukazeme test 1. hypotézy, tj@]_Hle = Pv1 proti Hi Px1 * Pvi.
Udaje z prvnich dvosadki vstupnich tabulekippiSeme do kontingeéni tabulky:

bez pedplatnéhg regionalni denik celostatni denikx
1. region 440 126 63 629

2. region 492 111 75 678
2 932 237 138 1307




Pomoci tabulkyetnosti pechod ze stavu ,bezimdplatného” sestavime tabulku teoretickygetnosti:

bez gedplatného regionalni denik celostatni denikx

1. region 440 126 63 629
2. region 492 111 75 678
2 932 237 138 1307

bez gedplatného regionalni denik celostatni denikx
1. region 6290932_, o 6291237 _ 1,06 | 629138_ o)y [ 629

1307 1307 1307
2.region 6781932 yaap7 | 878123715594 | B78UIS8_ 5159 | 678
1307 1307 1307
z 932 237 138 1307

Podminky dobré aproximace jsou spig. Vypocteme testovou statistiku:
(440-44853°  (126-11406)  (63-6641)°  (492-48347)

o 44853 11406 6641 48347
2 2
, (111-12294)  (75-7159) _ 30614
12294 7159

Kriticky obor: W = (X’1-a (k = 1),00) = (X?0s5(2), ) = (59915 e0)
ProtozeT,, UW | hypotézu o shadl.iadki matic fFechodu nezamitame na asymptotické hiadin
vyznamnosti 0,05.



Analogicky postupujemeiptestovani shdy druhych aitetichfadki matic gechodu. Zjistime, Ze v obou
pripadech jsou podminky dobré aproximace &mnVypocteme B, = 2,0784 a §3 = 8,6394. Protoze
kriticky obor je W =(59915)  vidime, e pouze ve 3iipad zamitame na asymptotické hladin
vyznamnosti 0,05 hypotézu o skatochastickych vektérmatic gechodu. S rizikem omylu nejvyse 5 %

jsme tedy pokazali, Ze z hlediska zin predplatného se v 1. a 2. regionu liSi domacnosrekha psatku
sledovani odebiraly celostatni denik.



