12.Rizené markovské&tetézce

12.1. Definice:Definice optimalni strategie

Nech’ v kazdém kroku je mozno ergodicky homogenni markpvekzec s konénou mnozinou stavJ =
{0, 1, .., N} definovat hiiznymi maticemi pechodu'P = (1pij), P = (hpij) a h fiznymi maticemi vyno%s
R = (1rij), P = (hrij). V kazdém kroku rizeme vybrat jednu maticig@chodu a odpovidajici matici
vynogi. Moznosti 1, 2, ..., h se nazyvaiji strategie. @mead(n) strategii vybranou v iem kroku ve stavu
Ta strategie d(n), pro kterou dosahujefstini hodnota celkového vynosu svého maxima, sevhazy

optimalni strategie

12.2. \Bta: Véta o optimalni strategii

Predpokladejme, Ze v krocich n-1, n-2, ..., 1 bylerena optimalni strategie. Oznae v(n) maximalni

stredni hodnotu celkového vynosu v n-tém kroku vetstatj. v, (n) = rjgkg)]({"qi +> *pv, (n—l)}. Je-li maxima
5 <

dosaZeno pro k = kpak optimalni strategie v n-tém kroku ve stajeid (n) = k.



12.3. Fiklad: Je sledovana vyrobni linka, ktera sézmnachazet kiiv provozu (stav 0) nebo v oprav
(stav 1). Ve stavu 0 je mozny provoz ,bez kontadyegat“ (strategie 1) nebo ,s kontrolou agredjat
(strategie 2). Ve stavu 1 je mozno rozliSit opralkiaz, vynény agregat” (strategie 1) nebo ,s vyémou

agregalt” (strategie 2). Maticefiechodu a matice vyndgsou nasledujici:
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Pro prvni fi kroky najdte maximalni sedni hodnotu celkového vynosu a optimalni strategii



ﬁeéeni:Pfipomeﬁme, Ze sedni hodnota vynosuigednom gechodu ze stavu i se vy§ie podle vzorcey, = p,r, .
i)

A dale, maximalni gedni hodnota vynosu v n-tém kroku ve stavuyv.j@) = Tkaﬁ({kq +> pyv;(n —1)}. Je-li maxima
< <

dosaZeno pro k = kpak optiméalni strategie v n-tém kroku ve stajeipraw k.
Pritom

1 05 05), 2 0), 04 06), 3 1
P= ;R = P = SR = - tedy
02 08 1 -5 04 06 2 -2
1Qo :lpoolroo+1p011r01 =05[2+05M0= l1q1:1p101r10+1p111r11 = 020+ 08{-5 =-38
ZQO :Zpoo ? I‘00+2p012 rn = 0403+ 0601= :l--&qu:zplo2 I‘10+2p112 n, =042+ 0601-2) =-04

@={ o e

Vo (1) =max{ 118} =18=d, (1) = 2,v,(1) = max- 38-04} =-04=d, (1) =2

Vo (2) = max"dy +pooVo @)+ PorVs ()% Gy +PooVo 1)+ 2PV ) =

= max1+ 05018+ 050{~ 0418+ 04018+ 06[{- 04)} = max 17,228 = 228=d, (2) =2

v, (2) = max{'a, +pyoVo @)+py.V; (120, +2pioVo (2P, (O =

= max- 38+ 02018+ 08[{- 04):-04+ 04018+ 06~ 04)} =max- 376008 = 008=d, (2) =2
Vo (3) = max s+ PooVo (2)+Posvs (2017 G+ PooVo (2 +2Posvs (D)) =

= max1+ 05228+ 05000818+ 04228+ 06008 = max 218276} = 276=>d, (3) =2

v, (3) = max g, +'p,oVo (D + PV, (207, +2PioVo (D +2,, V4 () =

= max{- 38+ 02228+ 081008-04+ 04[228+ 06008 = max{— 3408,056} = 056= d, (3) =2

Zavér: V prvnim, druhém iietim kroku je vektor optimalnich strateé@.






12.5. Poznamka Popis iteréni metody hledani optimalni strategie
Ve wté 11.5. bylo dokazano, Ze vytitgici funkce posloupnosti vektbfvn)}>, matvar:G, z) =é(l -zP)q.
a

V teorii matic se dokazuje, Ze mati¢e zr)* obsahuje stacionarni slozku (tj. limitni maﬂc&[s}, kdea je
a

stacionarni vektor matide , zde budeme mati& zn&it S) a tranzientni slozkli. Lze tedy psat

z z _z A B,
(-2 > B (1-2)? B 1—z+1

R

—(1_22)2 je vytvarujici funkce posloupnostha n.

Ai je vytvatujici funkce posloupnostha A (nezavisi tedy na n).

so+-B |tq. kdeg>1,i=1, ... k.
_z Uz
C, Cy

G, (2=

Bi% je vytvatujici funkce posloupnostia B{Ci) . ProtoZe > 1, budou vyrazy obsahuji&l—j pro
Lz .

C
dostatén¢ velka n velmi malé. Pro dostétre velka n tedy plati:
v(n) = rSg+ ATg. Ozn&ime-liSq=ga ATq =V, Ize psat pro dostate¢ velka n:

v(n) =g +v neboliyin)=ng+vi=0,1, .., N. Dosadime-li toto vyjgehi do rekurentniho vztahu
v,(n)=q, +_ZN:pij v,(n-1), dostaneme



N rd
ng+v, =q, +Zpij[(n—1)g+vj]. Upravime:
i=0

N N N N N
ng+v; =q; +ngzpij _gzpij +Zpijvj =q; +ng_g+zpijvj =gtV =q, +Zpijvj
=0 =0 =0

=0 =0

Dostali jsme systém N + 1 rovnic pro N + 2 neznamggcw, vi, ..., W. ProtoZze neznamych je o jednu vice
nez rovnic, nelze dit skute&né hodnoty neznamych,wy, ..., W, kterym setika vahy. Howard navrhl
polozit vy = 0. Tim se péet neznamych snizi a Ize vyt relativni vahy y, vy, ..., W.1, které se od
skute&nych vah budou liSit jenom o konstantu, tedy jejichdily budou stejné jako u skdbgch vah. Nap
rozdil vo — vy I1ze interpretovat jako rozdil mezistini hodnotou vynosu procesu, ktery vySel ze dbaau

sttedni hodnotou vynosu procesu, ktery vySel ze staWritériem pro volbu strategie je vyraa +i “pV; -
=0
Algoritmus Howardova iteraéniho postupu:
1. krok: Pomoci veliin p;, ¢ urcime veltiny g,v z rovnicg+v, =g, +ipijvj , pricemz \ = 0.
j=0
2. krok: Pro kazdy stavoinajdeme strategii kktera maximalizuje vyraz, +i “pV; -
j=0

3. krok: Nalezen4 strategie koskytne hodnoty g, p, pro opakovani krak1 a 2.
Algoritmus korgi, jakmile vektor strategii je stejny ve dvou pd&aasledujicich iteracich. (Zpravidla &ta
provést jen #kolik malo iteraci.



12.6. Riklad:
Zavod produkuje gaky spotebni vyrobek, u &éhoz |ze rozeznat dva stavy: stav 0 — vyrobek j€%rsp

s dobrym odbytem a cenou, stav 1 — vyrobek je ri&ingp odbyt vazne a cena je nizk&. P strateqii

vedeni zavodu neinvestuje ani do technického rezanj do reklamy. i#Ptéto strategii je maticerpchodu
9 3

05 05 : o
1P—[ j a matice vynais=[

04 06 j Fi 2. strategii vedeni zavodu zajisti technicky m@zy investuje

~ 7

do reklamy. Matice i[:oachodu:zpz(g’;3 8’3, matice vynos: 2R :(j —19]' (Pxi 2. strategii se vySSi

naklady
promitnou do zisku, proto vynéro, musi byt nizsi neZ,, stejré takry; musi byt niz&i ne;;.) Pomoci
iteradni metody jefieba zjistit, jakou strategii dopatitivedeni zavodu, abyistdni hodnota celkového

vynosu byla maximalni.



Reseni:

Nejprve vypaitame vektory'q = (a0, 'a1)" a’q = Cao, “ay)”.

e — 1F,:[0,5 0,5} lR:(g 3} 2F,:[0,8 o,2J’ 2R:(4 4 J
04 06 3 -7 07 03 1 -19

lQO:1poolr00"'lpmlrm =05[@+0503= 671CI1:lp101r10+1p111r11 = 0408+ 06 [q_ 7) =-3

1. \J
q - (61 _3)
2q0:2p002r00+2p012r01 =084+0204= 4’2q1:2p102r10+2p112r11 =070+ 0’3[6_19) =-5
2. N}
q - (41 _5)

1. iterace: zvolimedil) =1, d(1) =1 a pro i = 0,1 ¥eSime systém rovnig+v, =q, +ZN:pijvj (pritom polozime y = 0)
=0

g+t VO:1q0+1p00V0 +lp01V1 g+ Vo = 6+ 0’5 |]/0
g+ V1=lQ1+lp10Vo+1p11V1 g=-3+04L0Lv,
Resenim tohoto systému obdrzime=v10, g = 1.

2. iterace:
1 =0, k=1:"q,+' PV +'Pyv, =6+05010=11

K =2:2q,+°PpooVe+°PyV, =4+ 0800=12
max{11, 12} = 12, tedy ¢{2) = 2
=1, k=1:"q,+'p,pv,+'p,,v, = -3+ 0400=1

K= 2:2q,+%p,oV,+°p,V, = -5+ 07010=2
max{1, 2} = 2, tedy ¢(2) = 2
Vysledek 2. iterace dava vektor strategii (2, 2)



S timto vektorem veSime systém rovnicijpom polozime y = 0)
g+ Vo:2CIo+2p00V0+2p01V1 g+v, =4+ 080V,
g +V1=2q1+2p10V0+2p11V1 :g=-5+070Lv,

Reenim tohoto systému obdrzime=v10, g = 2.

3. iterace:
1 =0, k=1:'q,+'pyV,+'PyV, =6+05010=11
K = 2:2q,+2py,V, +2py,V, = 4+ 0810=12
max{11, 12} = 12, tedy ¢{3) = 2
=1, k=1:qg,+'p,v,+'p,v, = -3+ 04[10=1
K = 2:2q,+2p,gv,+2p,,v, = -5+ 07010=2
max{l, 2} = 2, tedy &(3) = 2
Vysledek 3. iterace dava vektor strategif (2, 2)

ProtoZe ve dvou po seldoucich iteracich jsme dostali stejny vektortsigé, vypaet korti.
Interpretace: Krompatateitniho kroku pinese ¥tSi zisk ta strategie, ktera zahrnuje naklady oharteky
rozvoj a reklamu vyrobku.



12.7. PoznamkaPro libovolny pdet stawi a strategii Ize pouzit funkce howardn.m (autoubaBucek,
2012):

function D = howardn(P,R)

% Algoritmus Howardova iteracniho postupu pro libmy pocet stavu a strategii
% Vstupni parametry:

% P...matice prechodu vsech strategii naskladaredne matice

% R...matice vynosu vsech strategii naskladanedioe matice

% Mame-li jednotlive matice P1,P2,...,Pk a R1,RRk, doporucuje se

% uvadet funkci ve tvaru: howardn([P1,P2,... 1,R2,...,RK])

% Vystup:

% D...matice obsahujici optimalni strategii peapotlive obdobi,

% jednotliva obdobi jsou oznacena cislem radku



