13. Markovskéretézce se spojityméasem — zakladni pojmy

13.1. Definice:Definice markovskéhéeéetézce se spojityndasem

Neclt (Q,A,P) je pravépodobnostni prostoil =(0,«) je indexova mnoZina, jejiz prvky nazveme okamzky
J={.,-2,-1,0,1, 2, ...} je nejvySe sf@dna mnozina stav(bez Ujmy na obecnosti Izéguipokladat, ze J ={0, 1, 2, ...}
nebo J ={0,1, ..., n}). Stochasticky prodést;t DT} definovany na @itelném prostoryQ,A), jehoz slozky Xnabyvaji
hodnot z mnoziny stadiv], se nazyvéarkovskyretzec(se spojityntasem), jsou-li spny nasledujici podminky:

a) OjOJCtOT:P(X, = j)>0(vylouteni nepaiebnych stafi)

b) Oty by, t, OT (ty <ty <o <t )iy fyvevos o D IPX, =00 /X = ia DX, =i Do DX = o) = PX, =10 /X, = i)

za redpokladu, 2@(th_1: Jo X =)L L EX = jo)> 0 (markovska vlastnostbudouci chovani markovskéretezce
zavisi pouze naifftomném stavu a nikoliv na stavech minulych).

Vyswvétleni: Markovskérettzce se spojityndasem modelu;ji fyzikalndi jiné soustavy, které mohou v libovolném okamziku
nahodr piejit do rekterého ze svych moznych staWarkovska vlastnost znamena, Ze to, do jakéhasta soustava
dostane P nasledujici zrang, zavisi pouze na tom, v jakém stavu se soustawgé pachazi a nezavisi na stavech

predchozich. Nap sledujeme-Ili Bhem pracovni doby provoz automatickych strogilné, ndhodna vetina X, tD{O,T) je

pocet strofi, které v okamziku t nepracuji (jsou opravovanyaé&kaji na opravu).



13.2. Fiklad: Uvazme populaci, jejiz jedinci se mohou mnoZit mikzat. Pravépodobnost, Ze z libovolného jedince
vznikne véasovem intervallﬁt,t + h> novy jedinec, je\h + o(h) (symbol o(h) znamena, %eg # =0) a prav@podobnost,

Ze libovolny jedinec zanikne v interva(Ut + h>, je ph + o(h). Osudy jedin@ jsou navzajem nezavislé. Oznee X rozsah
populace ase t. Pak stochasticky pFO({eSt;tDT} je markovskyetézec se spojityndasem. Nazyva se linearni proces

vzniku a zaniku (resp. linearni proces mnozeni gifim

13.3. Ozn&eni:

Jev {X; = j} — markovskytetzec je v okamziku t ve stavu j.

P(X: =) = p(t) — absolutni pravgpodobnost stavu j v okamziku t.
p(t) = (..., i), ...) —vektor absolutnich pra¥godobnosti

P(X,., =j/ X, =i)=p,(t.t+h) — pravéépodobnost fechodu ze stavu i v okamziku t do stavu j v okamnZith
Pt,t+h)=|--- p,(tt+h) ---|-matice pravdpodobnosti fechodu mezi okamziky t, t+h

P(Xo =]) = p(0) — pa&ateni pravatpodobnost stavu .
p(0) = (...., K0), ...) —vektor p&atenich pravdpodobnosti.



13.4. Véta: Véta o vlastnostech markovskéfekzce se spojityntasem

Neclt {Xt;t DT} je markovskyretézec. Pokud dale uvedené podém@ pravdpodobnosti existuji, plati pro
Ot,h,gOTOi,j0J:

a) P(Xh=J/ Xi=1)>0, tj. gi(t,t+h)>0

1proi = j 6. .t t):{lproizj
. P,

P(X, =j/ X, =i)= o .
Oproi # j Oproi # |

b) Y P(X,.. =j/X, =i)=1,1. Xp,(tt+h)=1.
0J 0J

(Prechod ze stavu i v okamziku t dg§akého stavu j v okamziku t+h je jev s prapddobnosti 1.)

€) PX g =1/ X, =i)= X P(X ., =KIX = P(X g =1/ X, =K), Gop (L +D+0) =3 p, (Lt + h)p, (t+ Nt +h+Q)
kOJ kaJ

(Chapmanovy — Kolmogorovovy rovnice

d) P(X.., =)= P, =KP(X,, =1/ X, =), 6 p(t+h) =3 p, (O, (Lt +h)

(Zakon evolucg

Dukaz: Analogicky jako v diskrétnimifpacs.



13.5. Poznamka Zapis vlastnosti markovskéheiczce se spojityndasem v maticovém tvaru
a) P(t,t+h)> 0, kdeO je nulova maticeR(t,t) =1, kdel je jednotkova matice.

b) P(t,t+h)e = e, kdee je sloupcovy vektor ze samych jecki.

c) P(t,t+h+g) =P(t,t+h) P(t+h,t+h+q).

d) p(t+h) =p(t) P(t,t+h).

13.6. Definice:Definice HVMR se spojityntasem
Nech’ {Xt;tDT} je markovskyetzec se spojityndasemRekneme, Ze tent@tszec jehomogennijestlize plati:
Oi, j0J0LhOT:P(X,,, =j/ X, =i)=p, (h).

Vysvétleni: Znamena to, Ze prawpodobnosti fechoduP(X ,. =j/ X, =i) — pokud existuji — zavisi pouze &@sovém
priristku h a nezavisi neasovem okamziku t.
Matice pravépodobnosti fechoduP(t,t+h) se pak znid P(h) a nazyva seatice gechodu zaasovy firastek h Pro HVR

se spojitymsasem tedy existuje cely systém matiegnodu{P(h),h 0T} . Je zvykem definova(0) =1.

13.7. \Wta: Vyjadieni simultanni pravgbodobnostni funkce pro HR/

Pro homogenni markovskgtzec se spojityndasem plati:
Ot,hy,....h, OTDig, fuye s j O I:PX = Jo DXy, = Jy O... OX in)=p, (Op,, (h)-.p,_; (h,)

t+h,+...+h, — Jn

Diikaz: Plyne z ¥ty o nasobeni pra¥@odobnosti a markovské vlastnosti.



13.8. Véta: CH-K rovnice a zakon evoluce pro HV
Neclt {Xt;tDT} je homogenni markovskgzec se spojityndasem, s vektorem pateinich pravdpodobnostp(0) a
systémem maticipchodu{P(h),hOT}. Pak proCh,gOT plati:
a) P(h+g) =P(h) P(g) (Chapmanova — Kolmogorovova rovnice)
b) p(h) =p(0) P(h) (zakon evoluce)
Diikaz: ad a) plyne z tvrzeni (ckty 13.4
ad b) plyne z tvrzeni (dity 13.4

13.9. \Kta: Existergni véta

Ke kaZzdému stochastickému vektq(@) a ke kazdému systému stochastickych m{#&{t);h 0T}, které spiuji CH-K
rovnice, existuje HM se spojitynmtasem, jehoz p@teni pravapodobnosti jsou dany vektorgmi0) a systém matic
pravdpodobnosti fechodu je prav{P(h);h O T}.



14. Matice intenzit prechodu homogenniho markovskehéetézce se spojityntasem
14.1. Motivace:Nectr {X ;tOT} je homogenni markovskgtizec se spojityndasem. Bedpokladejme, Ze ekamZiku -
jefetézec ve stavu i a zg@asovy firastek h pejde do stavu j s pragdodobnosti gh).

=
T

p, (h)

Cislo - vyjadiuje pimérnou pravadpodobnost fechodu ze stavu i do stavu j&sovy pirastek h.

Ozname p(h) pravépodobnost, Ze zéasovy pirtistek hiettzec setrva ve stavu i. Pak 1;{lp je pravdpodobnost, ze za
casovy pirastek hrettzec rejde do &jakého jiného stavu.

Cislo 1—pT(h) vyjadiuje pimérnou pravdpodobnost vystuptetzce ze stavu i zéasovy sirustek h.

Intenzity gechodu resp. vystupu popisuji chovahto ptamérnych pravdpodobnosti prd - O, .



14.2. PoznamkaNadale budemerpdpokladat, ze

p,(h)

a) i, j0Jd existujeLirp ——

h
1-p, (h)
h

b) Oi1J existujeLirE\

1proi = |
Oproi # |

c) 0i,j0J existujelim p, (h):{
14.3. Definice:Definice intenzit pechodu a vystupu
Nechr {X ;tOT} je homogenni markovskgizec se spojityndasem se systémem matiephodu{P(h),hOT}. Pak

definujeme:

p, (h)

a) 0i,j0J: g, =lim——= - intenzita gechodu ze stavu i do stavu |
Y heo. K

b) 0ilJ: q = Lirp 1= F;] (h) - intenzita vystupu ze stavu i



(h -p.
14.4. Poznamkaintenzita pechodug, = M\# resp. vystupug, = LlpoqlpT(h) je derivaci pravépbodobnosti pechodu

resp. zaporéivzatou derivaci pra¥godobnosti vystupu. Tyto derivace jsowjtany pro h— 0.. Je tedy nutné funkce ()

a pi(h) spojit dodefinovat na interval(o,h).

Hodnotu R(0.) ur¢ime takto:

Pj (h)
h

lim p, (h):r!m h=g; limh=0
neba’ g; # 0, tedy R(0.) = 0.

Hodnotu p(0,) uréime takto:

lim p, (h) = lim Pul)y oy Pul0)=2 —q, limh+1=1
h-o, h h-o, z

h-0. h h-0,

neba g # 0, tedy p(0,) = 1.



h
Z definice intenzity pechodug, I| # plyne, Ze p(h) = hg + o(h).

Z definice intenzity vystupug, = Lim 1= F;]( ) plyne, Ze p(h) = 1- hq+ o(h).

Pro dostaténé¢ mala h tedy dostavameg(p) = hg; resp. p(h) = 1- hq.
Cislo q; vyjadtuje koeficient néistu pravépodobnosti pechodu p(h) behem kratkéh@asového intervalu délky hesslo g
vyjadiuje koeficient poklesu pra¥godobnosti setrvani;(h) béhem kratkéh@asového intervalu délky h.

Na obrézku vidimpribehy funkci g(h) a p(h) v pravém okoli bodu @arkovar jsou zakresleny t@y téchto funkci
v bock 0 zprava.




14.5. Véta: V¢éta o sodtu intenzit grechodu
Je-li mnoZina stavJ kon&na, pak pro intenzityiechodu platiflidJ: > g, =0, kde q = -q.
0J
Diikaz: Vztah ) g, =0 piepiSeme do tvarl) q, =d;.
3 i, j#i

Poc'tamezqu‘zlh'rpm %DJZ ()—Ihi[g]%[l—pn(h)]w-

jO,j#i 0o, j#i h

14.6. Definice:Definice matice intenzitiechodu
MaticeQ = (g;)i;[1J, kde g = -g, Se nazyvanatice intenzit fechoduHMR se spojitymzasem.
Vysvétleni: MaticeQ je charakterizovana tim, Z¢ 30 pro i# j a g < 0 a sotet prvki v kazdéntadku je nulovy. Je to

kvazistochasticka matice



14.7. Poznamka:

Matici intenzit gechodu Ize graficky vyj&d pomoci gechodového diagramu. Je to ohodnoceny orientoveafy lgle
a) vrcholy jsou stavy

b) hrany odpovidaji nenulovym intenzitaiephodu

c) ohodnoceni hran je rovnéntto intenzitam. Hrany, které nejsou sikgmi, maji kladné ohodnocenij(g 0) a smyky

maji zaporné ohodnoceni;(g 0).



14.8. Riklad: Doba bezporuchového provoztigiroje je nahodna vélna s rozloZzenim Exif. KdyZ dojde k poruse,
pristroj z&ne byt okamzit opravovan. Doba opravy je nahodnagieh s rozlozenim E). Jakmile je oprava ukdéena,
pristroj je okamzit uveden do provozu.

a) Modelujte tuto situaci pomoci HMse spojitymiasem.

b) Najctte matici intenzit pechoduQ a nakresletefpchodovy diagram.
Redeni:

0, pokudv ¢aset strojpracuje
1,pokudyv ¢aset je strojvoprav

spojitym¢asem s mnozinou stav = {0,1}.
Ad b) Je-li Y spojita ndhodna veéiina, pak jeji pravépodobnostni chovani je popsano hustotou mmdbbnostiq)(y). Pro

Ad a) Zavedeme nahodnou wtiu X, ={ . Stochasticky proce ;t 0T} je HMR se

distribueni funkci ®(y) plati: ®(y)= Tq)(t)dt. Déle zavedeme funkcigziti W(y)=P(Y >y) a intenzitu(y) = —%(;/)).
ae ™ proy, >0

V nasem pipadt ozname Y; dobu bezporuchového provoztigiroje, Y, ~ Ex(), tedy ¢, (y,) = {O ok
jina

1-e® proy,>0 e ™ proy, >0 W (y, —ge ™
0,(y)={ E PO ) [ETPIOYZ0 () W) _cae
0 jinak 1jinak W (y,) e

Analogicky ozname Y, dobu opravy fistroje, Y, ~ Ex(®). Stejnym zpsobem odvodime, 7&,(y,) =B.

Matice intenzit pechodu: Prechodovy diagram:
0 1 - o

_Of-a d Caf B )
Q_l B -p) k_qplx___,f:;h_) ;



14.9. \eta: Véta o vyznamu intenzitipchodu
Nectt {X ;tOT} je HMR se spojitymiasem, ktery ma spetnou mnozinu stadv] a matici intenziti@chodu

Q = (a)ij0J-
a) Je-li 0 < g< oo, pak veltina S, ktera udava dobu setrvéeitzce ve stavu i, sédi rozlozenim Ex(9.

Znamena to, zeigdni hodnota doby setrvamtézce ve stavu i jei. (Je-li q= w0, pak pravdpodobnost

setrvaniretézce ve stavu i je 0. Naopak, je-li€0, pak pravébodobnost setrvametzce ve stavu i je 1.)

d;
b) Pravédpodobnost toho, Ze prvnigrhodrettzce ze stavu i se uskdte prav do stavu j,#i, je q—J
Dikaz:
. ; . : 1 2 n-1.. ;
Ad a) Interval(t,t +h) rozclime na n dilk, clici bodyjsou:t,t+Hh,t+ﬁh,...,t+Th,t+h _tim

provedeme diskretizaci.



Patitame podmiénou pravcépodobnostl:)(X wh = | DXHnn—lh =10... DXth =1 DXHih =1/ X, = i)=
PX op =1 OX p0ay =i O...OX,,, =i OX,,., =1 OX, =i}
P(xt =i)

1

Wm(t)m(tt —h) [y (t+= “ht+2 h)D m..(t+—ht+h)—

h h h,)"
=P (_) p; (=) L..Ob; (=) = (pii (—)) :
n n n n
Pouzili jsme \&tu 13.7. o pravébodobnostni funkci H¥A.

h.)" h h)"
Déle plati: p; (h) =1-q;h + o(h), p; (h) = q;h + o(h), tedy (pn (H)J = (1— a4+ O(H)j .

k
Tento vyraz vyjatlije prav@&podobnost, ze systém je v kazdém okamiikur—] h; k=0L...,n ve stavu i.

; h.\"
Pravatpodobnost, Ze systém je po celou ddbd +h) ve stavu i, vyjatlje vyraz: L'[Tl,(p" (ﬁ)) . Ptitom

. h)' . h _h 4
P(S>h)=L'E‘;1(p“ (ﬁ)j :L'E'l(l-qiﬁ”’(ﬁ’) =™, h>0 tedyPS<h)=1-¢", h>0,cozje

distribucni exponencialniho rozlozeni s parametrem q



. . K _
Ad b) Ucime prav@podobnost jevu, ze systém bude v okamildid‘rﬁ h, k=01,
m+1

...,M ye stavu i, ale

v okamzikut+ h iz bude ve stavu j.

. . . . . h,\"  h
P(XHmnﬂh:JDXH%:|DXt+mn_lh:|D...DXt+#h:|/Xt:|):(p"(ﬁ)j pij(ﬁ)_

Nyni s&teme vSechny tytpravdpodobnosti pro m=0, 1, 2, ...:

h h h h h
o h\™ h P (n) Q; H i O(n) Q; H - O(n) a;
mzzo(pii (H)j P; (H) = h h h — o Pon-©

1-p,(0) 1-@-g " +o(") g o)
n n n n n

q;
Tedy pravdpodobnost, ze prvnitpchod ze stavu i bude do stavu ja'Je



14.10. Definice:Definice fiznych typ stavi

Necht {x;t0T} je HMR se &, ktery ma matici intenzitigchoduQ = (g;)i;1J.

a) Jestlize g= 0, pakiekneme, Ze stav i jbsorgni. (Retézec, ktery vstoupi do absa@rgho stavu, uz wém
zastane. Sedni hodnota doby setrvani v absoripstavu je nekorieé velka.)

b) Jestlize 0 <k «, pakiekneme, ze stav i fgabilni (Budeme se zabyvat vyhradietzci se stabilnimi
stavy)

c) Jestlize g= «, pakiekneme, ze stav i jeestabilni (Stedni hodnota doby setrvani v nestabilnim stavu je

nulova.)



14.11. Definice: Definice stacionarniho vektoru Hise &
Nech’ {X ;t0T} je HMR se &, ktery ma systém matidgchodu{P(t);t O T}. Stochasticky vektoa takovy, Ze pro

OtOT platia = aP(t), se nazyv&tacionarni vektofstacionarni rozlozepdanéhaetzce.

14.12. PoznamkaReseni rovnica = aP(t) pro Ot 0T mize byt obtizné. Proto stacionarni vektotipime radii

pomoci matice intenzitipchodu.

14.13. \ta: Véta o ziskani stacionarniho vektoru pomoci matitenint frechodu
Nech’ {X;t0OT} je HMR se &, ktery ma systém matidgchodu{P(t);t 0T} a matici intenzit fechoduQ = (¢g)i;01J -
Jestlize existujg 0T tak, Ze matic®(t) je regularni (tj. vSechny jeji prvky jsou klagnpak existuje stacionarni vektor

danéhaetézce a je dan vztahermQ = 0. TotoieSeni je jediné.



14.14. Riklad: Pro zadaniiikladu 14.8. najéte stacionarni vektor.

Regeni:Odvodili jsme, 2eQ :( Ba

a
j. Hledamea = (&, &), kde @ + a = 1, tak, abyaQ =0.

(ao,al)[ .

o(jz(oo) +a =1=a =1-
g -p) \00a+a a =1-a,.

B _a
a+p™ a+p

-0a, +Ba, =0=-0a, +PB(1-a,)=0=4a, =

Stacionarni vektor ma tedy tvaa= L a
a+B a+f

14.15. Definice:Definice ergodickéheetzce
Homogenni markovskietizec se spojityniasem a systémem matitephodu{P(t);t 0T} se nazyvé&rgodicky, jestlize pro

vSechny stochastické vektamyodpovidajici dimenze existulan aP(t) a tato limita na nich nezavisi.

14.16. Definice:Definice limitniho rozlozeni a limitni maticégrhodu

a) Jestlize existujIEm p(t)=p, pakp se nazyvdmitni rozloZeni(limitni vektor) danéhdetszce.
b) Jestlize existujgm P(t)=A, pakA se nazyvdmitni matice fechodudanéhdetzce. Ma-li vSechnyadky stejné, nazyva

seergodicka limitni maticeig@chodu



14.17. Véta: Véta o souvislosti stacionarniho a limitniho rozlazen
Nech’ {X;t0OT} je HMR se &, ktery ma stacionarni rozlozemiPak plati:
a) Jeho limitni rozlozenp je rovno stacionarnimu rozlozeani

b) VSechnyadky limitni maticeA jsou stejné a jsou rovny stacionarnimu veksoru
14.18. PoznamkaP¥i hledani stacionarniho rozloZeni Ize v MATLABuU piufiankci stacionarni_vektor.m:

function [a]=stacionarni_vektor(Q)

%funkce pro vypocet stacionarniho vektoru
%syntaxe: a=stacionarni_vektor(Q)

%vstupni parametr ... kvazistochasticka matice Q
%vystupni parametr ... stacionarni vektor a
n=size(Q,1);

A=[Q';ones(1,n)];

f=[zeros(n,1);1];

a=(A\";



14.19. Riklad: Nectt HMR se $ ma mnozinu stav{ 01,2} a matici intenzit pechodu

-1 1 O

Q=| 2 -3 1 |.Pomoci MATLABuU najdte jeho stacionarni rozlozeni.
0O 1 -1

Reseni:

Zadame matici Q=[-110;2-31;0 1 -1]
Zavolame funkci stacionarni_vektor:
a=stacionarni_vektor(Q)

Dostaneme vysledek:

a=

0.5000 0.2500 0.2500
Znamena to, ze po uplynuti dostat&dlouhé doby polovinu doby stratdtézec ve stavu @tvrtinu doby ve stavu 1 a

rovrez ¢tvrtinu doby ve stavu 2.



14.20. Riklad: Uvazme systém, vémzZ je v provozu velké mnozstvigun®ta téze funkce, naptalire v jidelrs.
Predpokladame, zerpdnety pochazeji odit riznych vyrobé (fikame, ze jsourt riznych typi) a ze doby zivotnosti
predméta od miznych vyrobdé jsou stochasticky nezavislé nahodnédimli s rozlozenim EX(), i = 1, 2, 3. Provadime
cyklickou zangnu typi podle schématu 4 2 — 3 — 1. Zvolime jedno misto v provozu a zavedemefl—l{\)(t;tDT} se
spojitymcasem, kde ¥=j, kdyz v okamziku t je na tomto mistatazen pednet typu |, j =1, 2, 3.

Najdéte matici intenzit pechodu a stanovte stacionarni rozlo:

Reseni:Ozna&me Y; dobu Zivotnosti fedmétu j-tého typu, Y~ ExQy), j = 1, 2, 3. V pikladu 14.8. bylo ukazano, ze
intenzita poruchy j&;, tedy

-\, A, O
Q=| 0 -A, A,
A, 0 -A,

3
Stacionarni rozloZeni ziskarfeSenim systému rovni@Q =0 s podminkou) a, =1:

=L

-Aa +tAa =0
Aa —Aa =0
Aa —-Aa =0
a +a, +a, =1
Redenim tohoto systému obdrzime:
A, A, AA,

= ,a, = , = .
BT A AN, AN, PR AN, AR, FAA, FAA,



